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Точная разрешимость уравнений Эйлера — Пуассона
как АнтиКАМ-теория

Д. Л. Абраров (Россия, г. Москва)
Российский государственный университет нефти и газа имени И. М. Губкина
e-mail: abrarov@yandex.ru

Exact solvability of Euler–Poisson equations as Anti-KAM theory

D. L. Abrarov (Russia, Moscow)
Gubkin University
e-mail: abrarov@yandex.ru

Ïîëíîöåííûé ó÷åò àíàëèòè÷åñêîé ñèììåòðèè îáðàòèìîñòè ïî ôîðìàëüíîìó àôôèííîìó
âðåìåíè îáùèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà � Ïóàññîíà ðåàëèçóåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ýêâèâàðèàíòíûì
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé â áåñêîíå÷íîñòü ôîðìàëüíîãî êîìïëåêñ-
íîãî âðåìåíè è, â èòîãå (ìîíîãðàôèÿ [1]), ïðèâîäèò ê èõ êàíîíè÷åñêîìó îáùåìó ðåøåíèþ â
âèäå ýêñïîíåíòû äçåòà-ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîé ïàðàáîëè÷åñêîé àâòîìîðôíîé ôîðìû âåñà 12.
Ñïåöèàëèçàöèåé ïàðàìåòðîâ îáùåãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ýêñïîíåíò 𝐿-ôóíêöèé ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïîëíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé èñõîäíûõ óðàâíåíèé íàä êîìëåêñíûì âðåìåíåì.

Îñíîâíîé çàäà÷åé íà ýòîì ýòàïå ñòàíîâèòñÿ âåñüìà îáúåìíîå ñîïîñòàâëåíèå íîâûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ èçâåñòíûìè îáùèìè è ÷àñòíûìè êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, êîíñîëèäè-
ðîâàííûìè â ìîíîãðàôèè [2] c äîïîëíåíèÿìè â [4], à òàêæå ñ ýêâèâàðèàíòíîé ÊÀÌ-òåîðèåé �
ýôôåêòàìè íåèíòåãðèðóåìîñòè è õàîòèçàöèè ïðè âîçìóùåíèè îòäåëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó-
÷àåâ äèíàìèêè âîë÷êîâ, ïîëó÷åííûìè â ìîíîãðàôèè [3].

Ðåçóëüòàòû òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ÀíòèÊÀÌ-òåîðèÿ � íàáîð äèíà-
ìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, èìåþùèõ àíòèïîäàëüíûé ñìûñë ïî îòíîøåíèþ ê óòâåðæäåíèÿì èñõîäíîé
ÊÀÌ-òåîðèè: [1],[4].
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О механизмах с останавливающимися шарнирами1

М. Д. Ковалёв (Россия, г. Москва)
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова
e-mail: mdkovalev@mtu-net.ru

About mechanisms with stopping hinges

M. D. Kovalev (Russia, Moscow)
Lomonosov Moscow State University
e-mail: mdkovalev@mtu-net.ru

1. Геометрическое определение шарнирного механизма

Ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî Äàâèäîì Ãèëüáåðòîì â åãî ëåêöèÿõ ïî íà-
ãëÿäíîé ãåîìåòðèè [1]: "Ïëîñêèì øàðíèðíûì ìåõàíèçìîì íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ïëîñêàÿ ñèñòå-
ìà æåñòêèõ ñòåðæíåé, ÷àñòè÷íî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé èëè ñêðåïëåííûõ ñ íåïîäâèæíûìè
òî÷êàìè ïëîñêîñòè, âîêðóã êîòîðûõ îíè ìîãóò âðàùàòüñÿ, òàê ÷òî âñÿ ñèñòåìà åùå ñîõðàíÿåò
ïîäâèæíîñòü â åå ïëîñêîñòè".

Ìåõàíèêè îïðåäåëÿþò ìåõàíèçì êàê ñîâîêóïíîñòü òåë, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äâèæåíèÿ. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìåõàíèçì ìîæíî íåïðåðûâíî ïåðåâîäèòü èç îäíîãî åãî
ïîëîæåíèÿ â ëþáîå äðóãîå. ×òî îçíà÷àåò ñâÿçíîñòü åãî êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ìàòåìàòè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ øàðíèðíî-ðû÷àæíîãî ìåõàíèçìà ïîÿâèëèñü â êîíöå ïðîøëîãî
âåêà [2, 3, 4]. Ïðèâåä¼ì äàííîå â [2]. Ñ÷èòàåì ðàññìàòðèâàåìûå ïëîñêèå øàðíèðíî-ðû÷àæíûå
êîíñòðóêöèè ñîñòàâëåííûìè èç ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé (ðû÷àãîâ), íåñóùèõ íà êîíöàõ øàð-
íèðû. Øàðíèðû ìîãóò áûòü äâóõ âèäîâ: ñâîáîäíûå è çàêðåïë¼ííûå â ïëîñêîñòè (ñòîéêå).
Ïåðâûå îáîçíà÷åíû íà ðèñóíêå êðóæî÷êàìè, âòîðûå � êðåñòèêàìè. Â øàðíèðå ðàçíûå ðû÷à-
ãè òàê ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé è ñòîéêîé, ÷òî âîçìîæíî èõ ïðîèçâîëüíîå ïðîâîðà÷èâàíèå
îòíîñèòåëüíî îäèí äðóãîãî è ñòîéêè. Ñòðóêòóðó êîíñòðóêöèè çàäà¼ì шарнирной структур-
ной схемой (ШСС) � êîíå÷íûì àáñòðàêòíûì ñâÿçíûì ãðàôîì 𝐺(𝑉,𝐸) áåç ïåòåëü è êðàòíûõ
ð¼áåð, âåðøèíû êîòîðîãî îòâå÷àþò øàðíèðàì, à ð¼áðà � ðû÷àãàì. Ìíîæåñòâî 𝑉 âåðøèí ãðà-
ôà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà: 𝑉 = 𝑉1 ⊔ 𝑉2, ãäå 𝑉1,� îòâå÷àåò ñâîáîäíûì øàðíèðàì, è
𝑉2� îòâå÷àåò çàêðåïë¼ííûì øàðíèðàì. Ãðàô 𝐺(𝑉,𝐸) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. ãðàô 𝐺(𝑉,𝐸) è åãî ïîäãðàô íà ìíîæåñòâå 𝑉1 ñâîáîäíûõ âåðøèí ñâÿçíû,
2. â 𝐺(𝑉,𝐸) íåò ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç 𝑉2 ìåæäó ñîáîé.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî èçëèøíå ñâÿçûâàòü ðû÷àãàìè çàêðåïë¼ííûå â ñòîéêå øàð-

íèðû. Ïåðâîå æå óñëîâèå íàêëàäûâàåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èçó÷åíèè îäíîé èí-
äèâèäóàëüíîé êîíñòðóêöèè. Åñëè îíî íå âûïîëíåíî, òî êîíñòðóêöèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî
êèíåìàòè÷åñêè íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòåé, êîòîðûå ìîæíî èçó÷àòü ïî îòäåëüíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [3, 4] íà ãðàô 𝐺(𝑉,𝐸) íå íàêëàäûâàåòñÿ êàêèõ-ëèáî (êðîìå 2.)
îãðàíè÷åíèé, çà èñêëþ÷åíèåì ðàçâå ëèøü îòñóòñòâèÿ ïåòåëü è êîíå÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, íå
òðåáóåòñÿ ñâÿçíîñòè 𝐺(𝑉,𝐸).

1Работа выполнена при финансовой поддержке программы Московского центра фундаментальной и при-
кладной математики по соглашению № 075-15-2022-284
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Âûáåðåì â ïëîñêîñòè äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 𝑂𝑥𝑦. Закрепленной
шарнирной схемой (ЗШС) íàçîâåìØÑÑ, êàæäîé çàêðåïëåííîé âåðøèíå 𝑣𝑖 ∈ 𝑉2 êîòîðîé ñîïî-
ñòàâëåíà òî÷êà 𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∈ 𝑅2, � ïîëîæåíèå çàêðåïë¼ííîãî øàðíèðà â ïëîñêîñòè. Ïóñòü𝑚�
÷èñëî ñâîáîäíûõ øàðíèðîâ, 𝑟 � ÷èñëî âñåõ ðû÷àãîâ. Áðîñèì ñâîáîäíûå øàðíèðû â ïëîñêîñòü,
÷òî îïðåäåëèò îòîáðàæåíèå: 𝐹 : 𝑅2𝑚 → ℛ𝑟, çàäàþùååñÿ ôîðìóëàìè 𝑑𝑖𝑗 = (𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)2, 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸.
Ýòî îòoáðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò ïîëîæåíèÿì ñâîáîäíûõ øàðíèðîâ êâàäðàòû äëèí ðû÷àãîâ, è
íàçûâàåòñÿ рычажным. Îíî èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ãåîìåòðèè øàðíèðíûõ êîíñòðóêöèé.
Òî÷êè {𝑑𝑖𝑗} = d ∈ ℛ𝑟 íàçîâ¼ì кинематическими шарнирными схемами (КШС). Шарнир-
ником ìû íàçûâàåì òî÷êó p ∈ 𝑅2𝑚. Ïîëíûé ïðîîáðàç 𝐹−1(d) òî÷êè-ÊØÑ íàçûâàåì кон-
фигурационным пространством КШС d. Ïðè òàêîì ïîäõîäå êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà 𝐹−1(d) îòâå÷àåò îïðåäåë¼ííîåшарнирное устройство, íåïðåðûâíî íå ïåðåâîäèìîå
â äðóãîå óñòðîéñòâî. Åñëè êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îäíîòî÷å÷íà, � òî ýòî óñòðîéñòâî íåèçãèáàå-
ìûé øàðíèðíèê, èëè êàê ãîâîðÿò ìåõàíèêè шарнирная ферма. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîìïîíåí-
òà ñâÿçíîñòè åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè � конфигурационное пространство
𝐾 шарнирного механизма.

Îòâëå÷¼ííûå ìàòåìàòèêè [3, 4] íàçûâàþò êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì øàðíèðíîãî
ìåõàíèçìà ìíîæåñòâî 𝐹−1(d). Òàêèì îáðàçîì, ó íèõ îíî ìîæåò ñîñòîÿòü èç ðàçíûõ óñòðîéñòâ,
â òîì ÷èñëå âêëþ÷àòü è ôåðìû. Ýòî â êîðíå îòëè÷íî îò òðàäèöèîííîãî ïîíèìàíèÿ ìåõàíèçìà.

2. Примеры необычных механизмов

1. Øàðíèðíûé ðîìá, èçîáðàæ¼ííûé ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñóíêå 1 ñïðàâà, � ýòî ÷å-
òûð¼õçâåííèê 𝑝7𝑝1𝑝2𝑝5, äëèíû ðû÷àãîâ êîòîðîãî îäèíàêîâû è ðàâíû ðàññòîÿíèþ ìåæäó çà-
êðåïë¼ííûìè øàðíèðàìè 𝑝7 è 𝑝5. Åãî ìîæíî íåïðåðûâíî äâèãàòü òàê, ÷òîáû îí îñòàâàëñÿ ïî
ôîðìå ðîìáîì. Íî åñëè ñîâìåñòèòü ñâîáîäíûé øàðíèð 𝑝1 ñ çàêðåïë¼ííûì øàðíèðîì 𝑝5, òî
ìîæíî áóäåò âðàùàòü ÷àñòü ýòîãî ìåõàíèçìà, ñîñòîÿùóþ èç ñëèâøèõñÿ ðû÷àãîâ 𝑝1𝑝2 è 𝑝2𝑝5,
âîêðóã ñîâïàâøèõ øàðíèðîâ 𝑝1 è 𝑝5. Ïðè ýòîì øàðíèð 𝑝1 îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Äîïóñòèì, ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé øàðíèðà 𝑝𝑖 ìåõàíèçìà îäíîìåðíî. Íàçîâ¼ì òàêîé øàð-
íèð 𝑝𝑖 останавливающимся, åñëè âîçìîæíî íåïðåðûâíîå äâèæåíèå ìåõàíèçìà, êîãäà øàðíèð
𝑝𝑖 ïîêîèòñÿ. Ó øàðíèðíîãî ðîìáà êàæäûé èç äâóõ åãî ñâîáîäíûõ øàðíèðîâ îñòàíàâëèâàþ-
ùèéñÿ. Íî ìíîæåñòâî îñòàíîâèâøèõñÿ â äàííûé ìîìåíò äâèæåíèÿ ìåõàíèçìà øàðíèðîâ ëè-
áî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò ëèøü èç îäíîãî øàðíèðà. Ðàññìîòðèì êëàññ 𝑄 ïëîñêèõ ìåõàíèçìîâ,
ó êîòîðûõ âñå ñâîáîäíûå øàðíèðû ïîäâèæíû è ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé êàæäîãî ñâîáîäíîãî
øàðíèðà îäíîìåðíî. Â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ îñòàíîâêè øàðíèðîâ âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: íåïðåìåííî ëè ó ìåõàíèçìà èç êëàññà 𝑄 åñòü ïîëîæåíèÿ, âáëèçè êîòîðûõ âñå åãî ñâî-
áîäíûå øàðíèðû äâèæóòñÿ ñ íåíóëåâûìè ñêîðîñòÿìè ïðè äâèæåíèè ìåõàíèçìà? Ñëåäóþùèé
ïðèìåð [5]ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê.

2. Íà ðèñóíêå 1 ñëåâà ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ ñåðåäèíû ñðåäíåãî çâåíà
(äàëåå ýòî øàðíèð 𝑝3) øàðíèðíîãî ðîìáà ñî ñòîðîíîé 𝑎, çàêðåïë¼ííîãî â îáîçíà÷åííûõ êðå-
ñòèêàìè òî÷êàõ. Â òî÷êàõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ îêðóæíîñòåé ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå ïóòè ñåðåäèíû
ñðåäíåãî çâåíà. Äîáàâèì â ñåðåäèíó ñðåäíåãî çâåíà (Ðèñ. 1 ) øàðíèðíîãî ðîìáà 𝑝7𝑝1𝑝2𝑝5 øàð-
íèð 𝑝31 , è ñîåäèíèì åãî ñ çàêðåïë¼ííûì øàðíèðîì 𝑝6 äâóïîâîäêîâîé ãðóïïîé 𝑝3𝑝4𝑝6. Âîçüì¼ì
øàðíèð 𝑝6, ëåæàùèì ïîñåðåäèíå ìåæäó çàêðåïë¼ííûìè øàðíèðàìè 𝑝5 è 𝑝7, à äëèíû ðû÷à-

ãîâ 𝑝3𝑝4 è 𝑝4𝑝6 ðàâíûìè
𝑎

4
. Ïîëó÷èì ìåõàíèçì, øàðíèð 𝑝3 êîòîðîãî ìîæåò äâèãàòüñÿ ëèøü â

ïðåäåëàõ êðóãà, îãðàíè÷åííîãî ïóíêòèðíîé îêðóæíîñòüþ. Ýòè äâèæåíèÿ îòâå÷àþò ëèáî îñòà-
íîâèâøåìóñÿ â òî÷êå 𝑝7 øàðíèðó 𝑝2, ëèáî îñòàíîâèâøåìóñÿ â òî÷êå 𝑝5 øàðíèðó 𝑝1. Òî åñòü, â
ëþáîì ïîëîæåíèè íàøåãî ìåõàíèçìà èìååòñÿ åãî îñòàíîâèâøèéñÿ øàðíèð.

1Этого можно достичь, закрепив его рычагами 𝑝1𝑝3 и 𝑝2𝑝3.
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Ðèñ. 1: Ìåõàíèçì ñ îñòàíîâèâøèìñÿ øàðíèðîì.

Ðèñ. 2: Ìåõàíèçì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

3. Øàðíèðíûé ìåõàíèçì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû [2]. Ýòîò ìåõàíèçì (Ðèñ.2)
ñîäåðæèò 13 ðû÷àãîâ, 7 ñâîáîäíûõ 𝑝1, . . . , 𝑝7 è 3 çàêðåïëåííûõ 𝑝8, 𝑝9, 𝑝10 øàðíèðà. Îí ïîñòðîåí
èç äâóõ îäèíàêîâûõ øàðíèðíûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ 𝑃1: 𝑝8, 𝑝1, 𝑝3, 𝑝9 è 𝑃2: 𝑝8, 𝑝4, 𝑝6, 𝑝9.Øàðíèðû
𝑝2 è 𝑝5 ëåæàò ïîñåðåäèíå ðû÷àãîâ 𝑝1𝑝3 è 𝑝4𝑝6 ñîîòâåòñòâåííî. Äëèíû äîïîëíèòåëüíûõ ðû÷àãîâ
𝑝2𝑝7 è 𝑝5𝑝7 ðàâíû äëèíàì áîêîâûõ ðû÷àãîâ 𝑝1𝑝8 è 𝑝4𝑝8 ïàðàëëåëîãðàììîâ. Äëèíà ðû÷àãà 𝑝10𝑝7
ïîäîáðàíà òàê, ÷òî øàðíèð 𝑝7 ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîñåðåäèíå îòðåçêà 𝑝8𝑝9, êàê è ïîêàçàíî íà Ðèñ.
2 à). Êîãäà øàðíèð 𝑝7 íàõîäèòñÿ â óêàçàííîì ïîëîæåíèè, ïàðàëëåëîãðàììû 𝑃1 è 𝑃2 ìîæíî
äâèãàòü íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû êàæäûé, è ïîýòîìó ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû âñåãî ìåõàíèçìà â ýòèõ ïîëîæåíèÿõ ðàâíî äâóì. Åñëè æå ìåõàíèçì ïðèâåñòè
â ïîëîæåíèå, êîãäà ðû÷àãè 𝑝2𝑝7 è 𝑝7𝑝5 ëÿãóò íà ïðÿìóþ 𝑝10𝑝7, òî øàðíèð 𝑝7 ìîæíî áóäåò
ñäâèíóòü ñî ñâîåãî ìåñòà. Â ïîëîæåíèÿõ, êîãäà øàðíèð 𝑝7 íå ëåæèò ïîñåðåäèíå îòðåçêà 𝑝8𝑝9
(Ðèñ.2 á)), ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìåõàíèçìà ðàâíî åäèíèöå. Îïèðàÿñü íà ýòîò ïðèìåð Êàðë
Âîëüõàðò (Wohlhart) ïîñòðîèë ïðèìåð øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû,
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ìåíÿþùèìñÿ îò 1 äî ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 > 2.

3. Передача движения в механизмах

Ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé ñâîáîäíîãî øàðíèðà 𝑝𝑖 ìåõàíèçìà êëàññà 𝑄 åñòü ïëîñêàÿ êîìïàêò-
íàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Åñëè ïðè äâèæåíèè øàðíèðà 𝑝𝑖 åãî íåíóëåâàÿ ñêîðîñòü îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò íåíóëåâóþ ñêîðîñòü øàðíèðà 𝑝𝑗 , òî áóäåì ãîâîðèòü î ïåðåäà÷å äâèæåíèÿ
îò 𝑝𝑖 ê 𝑝𝑗 .

Теорема 1. В каждом за исключением конечного числа положений плоского шарнирного
механизма класса 𝑄 без останавливающихся шарниров происходит передача движения от
произвольного его свободного шарнира 𝑝𝑖 к произвольному другому свободному шарниру 𝑝𝑗.
Конфигурационное пространство такого механизма одномерно.

Â êîíå÷íîì ÷èñëå ïîëîæåíèé ìîæåò ïðîèñõîäèòü âåòâëåíèå äâèæåíèÿ, è íåíóëåâîé ñêîðî-
ñòè îäíîãî øàðíèðà îòâå÷àòü íóëåâàÿ ñêîðîñòü äðóãîãî.

4. Теоремы о механизмах с переменным числом степеней свободы

Ïóñòü𝑀 � ñîâîêóïíîñòü îñòàíîâèâøèõñÿ øàðíèðîâ, à𝐺𝑀 ïîäãðàô ãðàôà𝐺(𝑉,𝐸), ïîëó÷à-
þùèéñÿ èç íåãî óäàëåíèåì âåðøèí, îòâå÷àþùèõ øàðíèðàì èç 𝑀 è çàêðåïë¼ííûì øàðíèðàì,
è ñìåæíûõ èì ð¼áåð. È ïóñòü 𝑘 åñòü íàèáîëüøåå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà 𝐺𝑀 ïî
âñåì ñîâîêóïíîñòÿì 𝑀 .

Теорема 2. Размерность конфигурационного пространства шарнирного механизма
класса 𝑄 с останавливающимися шарнирами равна 𝑘.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîìåðíîñòè êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïëîñ-
êîãî øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 3. Конфигурационное пространство плоского шарнирного механизма одномер-
но в том и только том случае, когда множество положений каждого подвижного шарнира
есть кривая, и у механизма либо нет останавливающихся шарниров, либо 𝑘 = 1.

5. Заключение

Â òåîðèè ìåõàíèçìîâ îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî â êàæäîì ïîëîæåíèè ìåõàíèçìà ïðîèñ-
õîäèò ïåðåäà÷à äâèæåíèÿ îò âåäóùåãî øàðíèðà ê ëþáîìó äðóãîìó íåçàêðåïë¼ííîìó â ñòîéêå
øàðíèðó, êîòîðûé íàçûâàþò âåäîìûì. Îäíàêî, èìååòñÿ êëàññ ìåõàíèçìîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòî
ïðåäïîëîæåíèå íàðóøàåòñÿ. Ýòî ìåõàíèçìû ñ îñòàíàâëèâàþùèìèñÿ øàðíèðàìè. Ñðåäè íèõ
åñòü ìåõàíèçìû, êàæäûé ñâîáîäíûé øàðíèð êîòîðûõ äâèæåòñÿ ïî êðèâîé, à ÷èñëî ñòåïåíåé
ñâîáîäû ìåõàíèçìà ìîæåò áûòü ïåðåìåííûì è äîñòèãàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé.
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ÓÄÊ 511.3

Синдетические подмножества множества натуральных чисел
и большие расстояния между соседними элементами

подмножеств

С. В. Конягин (Россия, г. Москва)
Математический институт им. В. А. Стеклова Российской академии наук
e-mail: konyagin23@gmail.com

Syndetic subsets of the set of natural numbers
and large distances between neighboring elements of subsets

S. V. Konyagin (Russia, Moscow)
Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences
e-mail: konyagin23@gmail.com

Ïóñòü 𝒜 = {𝑎1 < 𝑎2 < . . . }� áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ìíîæåñòâî 𝒜 íàçûâàåòñÿ ñèíäåòè÷åñêèì, åñëè sup𝑖(𝑎𝑖+1−𝑎𝑖) <∞. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñâî íå ÿâëÿåòñÿ ñèíäåòè÷åñêèì.

Ïóñòü𝒜 = {𝑎1 < 𝑎2 < . . . }� ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N (íå îáÿçàòåëüíî áåñêîíå÷íîå) è 𝑥 >
0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ äëÿ áåñêîíå÷íûõ 𝒜 õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî
âåëèêè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè ïîäìíîæåñòâà

𝜌(𝑥;𝒜) = max{𝛽 − 𝛼 : 0 6 𝛼 < 𝛽 6 𝑥, (𝛼, 𝛽) ∩ 𝒜 = ∅}.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî 𝒜 ÿâëÿåòñÿ ñèíäåòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim𝑥→∞ 𝜌(𝑥;𝒜) <
∞.

Â äîêëàäå ìû îáñóäèì íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû 𝜌(𝑥;𝒜) äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ𝒜. Ïî
ñóùåñòâó åäèíñòâåííûé íîâûé ðåçóëüòàò� íåäàâíî ïîëó÷åííàÿ ñîâìåñòíî À.Á. Êàëìûíèíûì
è äîêëàä÷èêîì îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû 𝜌(𝑥;𝒜) äëÿ ìíîæåñòâà 𝒜, îáðàçîâàííîãî ñóììàìè äâóõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ïîëíîêâàäðàòíûõ ÷èñåë.

__________________________________________

ÓÄÊ 511.32

Об одном тождестве Рамануджана и его обобщениях1

М. А. Королёв (Россия, г. Москва)
Математический институт им. В. А. Стеклова Российской академии наук
e-mail: hardy_ramanujan@mail.ru

1Исследование выполнено в Математическом институте им. В. А. Стеклова Российской академии наук за
счет гранта Российского научного фонда No 19-11-00001, https://rscf.ru/project/19-11-00001/
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An identity of Ramanujan and its generalizations

M. A. Korolev (Russia, Moscow)
Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences
e-mail: hardy_ramanujan@mail.ru

Â 2020 ã. ñòóäåíò Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà À.Ò. Äàíèÿðõîäæàåâ îáíà-
ðóæèë ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå òîæäåñòâî:

+∞∑︁
𝜈1,...,𝜈𝑟=0

(−1)𝜈1+...+𝜈𝑟

(𝜈1 + 0.5) . . . (𝜈𝑟 + 0.5)
· 1

ch 𝜋
2

√︀
(𝜈1 + 0.5)2 + . . .+ (𝜈𝑟 + 0.5)2

=
1

𝑟 + 1

(︂
𝜋

2

)︂𝑟

(1)

Çäåñü 𝑟 > 1 - ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, ch 𝑧 = 1
2(𝑒

𝑧+𝑒−𝑧) - ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ. Â ñëó÷àå
𝑟 = 1 òîæäåñòâî (1) ïðèíèìàåò âèä

+∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈

(𝜈 + 0.5) ch𝜋(𝜈 + 0.5)
=
𝜋

4
èëè, èíà÷å,

+∞∑︁
𝑛=1

𝜒4(𝑛)

𝑛
· 1

ch 𝜋𝑛
2

=
𝜋

8
, (2)

ãäå 𝜒4 - íåãëàâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ 4, 𝜒4(𝑛) = ±1 ïðè 𝑛 ≡ ±1 (mod 4) è 𝜒4(𝑛) =
0 ïðè 𝑛 ≡ 0 (mod 2). Â ñâîþ î÷åðåäü, òîæäåñòâî (2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îäíîãî èç
òîæäåñòâ Ðàìàíóäæàíà, íàéäåííîãî â åãî çàïèñíûõ êíèæêàõ (ñì. [1, Ch. 14, Entry 15]).

Îäèí èç ñïîñîáîâ ¾óãàäàòü¿ òîæäåñòâî (1) ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè ñëåäóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è. Äàí îäíîðîäíûé (𝑟 + 1)-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá 0 6 𝑥𝑖 6 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟 + 1, îäíà
èç ãðàíåé êîòîðîãî (ñêàæåì, 𝑥𝑟+1 = 1) èìååò òåìïåðàòóðó 𝑇0, à âñå ïðî÷èå ãðàíè 𝑥𝑖 = 0, 1 -
íóëåâóþ òåìïåðàòóðó. Òðåáóåòñÿ íàéòè òåìïåðàòóðó â öåíòðå êóáà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, èìåþùåãî âèä

𝜕2𝑇

𝜕𝑥21
+ . . .+

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2𝑟+1

= 0,

ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé 𝑥1 = . . . = 𝑥𝑟+1 =
1
2 ïðèâîäèò ê (1).

Ïîïûòêà ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ çàêîííîñòè ýòèõ äåéñòâèé íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðü¼çíûå
òðóäíîñòè. Ïîèñê ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà (1) ïðèâ¼ë ê ïîÿâëåíèþ ðàáîòû â îñíîâå êîòîðîé
ëåæèò ñëåäóþùåå ïðîñòîå òîæäåñòâî: ïóñòü 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 1 6 𝑛 6 𝑁 - ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ïðè÷¼ì 𝑏𝑛 > 0. Òîãäà

𝑁∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑟=1

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑟 ·
𝑏𝑛𝑟

𝑏𝑛1 + 𝑏𝑛2 + . . .+ 𝑏𝑛𝑟

=
1

𝑟

(︂ 𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

)︂𝑟

. (3)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (3) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑏𝑛, ÷òî îòêðûâàåò øèðîêèå âîç-
ìîæíîñòè äëÿ âûâîäà íîâûõ ÷èñëîâûõ òîæäåñòâ. Ýòè âîçìîæíîñòè ðàñøèðÿþòñÿ åù¼ áîëåå
åñëè äîïîëíèòü èõ ðåçóëüòàòàìè èç òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî áûëî
îòìå÷åíî â è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ. Öåëü íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ -
îçíàêîìèòü ñ íåêîòîðûìè íîâûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü 𝑟 = 2. Ïîëàãàÿ 𝑎𝑛 = 𝜒4(𝑛)/𝑛, 𝑏𝑛 = 𝑛4 è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè 𝑁 → +∞, ïîëó÷èì:

1

2

(︂
𝜋

4

)︂2

=

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝜒4(𝑚)𝜒4(𝑛)𝑚
4

𝑚𝑛(𝑚4 + 𝑛4)
=

+∞∑︁
𝑛=1

𝜒4(𝑛)

𝑛
𝑆(𝑛), 𝑆(𝑛) =

+∞∑︁
𝑚=1

𝜒4(𝑚)𝑚3

𝑚4 + 𝑛4
.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì

𝑚3

𝑚4 + 𝑛4
=

∫︁ +∞

0
exp

(︂
−𝑚𝑦√

2

)︂
sin

(︂
𝜋

4
+
𝑚𝑦√
2

)︂
cos (𝑛𝑦) 𝑑𝑦,

áóäåì èìåòü:

𝑆(𝑛) =

∫︁ +∞

0

{︂+∞∑︁
𝑚=1

𝜒4(𝑚) exp

(︂
−𝑚𝑦√

2

)︂
sin

(︂
𝜋

4
+
𝑚𝑦√
2

)︂}︂
cos (𝑛𝑦)𝑑𝑦 =

= 2ℑ
{︂
𝑒𝜋𝑖/4

∫︁ +∞

0

cos (𝑛𝑦)

ch (𝑦𝑒−𝜋𝑖/4)
𝑑𝑦

}︂
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå (ñì. ôîðìóëó 3.981.10 èç [3]. Òàê íàõîäèì:

𝑆(𝑛) =
𝜋

2
·
ch 𝜋𝑛

2
√
2
cos 𝜋𝑛

2
√
2

ch 𝜋𝑛√
2
+ cos 𝜋𝑛√

2

,
𝜋

16
=

+∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈

2𝜈 + 1

ch 𝜋√
2

(︁
𝜈 + 1

2

)︁
cos 𝜋√

2

(︁
𝜈 + 1

2

)︁
ch 𝜋√

2

(︀
2𝜈 + 1

)︀
+ cos 𝜋√

2

(︀
2𝜈 + 1

)︀ . (4)

Îáîáùåíèå ýòîãî ðàññóæäåíèÿ íà ñëó÷àé íå÷¼òíûõ õàðàêòåðîâ ïî ïðîèçâîëüíîìó ìîäóëþ
ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ. Ïóñòü 𝑞 > 3, 𝜒𝑞 - íå÷¼òíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ 𝑞,
𝑚 > 0 - öåëîå ÷èñëî, 𝑞1 =

[︀
(𝑞 − 1)/2

]︀
, 𝑚1 = [(𝑚− 1)/2]. Òîãäà

𝐿2(2𝑚+ 1, 𝜒𝑞) =
2𝜋

𝑞(𝑚+ 1)

+∞∑︁
𝑛=1

𝜒𝑞(𝑛)

𝑛4𝑚+1

𝑞1∑︁
𝑟=1

𝜒𝑞(𝑟)

(︂
sin

2𝜋𝑟

𝑞

)︂{︂
2

𝑚1∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑛) + 𝛿𝑚𝐴(𝑛)

}︂
, (5)

ãäå

𝐴𝑘(𝑛) = ℜ
𝜔2
𝑘

ch
(︁
2𝜋𝑛
𝑞 𝜔𝑘

)︁
− cos 2𝜋𝑟𝑞

, 𝐴(𝑛) =
1

ch 2𝜋𝑛
𝑞 − cos 2𝜋𝑟𝑞

,

𝜔𝑘 = sin𝜙𝑘 + 𝑖 cos𝜙𝑘, 𝜙𝑘 =
𝜋(2𝑘 + 1)

2(𝑚+ 1)
, 𝛿𝑚 =

{︃
1, 𝑚 ≡ 0 (mod 2),

0, 𝑚 ≡ 1 (mod 2)

(ïðè 𝑚1 < 0 ñóììà ïî 𝑘 â (5) ïóñòà). Îòìåòèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (5), îòâå÷àþùèé
𝑚 = 0:

𝐿2(1, 𝜒𝑞) =
2𝜋

𝑞

𝑞1∑︁
𝑟=1

𝜒𝑞(𝑟)

(︂
sin

2𝜋𝑟

𝑞

)︂ +∞∑︁
𝑛=1

𝜒𝑞(𝑛)

𝑛
· 1

ch 2𝜋𝑛
𝑞 − cos 2𝜋𝑟𝑞

. (6)

Èç (6) è ðàâåíñòâ 𝐿(1, 𝜒3) = 𝜋/
√
27, 𝐿(1, 𝜒4) = 𝜋/4 ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû

𝜋 = 18
√
3
+∞∑︁
𝑛=1

𝜒3(𝑛)

𝑛

1

2 ch 2𝜋𝑛
3 + 1

= 8
+∞∑︁
𝑛=1

𝜒4(𝑛)

𝑛

1

ch 𝜋𝑛2

(çäåñü 𝜒3(𝑛) = ±1 äëÿ 𝑛 ≡ ±1 (mod 3), 𝜒3(𝑛) = 0 äëÿ 𝑛 ≡ 0 (mod 3)). Ïîäîáíûì æå îáðàçîì
âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

𝜋

4
√
3
=

+∞∑︁
𝑛=1

𝜒6(𝑛)

𝑛

1

2 ch 𝜋𝑛
3
− 1

,
𝜋5

1024
=

+∞∑︁
𝑛=1

𝜒4(𝑛)

𝑛5
·
sh 𝜋𝑛

2
√
2
sin 𝜋𝑛

2
√
2

ch 𝜋𝑛√
2
+ cos 𝜋𝑛√

2

è äð. (çäåñü 𝜒6(𝑛) = ±1 äëÿ 𝑛 ≡ ±1 (mod 6), 𝜒3(𝑛) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ).
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Ïîëüçóÿñü òåìè æå ñðåäñòâàìè, ìîæíî âûâåñòè àíàëîãè ôîðìóëû (5) äëÿ ÷¼òíûõ íåãëàâ-
íûõ õàðàêòåðîâ. Íî îíè îêàçûâàþòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè, è ïî ýòîé ïðè÷èíå èõ îáùèé âèä
çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Áîëåå ïðîñòî âûãëÿäÿò àíàëîãè (5) äëÿ êâàäðàòîâ çíà÷åíèé äçåòà-
ôóíêöèè Ðèìàíà â íå÷¼òíûõ î÷êàõ. Èìåííî, åñëè 𝑚 > 1 - öåëîå ÷èñëî, òî

𝜁2(2𝑚+ 1) =
1

𝑚+ 1

+∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛4𝑚+1

2𝑚+1∑︁
𝑟=0

𝜀2𝑚,𝑟𝜓
(︀
𝑛𝜀𝑚,𝑟

)︀
, ãäå 𝜀𝑚,𝑟 = exp

(︂
𝜋𝑖(2𝑟 + 1)

2(𝑚+ 1)

)︂
, (7)

à 𝜓(𝑧) = Γ′(𝑧)/Γ(𝑧) - äèãàììà-ôóíêöèÿ. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè (7) îêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà

𝜁2(3) =
𝑖

2

+∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛5

(︁
𝜓
(︀
𝑛𝑒𝜋𝑖/4

)︀
+ 𝜓

(︀
−𝑛𝑒𝜋𝑖/4

)︀
− 𝜓

(︀
𝑛𝑒−𝜋𝑖/4

)︀
− 𝜓

(︀
−𝑛𝑒−𝜋𝑖/4

)︀)︁
,

𝜁2(5) =
𝑖

2

+∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛9
(︀
𝜀2𝜓(𝑛𝜀) + 𝜀2𝜓(−𝑛𝜀) + 𝜀2𝜓(−𝑛𝜀) + 𝜀2𝜓(𝑛𝜀)− 𝜓(𝑛𝑖)− 𝜓(−𝑛𝑖)

)︀
,

ãäå 𝜀 = 𝑒𝜋𝑖/6. Ïîäîáíî òîæäåñòâó (7) äîêàçûâàåòñÿ ïðè öåëîì 𝑚 > 1 è ðàâåíñòâî

𝜁2(2𝑚) + 𝜁(4𝑚) =
𝜋

𝑚

+∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛4𝑚−1

𝑚−1∑︁
𝑘=0

ℜ
{︀
𝜛𝑘 cth (𝜋𝑛𝜛𝑘)

}︀
, (8)

â êîòîðîì

𝜛𝑘 = sin𝜙𝑘 + 𝑖 cos𝜙𝑘, 𝜙𝑘 =
𝜋(2𝑘 + 1)

2𝑚
, cth 𝑧 =

ch 𝑧

sh 𝑧
− ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ.

Ïîäñòàíîâêà 𝑚 = 1, 2 â (8) äà¼ò:

𝜁2(2) + 𝜁(4) = 𝜋

+∞∑︁
𝑛=1

cth𝜋𝑛

𝑛3
, 𝜁2(4) + 𝜁(8) =

𝜋

2
√
2

+∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛7
sh (𝜋𝑛

√
2) + sin (𝜋𝑛

√
2)

sh2 𝜋𝑛√
2
+ sin2 𝜋𝑛√

2

. (9)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (9) ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó Ëåðõà

𝜁(3) =
1

𝜋

(︀
𝜁2(2) + 𝜁(4)

)︀
− 2

+∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛3(𝑒2𝜋𝑛 − 1)
=

7𝜋3

180
− 2

+∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛3(𝑒2𝜋𝑛 − 1)

(ñì. [4], à òàêæå [1, Ch. 14, Entry 25(i)]).
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1. Введение

Â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà À.È. Êîñòðèêèí âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ëþáîé
ýëåìåíò ïðîñòîé êîíå÷íîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå 4 å¼ èíâîëþöèé.
Â ðàáîòå [1] åãî ó÷åíèêà Ïåòðîâà Í.Ò. ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòîãî çàâåäîìî äîñòàòî÷íî 𝐿 6 20
èíâîëþöèé. Â íàñòîÿùèõ òåçèñàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíâîëþöèé 𝑃𝑛 ⊂ 𝑆2𝑛 â ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïå 𝑆2𝑛, 𝑛 > 3, ó êîòîðûõ íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ýòî òàê íàçûâàåìûå
ïàðíîöèêëîâûå ïîäñòàíîâêè. Ìíîæåñòâî 𝑃𝑛 ñîñòàâëÿåò îäèí êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè èíâîëþ-
öèé, äàëåêî íå ñàìûé áîëüøîé ïî ìîùíîñòè. Íàïðèìåð, óæå ÷èñëî èíâîëþöèé ðîâíî ñ äâóìÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè áîëüøå |𝑃𝑛| â 𝑛 ðàç.

Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñòàíîâêè 𝜋 ñòåïåíè 2𝑛, 𝑛 > 3, ïðîèçâåäåíè-
åì òð¼õ ïàðíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê, âñå öèêëû êîòîðûõ èìåþò äëèíó 2. Ïðè ÷¼òíîì 𝑛 ýòîò
âîïðîñ ïðàâîìåðåí äëÿ ÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê, à ïðè íå÷¼òíûõ 𝑛 äëÿ íå÷¼òíûõ. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî ïî÷òè âñåãäà, íàïðèìåð, äëÿ ïîäñòàíîâîê 𝜋 ∈ 𝑆2𝑛, â öèê-
ëîâîé ñòðóêòóðå êîòîðûõ èìååòñÿ öèêë äëèíû íå ìåíüøå 6 èëè äâà öèêëà äëèíîé íå ìåíüøå
4. Äëÿ 𝑛(mod 6) ∈ {0, 1, 4, 5} ïðèâîäèòñÿ èñ÷åðïûâàþùèé ñïèñîê ïîäñòàíîâîê 𝜋, íåïðåäñòàâè-
ìûõ ïðîèçâåäåíèåì òð¼õ ïàðíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà ïàðíîöèêëîâûõ
ïîäñòàíîâîê çàäà¼ò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êóáè÷åñêîãî ãðàôà ñ ð¼áðàìè â
âèäå 2-öèêëîâ â äâóìåðíûé ïîëèýäð, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí, îòðåçêîâ è çàìêíóòûõ îðèåíòè-
ðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé.

Â ñòàòüå [2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ÷¼òíàÿ ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì ÷åòûð¼õ ïàðíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê, ïðè÷¼ì èìåþòñÿ ÷¼òíûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òð¼õ ïàðíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê. Òàì æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ëþáàÿ íå÷¼òíàÿ ïîäñòàíîâêà ðåàëèçóåòñÿ (ïðè íå÷¼òíîì 𝑛) ïðîèçâåäåíèåì ïÿòè ïàðíîöèêëî-
âûõ ïîäñòàíîâîê è èìåþòñÿ íå÷¼òíûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå ðåàëèçóþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
òð¼õ ïàðíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî÷òè âñå ÷¼òíûå (ñîîòâåòñòâåííî, íå÷¼ò-
íûå) ïîäñòàíîâêè ïðè ÷¼òíîì (ñîîòâåòñòâåííî, íå÷¼òíîì) 𝑛 > 3 ðåàëèçóþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
òð¼õ ïàðíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê. Èñêëþ÷åíèÿ ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ïÿòè ñåìåéñòâ ïîäñòàíîâîê,
ÿâíî çàäàâàåìûõ èõ öèêëîâîé ñòðóêòóðîé.
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2. Формулировка основного результата

Îáîçíà÷àåì ïàðíîöèêëîâûå ïîäñòàíîâêè ÷åðåç 𝑝, 𝑝𝑖 ∈ 𝑆2𝑛, 𝑖 ∈ N. Ïîäñòàíîâêó 𝜋 íàçûâàåì
𝑙-представимой, åñëè 𝜋 = 𝑝1 · 𝑝2 · ... · 𝑝𝑙.

Ïîäñòàíîâêè áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðå÷èñëåíèåì â ñêîáêàõ äëèí èõ öèêëîâ, èñïîëüçóÿ âåðõ-
íèé èíäåêñ äëÿ ÷èñëà îäèíàêîâûõ. Íàïðèìåð, 𝑝 = (2𝑛), 𝑝 ∈ 𝑃𝑛, (2𝑛) ïðåäñòàâëÿåò âñå (2𝑛−1)!
ïîëíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê, à (𝑛, 𝑛) = (𝑛2) � ïîäñòàíîâêè, ïðåäñòàâèìûå äâóìÿ öèêëàìè
äëèíû 𝑛 êàæäûé, (12𝑛) � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà.

Теорема. Пусть 𝜋 ∈ 𝐴2𝑛 при чётном 𝑛 > 3 или 𝜋 ∈ 𝑆2𝑛�𝐴2𝑛 при нечётном 𝑛 > 3. Тогда,
если подстановка 𝜋 не является 3-представимой, то она содержится среди подстановок
одного из следующих пяти семейств:
𝑎) (532𝑖), где 𝑖 > 0,
𝑏) (51𝑖), где 𝑖 ≡ 3 (mod 4),
c) (431𝑖), где 𝑖 ≡ 3 (mod 4),
𝑑 ′) (32𝑗1𝑘), где 𝑘 ≡ 1 (mod 4), 𝑗 > 0 при 𝑘 = 1 и 𝑗 ∈ {0, 1} при 𝑘 > 5,
𝑑 ′′) (3𝑖2𝑗1), где 𝑖 ≡ 1 (mod 4), 𝑖 > 5, 𝑗 ∈ {0, 1}.
Обратно, если подстановка 𝜋 ∈ 𝑆2𝑛 одной чётности с 𝑛 принадлежит одному из семейств
𝑎), 𝑏), 𝑐), 𝑑 ′), то она не является 3-представимой.

Äëÿ ïîäñòàíîâîê 𝜋 ñåìåéñòâà 𝑑 ′′), âîçìîæíûõ äëÿ 𝑛 ∈ {6𝑘 + 2, 6𝑘 + 3| 𝑘 > 1}, âîïðîñ î
3-ïðåäñòàâèìîñòè îòêðûò.

3. Предварительные утверждения

3.1. Состоящее из трёх подстановок (22) множество 𝑃2 вместе с тождественной под-
становкой (14) образует группу из 4 элементов. В этой группе произведение двух различных
элементов из 𝑃2 равно третьему элементу из 𝑃2. Произведение всех трёх элементов из 𝑃2

равно единице группы.

3.2. Если множество циклов подстановки 𝜋 ∈ 𝑆2𝑛 разбивается на два непустых под-
множества циклов с чётной суммой их длин в каждом подмножестве, то они образуют
подстановки 𝜋1 ∈ 𝑆2𝑛1 , 𝜋2 ∈ 𝑆2𝑛2 , 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑛, 𝑛1 > 1, 𝑛2 > 1, причём, если 𝜋1, 𝜋2 являют-
ся 𝑙-представимыми подстановками, то и 𝜋 будет 𝑙-представимой подстановкой для всех
𝑙 > 1.

3.3. Чётная инволюция является 2-представимой подстановкой.

3.4. Для любых парноцикловых подстановок 𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝑃𝑛 их произведение 𝑝1𝑝2 представ-
ляется несколькими парами циклов одинаковой длины в каждой паре. Обратно, если циклы
подстановки 𝜋 ∈ 𝑆2𝑛 можно разбить на пары одинаковой длины (в отдельных парах), то
𝜋 = 𝑝1𝑝2 для некоторых 𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝑃𝑛.

3.5. При нечётном 𝑛 ∈ N цикл (2𝑛) является 3-представимой подстановкой.

Äâå ïîäñòàíîâêè 𝜋1, 𝜋2 ∈ 𝑆2𝑛 áóäåì ñ÷èòàòü близкими, åñëè 𝜋1𝑝 = 𝜋2 äëÿ íåêîòîðîé ïàð-
íîöèêëîâîé ïîäñòàíîâêè 𝑝 ∈ 𝑃𝑛. Ýòî îòíîøåíèå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü íåîðèåíòèðîâàííûì
ãðàôîì, íî íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïðè ýòîì ð¼áðà ìîãóò íå óêàçûâàòüñÿ.

3.6. В обозначениях утверждения 3.2 подстановки 𝜋, 𝜋′ ∈ 𝑆2𝑛 близки, если близкими
являются отвечающие им пары подстановок 𝜋1, 𝜋

′
1 ∈ 𝑆2𝑛1 и 𝜋2, 𝜋

′
2 ∈ 𝑆2𝑛2.

3.7. Имеют место близости: (2𝑛) (𝑛, 𝑛) для 𝑛 > 1,

(2𝑛) (𝑛, 𝑛) для нечётных 𝑛 > 1, (2𝑛) (2𝑛) для чётных 𝑛 > 2.

3.8. При 𝑛 = 1 графом близости является (12) (2) , а при 𝑛 = 2 –

(14) (22) (31) (212) (4) .
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3.9. При 𝑛 = 3 имеет место граф близости

(222) (33) (412) (42)

(2212) (6) (51) (214)

(16) (313) (321)

Â óòâåðæäåíèÿõ 3.10 � 3.18 öèêëû ìîãóò èìåòü ñêîëü óãîäíî áîëüøóþ äëèíó. "Ïîãðóæå-
íèÿ" áîëüøèõ öèêëîâ ïîäñòàíîâêè 𝜋 ∈ 𝑆2𝑛 â ñðåäó èç òðàíñïîçèöèé ïàðíîöèêëîâîé ïîäñòà-
íîâêè 𝑝 ∈ 𝑃𝑛 áóäóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïóò¼ì ñáëèæåíèÿ äâóõ äëèííûõ ó÷àñòêîâ öèêëîâ òàê,
÷òîáû îíè áûëè ðàçíîíàïðàâëåíû, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû âåðøèí èç ðàçíûõ ó÷àñòêîâ îáðà-
çîâûâàëè áû 2-öèêë ïîäñòàíîâêè 𝑝. Òîãäà â ïîäñòàíîâêå 𝜋𝑝 áóäåò ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî öèêëîâ
äëèíû 2, ïðè÷¼ì ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû äëèíû îñòàëüíûõ öèêëîâ íå ïðåâîñõîäèëè 4.

3.10. Для 𝑘 > 2 имеем (42𝑘−2)
𝑎

(2𝑘)
𝑏

(122𝑘−1) .

3.11. (1352) (55) .

3.12. Для 𝑘1>2, 𝑘2>2 имеем (4122𝑘1+𝑘2−2)
𝑎

(2𝑘1+1, 2𝑘2+1)
𝑏

(422𝑘1+𝑘2−3) .

3.13. Для 𝑘 > 2 имеем (62𝑘−1)
𝑎

(2𝑘 + 1, 3)
𝑐

(4122𝑘−1) ,

а для 𝑘 > 4: (2𝑘 + 1, 3)
𝑏

(42142𝑘−4) .

3.14. Для 𝑘 > 2 имеем (312𝑘−1)
𝑎

(2𝑘 + 1, 1)
𝑏

(4122𝑘−2) ,

а для 𝑘 > 3: (2𝑘 + 1, 1)
𝑐

(422𝑘−3) .

3.15. Для 𝑘1 > 1, 𝑘 > 2, 𝑘2 > 1 имеем (2𝑘1+1, 2𝑘, 2𝑘2+1) (42122𝑘1+𝑘+𝑘2−4) .

3.16. Для 𝑘 > 3 имеем (1, 2𝑘, 3) (42122𝑘−3) .

3.17. Для 𝑘 > 2 имеем (1, 2𝑘, 1) (332𝑘−2) .

3.18. (422)
𝑎

(143)
𝑏

(612) .

4. Структура доказательства теоремы

Öèêëû ïîäñòàíîâêè 𝜋 ∈ 𝑆2𝑛, 𝑛 > 1, áóäåì ðàçëè÷àòü ïî èõ äëèíàì 𝑙. Âûäåëÿåì ñåìü òèïîâ
𝑙-öèêëîâ. Ïðåæäå âñåãî, öèêëû êîíêðåòíîé äëèíû 𝑙 ∈ {1, 5, 3} è åù¼ ÷åòûðå òèïà îïðåäåëÿþòñÿ
âû÷åòàìè 𝑙 (mod 4). ×èñëî öèêëîâ â ïîäñòàíîâêå 𝜋 äëèíû 4𝑘, 𝑘 > 1, îáîçíà÷àåì 𝜈𝑜. Íàçûâàåì
èõ 𝑜-циклами. ×èñëî öèêëîâ â ïîäñòàíîâêå äëèíû 2(2𝑘+ 1), 𝑘 > 0, îáîçíà÷àåì 𝜈 ′𝑜 è íàçûâàåì
èõ 𝑜′-циклы. ×èñëî öèêëîâ äëèíû 4𝑘 + 1, 𝑘 > 2, îáîçíà÷àåì 𝜈𝛼, à äëèíû 4𝑘 − 1, 𝑘 > 2, �
𝜈𝛽 . Íàçûâàåì èõ ñîîòâåòñòâåííî 𝛼- è 𝛽-циклы. Ñèìâîëàìè 𝜈5, 𝜈3, 𝜈1 îáîçíà÷àåì ÷èñëî 5-, 3-,
1-öèêëîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Â óòâåðæäåíèÿõ 4.1 � 4.8 âûäåëÿþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñîâîêóïíîñòè öèêëîâ, íà-
çûâàåìûõ блоками, êîòîðûå îáðàçóþò 3-ïðåäñòàâèìûå ïîäñòàíîâêè.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â îáîñíîâàíèè 3-ïðåäñòàâèìîñòè ïîä-
ñòàíîâîê, â ñîâîêóïíîñòè öèêëîâ êîòîðûõ íåò áëîêîâ. Òàêèå ïîäñòàíîâêè íàçûâàåì приведён-
ными.
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Äëÿ ÷èñëà öèêëîâ â ïðèâåä¼ííûõ ïîäñòàíîâêàõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
𝜈0 ∈ {0, 1}; 𝜈 ′0 = 0; 𝜈𝛼 6 3; 𝜈𝛽 6 3; 𝜈𝑖 6 3, 𝑖 = 1, 5, 3; 𝜈𝛼 ∈ {1, 2, 3} ⇒ 𝜈𝛽 = 𝜈3 = 0;
𝜈𝛽 ∈ {1, 2, 3} ⇒ 𝜈𝛼 = 𝜈1 = 𝜈5 = 0. Ñîãëàñíî ýòèì òðåáîâàíèÿì, ïðè 𝜈0 = 0 â ïðèâåä¼ííûõ
ïîäñòàíîâêàõ áóäåò íå 7, à òîëüêî 4 è ìåíåå òèïîâ öèêëîâ, ïîýòîìó èõ ìîæíî çàäàâàòü ëèáî
ñòðîêàìè 𝜈1𝜈5𝜈𝛼𝜈3, ëèáî ñòðîêàìè 𝜈1𝜈5𝜈𝛽𝜈3, â êîòîðûõ êàæäàÿ êîìïîíåíòà íå ïðåâîñõîäèò
òð¼õ. Òàêèì çàäàíèåì ïðèâåä¼ííûõ ïîäñòàíîâîê ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ è ïðè 𝜈0 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî 3-ïðåäñòàâèìîñòü ïîäñòàíîâêè 𝜋 ðàâíîñèëüíà íàëè÷èþ áëèçêîé ê íåé 2-
ïðåäñòàâèìîé ïîäñòàíîâêè. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå 3-ïðåäñòàâèìîñòåé
áóäåò óòâåðæäåíèå 3.6. Êàæäûé ðàç äîêàçàòåëüñòâî 3-ïðåäñòàâèìîñòè ïîäñòàíîâêè 𝜋 èëè ñå-
ìåéñòâà ïîäñòàíîâîê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Âíà÷àëå âñþ ñîâîêóïíîñòü öèêëîâ
èññëåäóåìîé ïîäñòàíîâêè ðàçáèâàåì íà îòäåëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, ê êàæ-
äîìó èç êîòîðûõ ïðèìåíÿåì îäíî èç óòâåðæäåíèé 3.8 � 3.18. Ïðèìåíÿÿ ýòè óòâåðæäåíèÿ, ïîä-
áèðàåì òàêèå âàðèàíòû áëèçêèõ ïîäñòàíîâîê, ÷òîáû âñÿ ñîâîêóïíîñòü èõ öèêëîâ (ïîëó÷àåìàÿ
ïóò¼ì îáúåäèíåíèÿ ïî âñåì èñõîäíûì ïîäìíîæåñòâàì öèêëîâ ïîäñòàíîâêè 𝜋) îáðàçîâûâàëà
áû 2-ïðåäñòàâèìóþ ïîäñòàíîâêó (ó êîòîðîé öèêëû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû îäèíàêîâîé äëèíû).

4.1–4.8. 3-представимыми являются подстановка: из двух o-циклов, из одного 𝑜′-цикла,
из 4 𝛼-циклов, из 4 𝛽-циклов, из 4 циклов одинаковой длины, из 𝛼-цикла и 𝛽-цикла, из 3-цикла
и 𝛼-цикла, из двух циклов, один из которых либо 5-цикл либо 1-цикл, а другой 𝛽-цикл.

4.9. Если приведённая подстановка 𝜋 с 𝜈𝑜 = 0 задаётся строкой 𝜈1𝜈5𝜈𝛼𝜈3 или 𝜈1𝜈5𝜈𝛽𝜈3,
в которой две компоненты нулевые, а другие компоненты равны 2 каждая, то эта подста-
новка является 3-представимой.

4.10. За исключением трёх подстановок 3100 = (135), 0101 = (53), 1001 = (13) все осталь-
ные чётные приведённые подстановки являются 3-представимыми.

4.11. За исключением единственной подстановки (1334) все остальные нечётные приве-
дённые подстановки являются 3-представимыми.

Óòâåðæäåíèÿ 4.1 � 4.8 ïðåäîñòàâëÿþò 11 òèïîâ áëîêîâ: 1) ïàðà 𝑜-öèêëîâ, îáîçíà÷àåìàÿ
(𝑜2), 2) îäèí 𝑜′-öèêë � (𝑜′), 3) ÷åòûðå 𝛼-öèêëà � (𝛼4), 4) ÷åòûðå 𝛽-öèêëà � (𝛽4), 5) (14),
6) (34), 7) (54), 8) 𝛼- è 𝛽-öèêëû � (𝛼, 𝛽), 9) 3- è 𝛼-öèêëû � (𝛼, 3), 10) 1- è 𝛽-öèêëû � (𝛽, 1),
11) 5- è 𝛽-öèêëû � (𝛽, 5). Â îáîçíà÷åíèÿõ (𝑜2), (𝛼4), (𝛽4) äëèíû öèêëîâ îäíîãî òèïà íå îáÿçàíû
èìåòü îäèíàêîâûå äëèíû. Äëÿ âñåõ 44 âèäîâ ïîäñòàíîâîê 𝜋, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî èç 11 áëîêîâ
è îäíîé èç èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðèâåä¼ííûõ ïîäñòàíîâîê (53), (135), (4133), (13) ïðîâåðÿåòñÿ 3-
ïðèâîäèìîñòü 𝜋 â ñëó÷àå, êîãäà îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç 5 èñêëþ÷èòåëüíûõ ñåìåéñòâ
𝑎), 𝑏), 𝑐), 𝑑′), 𝑑′′). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â ïîäñòà-
íîâêàõ ñåìåéñòâ 𝑎), 𝑏), 𝑐), 𝑑′) íå áîëåå äâóõ öèêëîâ äëèíû áîëüøåé äâóõ, ïðè÷¼ì íåïðåâîñõî-
äÿùåé 5. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ïîãðóæåíèè öèêëîâ ïîäñòàíîâêè 𝜋 â ñðåäó èç 2-öèêëîâ ïàðíîöèê-
ëîâîé ïîäñòàíîâêè 𝑝 îáîçðåâàòü âñå âîçìîæíîñòè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öèêëîâ 𝜋 è 𝑝. Äëÿ
ýòîãî ïðèäåðæèâàåìñÿ ìîäåëè, êîãäà öèêëû ïîäñòàíîâêè 𝜋 çàôèêñèðîâàíû, íåïîäâèæíû, à
2-öèêëû ïîäñòàíîâêè 𝑝 ñâîáîäíî ïëàâàþò. Ñðåäè áëèçêèõ ïîäñòàíîâêàì ñåìåéñòâ 𝑎), 𝑏), 𝑐), 𝑑′)
íå îáíàðóæèâàåòñÿ 2-ïðåäñòàâèìûõ ïîäñòàíîâîê.

5. Òðîéêà ïàðíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝑆2𝑛 çàäà¼ò êóáè÷åñêèé ãðàô 𝐺 íà 2𝑛 âåð-
øèíàõ ñ ð¼áðàìè â âèäå 2-öèêëîâ ýòèõ ïîäñòàíîâîê [3]. Îïðåäåë¼ííóþ íàäåæäó èññëåäîâàòü
ïðîáëåìíîå ñåìåéñòâî 𝑑′′) ïîäñòàíîâîê (3𝑖2𝑗1), 𝑖 ≡ 1 (mod 4), 𝑖 > 5, 𝑗 ∈ {0, 1}, äà¼ò åñòåñòâåí-
íàÿ êîíñòðóêöèÿ âëîæåíèÿ ãðàôà 𝐺 â äâóìåðíûé ïîëèýäð èç âåðøèí, îòðåçêîâ, ñôåð è ñôåð ñ
ðó÷êàìè [4], íà êîòîðûõ âîçíèêàåò êàðòà èç îáëàñòåé ñ ãðàíèöàìè, çàäàâàåìûìè öèêëàìè ïîä-
ñòàíîâêè 𝜋 = 𝑝0𝑝1𝑝2. Â ñëó÷àå ïîäñòàíîâîê ñåìåéñòâà 𝑑′′) îáëàñòè ìîãóò áûòü 9-óãîëüíèêàìè
÷èñëîì 𝑖 − 2𝑙, 0 6 2𝑙 6 𝑖, è 2𝑙 ïàðàìè èç 5-óãîëüíèêîâ è 2-óãîëüíèêîâ, ñîåäèí¼ííûõ îòðåç-
êîì, îäíà îáëàñòü òðåóãîëüíàÿ (îòâå÷àþùàÿ íåïîäâèæíîé òî÷êå ïîäñòàíîâêè 𝜋), à ïðè 𝑗 = 1
âîçìîæíà åù¼ îäíà 6-óãîëüíàÿ îáëàñòü èëè äâà ñîåäèí¼ííûå îòðåçêîì 2-óãîëüíèêà.
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Äëÿ ïðèìåðà, ðàâåíñòâî (34) = 𝑝0𝑝1𝑝2 â îäíîì ñëó÷àå çàäà¼ò êàðòó èç ÷åòûð¼õ 9-óãîëüíèêîâ
íà ñôåðå ñ äâóìÿ ðó÷êàìè, à â äðóãîì � êàðòó èç ÷åòûð¼õ 5-óãîëüíèêîâ íà ñôåðå â âèäå òåò-
ðàýäðà ñ 4 äîïîëíèòåëüíûìè âåðøèíàìè íà äâóõ ïàðàõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð è äâå êàðòû
â âèäå äâóõ 2-óãîëüíèêîâ íà äâóõ ñôåðàõ ñ âåðøèíàìè â ïîëþñàõ, ñîåäèí¼ííûõ îòðåçêàìè ñ
ïàðîé äîïîëíèòåëüíûõ âåðøèí òåòðàýäðà íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áðàõ.
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Ïðîáëåìó Âàðèíãà ñ ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñëàãàåìûìè âïåðâûå èññëåäîâàë Ì.Å.Ðàéò
[1]. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ
𝜇1 + 𝜇2 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1, äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà 𝑁 â âèäå

𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑟 = 𝑁, (1)

ãäå 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è |𝑥𝑛𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | 6 𝑁1−𝜃, îí íàø¼ë àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîð-
ìóëó ïðè

𝑟 > (𝑛− 2)2𝑛−1 + 5,

è 𝜃 = 𝜃(𝑛, 𝑟), ãäå 𝜃(𝑛, 𝑟) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

𝜃(𝑛, 𝑟) =
1

𝑛
min

(︂
(𝑟 − 2𝑛)(2𝑛−1 + 1)

(𝑛𝑟 + 𝑛− 2𝑛 − 3)2𝑛−1 + 𝑟
,
𝑟 − (𝑛− 2)2𝑛−1 − 4

𝑟 + 2𝑛−1 − 4
,

𝑟 − 2𝑛−1

𝑛𝑟 − 2𝑛−1 + 𝑛− 1

)︂
.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò

𝜃(3, 9) =
1

51
, 𝜃(4, 21) =

1

100
, 𝜃(5, 53) =

1

325
, 𝜃(6, 133) =

1

966
.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå î ïðèáëèæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè, êàæäîå 𝛼 èç ïðîìåæóòêà [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝜏, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
.

Äëÿ íåêîòîðîãî 𝜂, 𝜂 < 0, 1𝜏 ÷åðåç M(𝜂) îáîçíà÷èì ÷èñëà 𝛼, äëÿ êîòîðûõ 𝑞 6 𝜂, ÷åðåç m(𝜂)
îáîçíà÷èì îñòàâøèåñÿ 𝛼. M(𝜂) è m(𝜂) ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ áîëüøèìè è ìàëûìè äóãà-
ìè.

Ïîñëå ñîçäàíèÿ ìåòîäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì È. Ì. Âèíîãðàäîâà âûâîä àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ êîëè÷åñòâà ðåøåíèé â êëàññè÷åñêèõ àääèòèâíûõ ïðîáëåìàõ, ê êîòîðûì
îòíîñèòñÿ ïðîáëåìà Âàðèíãà, òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà, ïðîáëåìà Âàðèíãà-Ãîëüäáàõà,
ïðîáëåìà Ýñòåðìàíà, ñâîäèòñÿ ê äâóì ñëåäóþùèì çàäà÷àì:

� èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ âèäà

𝑇𝑛(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚6𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛), 𝑆𝑛(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑝6𝑥

𝑒(𝛼𝑝𝑛),

â áîëüøèõ äóãàõ M(𝜂),

� ïîëó÷åíèå íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê ýòèõ ñóìì â ìàëûõ äóãàõ m(𝜂).

Âûâîä àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ êîëè÷åñòâà ðåøåíèé â êëàññè÷åñêèõ àääèòèâíûõ ïðî-
áëåìàõ ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî òðóäíåå, åñëè òðåáîâàòü, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëü-
íû èëè âñå îíè ïî÷òû ðàâíû (àääèòèâíàÿ çàäà÷à ñ ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñëàãàåìûìè
ïðè 𝜇1 = . . . = 𝜇𝑟 ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó ñ ïî÷òè ðàâíûìè ñëàãàåìûìè), òàê êàê âìåñòî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ 𝑇𝑛(𝛼, 𝑥) è 𝑆𝑘(𝛼, 𝑥) âîçíèêàþò êîðîòêèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ñóììû Ã. Âåéëÿ âèäà

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚6𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛), 𝑆𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝6𝑥

𝑒(𝛼𝑝𝑛),

ïðè÷¼ì, åñëè 𝑛 > 1, òî äëèíà è ãðàíèöû êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì çàâèñÿò îò ÷èñåë
𝜇𝑖. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîé èç 𝑟 ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êîðîòêàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ
ñóììà, à â ñëó÷àå àääèòèâíûõ çàäà÷ ñ ïî÷òè ðàâíûìè ñëàãàåìûìè âñå ýòè ñóììû ñîâïàäàþò.
Áîëåå êîíêðåòíî ðåøåíèÿ ýòèõ êëàññè÷åñêèõ àääèòèâíûõ ïðîáëåì ñ ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíû-
ìè ñëàãàåìûìè ñâîäÿòñÿ ê òð¼ì ñëåäóþùèì çàäà÷àì:

� èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) è 𝑆𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) â
ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ öåíòðà áîëüøèõ äóã M(𝜂);

� íàõîæäåíèå íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê ýòèõ ñóìì â áîëüøèõ äóãàõ M(𝜂) çà èñêëþ÷åíèåì
ìàëûõ îêðåñòíîñòåé èõ öåíòðîâ;

� ïîëó÷åíèå íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê ýòèõ ñóìì â ìàëûõ äóãàõ m(𝜂).

Ïîâåäåíèå êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 𝑛
â áîëüøèõ äóãàõ áûëî èññëåäîâàíî â ðàáîòàõ [2, 3]. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèìè ðåçóëüòàòàìè
â ñî÷åòàíèè ñ íåòðèâèàëüíûìè îöåíêàìè ñóìì 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) â ìàëûõ äóãàõ [4], áûëè äîêàçàíû
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ êîëè÷åñòâà ðåøåíèé â ñëåäóþùèõ àääèòèâíûõ çàäà÷àõ ñ ïî÷òè
ðàâíûìè ñëàãàåìûìè:
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� â ïðîáëåìå Âàðèíãà ñ ïî÷òè ðàâíûìè ñëàãàåìûìè äëÿ 𝑛 = 3, 4, 5 [5, 6, 7, 3], òî åñòü äëÿ
êîëè÷åñòâà ðåøåíèé äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (5) ñ óñëîâèÿìè⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂

𝑁

2𝑛 + 1

)︂ 1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛 + 1, 𝐻 > 𝑁

1
𝑛
−𝜃(𝑛)+𝜀,

ïðè

𝜃(3) =
1

30
, 𝜃(4) =

1

108
, 𝜃(5) =

1

340
.

� â îáîáùåíèè [2, 8] òåðíàðíîé ïðîáëåìû Ýñòåðìàíà ñ ïî÷òè ðàâíûìè ñëàãàåìûìè î ïðåä-
ñòàâëåíèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁,

ïðè 𝑛 = 2, 3, 4, â ïðîñòûõ ÷èñëàõ 𝑝1, 𝑝2 è íàòóðàëüíîãî 𝑚, ñ óñëîâèÿìè⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝑐𝑛 ,

ñîîòâåòñòâåííî ïðè

𝜃(2) =
1

4
, 𝑐2 = 2; 𝜃(3) =

1

6
, 𝑐3 = 3; 𝜃(4) =

1

12
, 𝑐4 =

40

3
.

Ðàçâèâàÿ ìåòîäû ðàáîò [2, 3, 4, 5, 6, 7], àâòîð äîêàçàë, ÷òî òåîðåìà Å. Ì. Ðàéòà îá àñèìïòî-
òè÷åñêîé ôîðìóëå â îáîáùåíèè ïðîáëåìû Âàðèíãà ñ ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñëàãàåìûìè
èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè

𝜃(𝑛, 𝑟) =
2

((𝑟 + 1)(𝑛2 − 𝑛)
+ 𝜀, 𝑟 = 2𝑛 + 1.

Теорема 1. Пусть 𝑁 — достаточно большое натуральное число, 𝑛 > 3 — натураль-
ное число, 𝑟 = 2𝑛 + 1, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑟 — положительные фиксированные числа, удовлетворяющие
условию

𝜇1 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1,

𝐽𝑛,𝑟(𝑁,𝐻) — число решений диофантова уравнения (1) с условиями

|𝑥𝑛𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | 6 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 𝜃(𝑛, 𝑟) =
2

(𝑟 + 1)(𝑛2 − 𝑛)
. (2)

Тогда при 𝐻 > 𝑁1−𝜃(𝑛,𝑟)+𝜀 справедлива асимптотическая формула:

𝐽𝑛,𝑟(𝑁,𝐻) =
2𝑟𝛾(𝑛, 𝑟)

𝑛𝑟

𝑟∏︁
𝑖=1

𝜇
−1+ 1

𝑛
𝑖 S(𝑁)

𝐻𝑟−1

𝑁 𝑟− 𝑟
𝑛

+𝑂

(︂
𝐻𝑟−1

𝑁 𝑟− 𝑟
𝑛 L

)︂
,

где 𝛾(𝑛, 𝑟) — абсолютная постоянная, которая определяется соотношением

𝛾(𝑛, 𝑟) =
𝑟𝑟−1 − 𝑟

1!(𝑟 − 2)𝑟−1 + 𝑟(𝑟−1)
2! (𝑟 − 4)𝑟−1 − 𝑟(𝑟−1)(𝑟−2)

3! (𝑟 − 6)𝑟−1 + . . .

2𝑟(𝑟 − 1)!
,

S(𝑁) – особый ряд, сумма которого превосходит некоторое положительное постоянное, а
постоянное под знаком 𝑂 зависит от чисел 𝜇1, . . . , 𝜇9.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì

𝜃(3, 9) =
1

51
, 𝜃(4, 17) =

1

108
, 𝜃(5, 33) =

1

340
, 𝜃(6, 65) =

1

990
.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà â îáîáùåíèè ïðîáëåìû Âàðèíãà ñ ïî÷òè
ðàâíûìè ñëàãàåìûìè.
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Следствие 1. Пусть 𝑁 — достаточно большое натуральное число, 𝑛 > 3 — натуральное
число, 𝑟 = 2𝑛 + 1, 𝐽𝑛,𝑟(𝑁,𝐻) — число решений диофантова уравнения (1) с условиями⃒⃒⃒⃒

𝑥𝑛𝑖 −
𝑁

𝑟

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 𝜃(𝑛, 𝑟) =

2

(𝑟 + 1)(𝑛2 − 𝑛)
.

Тогда при 𝐻 > 𝑁1−𝜃(𝑛,𝑟)+𝜀 справедлива асимптотическая формула:

𝐽𝑛,𝑟(𝑁,𝐻) =
2𝑟𝑟𝑟−

𝑟
𝑛𝛾(𝑛, 𝑟)

𝑛𝑟
S(𝑁)

𝐻𝑟−1

𝑁 𝑟− 𝑟
𝑛

+𝑂

(︂
𝐻𝑟−1

𝑁 𝑟− 𝑟
𝑛 L

)︂
.

Àâòîðó òàêæå óäàëîñü îáîáùèòü òåîðåìó Õóà Ëî-êåíà ([9], ëåììà 2.5), òî åñòü îöåíêó∫︁ 1

0
|𝑇𝑛(𝛼, 𝑥)|2

𝑘 ≪ 𝑥2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 6 𝑘 6 𝑛,

äëÿ êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦), êîòîðîé âîñïîëüçóåìñÿ ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Теорема 2. Пусть 𝑥 и 𝑦 — натуральные числа,
√
𝑥 < 𝑦 6 𝑥L −1, тогда имеет место

оценка ∫︁ 1

0
|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2

𝑘

𝑑𝛼≪ 𝑦2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 6 𝑘 6 𝑛.

Òåîðåìà 1 äîêàçûâàåòñÿ êðóãîâûì ìåòîäîì Õàðäè-Ëèòòëâóäà-Ðàìàíóäæàíà â ôîðìå òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì È. Ì. Âèíîãðàäîâà. Íàðÿäó ñ òåîðåìîé 2 ìû òàêæå èñïîëüçóåì:

� àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ 𝑇3(𝛼;𝑥, 𝑦)
â ìàëîé îêðåñòíîñòè öåíòðà áîëüøèõ äóã (ñëåäñòâèå 2.1 â [2] èëè ñëåäñòâèå 1 â [3] ïðè
𝑛 = 3);

� íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó äëÿ êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ 𝑇3(𝛼;𝑥, 𝑦) â
áîëüøèõ äóãàõ çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè èõ öåíòðîâ (ñëåäñòâèå 2.2 â [2] èëè
ñëåäñòâèå 2 â [3] ïðè 𝑛 = 3);

� íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) â ìàëûõ
äóãàõ [4] ïðè 𝑛 = 3.
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On the approximability of free constructions of groups
with respect to equality and occurrence

E. V. Sokolov (Russia, Ivanovo)
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e-mail: ev-sokolov@yandex.ru

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà 𝑋 íàçûâàåòñÿ аппроксимируемой классом групп 𝒞 относительно
отношения 𝜃 (èëè, áîëåå êîðîòêî, 𝒞-аппроксимируемой относительно 𝜃), åñëè äëÿ ëþáûõ
ñâîèõ ýëåìåíòîâ è ïîäìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ, íå ñîñòîÿùèõ â îòíîøåíèè 𝜃, îíà îáëàäàåò ãîìî-
ìîðôèçìîì íà ãðóïïó èç êëàññà 𝒞, ïðè êîòîðîì îáðàçû óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ è ïîäìíîæåñòâ
ïî-ïðåæíåìó íå ñîñòîÿò â îòíîøåíèè 𝜃. Íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëî ñâîéñòâî àïïðîê-
ñèìèðóåìîñòè îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà ýëåìåíòà åäèíèíöå, ïðè óïîìèíàíèè î êîòîðîì ñëîâà
îá îòíîøåíèè îáû÷íî îïóñêàþò. Åñëè ãðóïïà 𝑋 àïïðîêñèìèðóåòñÿ êëàññîì 𝒞 îòíîñèòåëüíî
âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà â çàäàííóþ ïîäãðóïïó, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà 𝒞-отделима в груп-
пе 𝑋. Î÷åâèäíî, ÷òî îòäåëèìîñòü åäèíè÷íîé ïîäãðóïïû ðàâíîñèëüíà àïïðîêñèìèðóåìîñòè
ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî àïïðîêñèìèðóåìîñòü êëàññîì âñåõ êî-
íå÷íûõ ãðóïï (îòíîñèòåëüíî ëþáîãî îòíîøåíèÿ) ïðèíÿòî íàçûâàòü финитной.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00166,
https://rscf.ru/project/22-21-00166/
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü корневыми классами групп, ò. å. êëàñ-
ñàìè, ñîäåðæàùèìè íååäèíè÷íûå ãðóïïû è çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäãðóïï è äå-
êàðòîâûõ ñïëåòåíèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîðíåâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, êëàññû âñåõ êî-
íå÷íûõ ãðóïï, êîíå÷íûõ 𝑝-ãðóïï (ãäå 𝑝 � ïðîñòîå ÷èñëî), ïåðèîäè÷åñêèõ P-ãðóïï êîíå÷íîãî
ïåðèîäà (ãäå P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë), âñåõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï è âñåõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ, à òàêæå âñåâîçìîæíûå èõ íåòðèâèàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ.

Á�oëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè (îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà) ñâîáîäíûõ
êîíñòðóêöèé ãðóïï (îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ è äðåâåñíûõ ïðîèçâåäåíèé, HNN-ðàñøèðåíèé,
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ ãðóïï) ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî
фильтрационного подхода. Ïåðâîíà÷àëüíî îí áûë ïðåäëîæåí â [1] äëÿ èçó÷åíèÿ ôèíèòíîé àï-
ïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ ãðóïï, à çàòåì ðàñïðîñòðàíåí
íà äðóãèå êîíñòðóêöèè è àïïðîêñèìèðóþùèå êëàññû. Â [2] âûïîëíåíî îáîáùåíèå âñåõ èìåâ-
øèõñÿ äî ýòîãî âàðèàíòîâ äàííîãî ïîäõîäà, ïîçâîëÿþùåå èññëåäîâàòü àïïðîêñèìèðóåìîñòü
ïðîèçâîëüíûì êîðíåâûì êëàññîì ãðóïï ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ëþáîãî ãðàôà ãðóïï.

Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Γ � íåïóñòîé ñâÿçíûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí 𝒱 è ìíî-
æåñòâîì ðåáåð ℰ (äîïóñòèìû ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà); 𝒢(Γ) � ãðàô ãðóïï íàä Γ, â êîòîðîì
êàæäîé âåðøèíå 𝑣 ∈ 𝒱 ñîïîñòàâëåíà íåêîòîðàÿ ãðóïïà 𝐺𝑣, à êàæäîìó ðåáðó 𝑒 ∈ ℰ � ãðóï-
ïà 𝐻𝑒 è èíúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû 𝜙+𝑒 : 𝐻𝑒 → 𝐺𝑒(1), 𝜙−𝑒 : 𝐻𝑒 → 𝐺𝑒(−1) (ãäå 𝑒(1) è 𝑒(−1) �
âåðøèíû ãðàôà 𝒢(Γ), ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè ðåáðà 𝑒); G � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà
ãðóïï 𝒢(Γ). Ãðóïïû 𝐺𝑣 (𝑣 ∈ 𝒱) áóäåì íàçûâàòü вершинными, ïîäãðóïïû 𝐻+𝑒 = 𝐻𝑒𝜙+𝑒

è 𝐻−𝑒 = 𝐻𝑒𝜙−𝑒 � реберными. Òàêæå äëÿ ëþáûõ êëàññà ãðóïï 𝒞 è ãðóïïû 𝑋 ÷åðåç 𝒞*(𝑋) áó-
äåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû 𝑋, ôàêòîð-ãðóïïû ïî êîòîðûì
ïðèíàäëåæàò êëàññó 𝒞. Îñíîâó îáîáùåííîãî ôèëüòðàöèîííîãî ïîäõîäà ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç òåîðåì 1, 3 è ïðåäëîæåíèÿ 2 ñòàòüè [2].

Теорема 1. Пусть 𝒞 — корневой класс групп.

I. Группа G 𝒞-аппроксимируема, если выполняются следующие условия:
(i1) ∀𝑣 ∈ 𝒱

⋂︀
𝑁∈𝒞*(G)(𝑁 ∩𝐺𝑣) = 1;

(ii1) ∀𝑒 ∈ ℰ , 𝜀 = ±1
⋂︀

𝑁∈𝒞*(G)𝐻𝜀𝑒(𝑁 ∩𝐺𝑒(𝜀)) = 𝐻𝜀𝑒.

II. Пусть справедливо утверждение (*): для любых 𝑣 ∈ 𝒱, 𝑀 ∈ 𝒞*(𝐺𝑣) существует под-
группа 𝑁 ∈ 𝒞*(G) такая, что 𝑁 ∩𝐺𝑣 6𝑀 . Тогда группа G 𝒞-аппроксимируема, если выпол-
няются следующие условия:

(i2) все группы 𝐺𝑣 (𝑣 ∈ 𝒱) 𝒞-аппроксимируемы;
(ii2) для любых 𝑒 ∈ ℰ , 𝜀 = ±1 подгруппа 𝐻𝜀𝑒 𝒞-отделима в группе 𝐺𝑒(𝜀).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (i1) è (ii1) ÿâëÿþòñÿ ñëàáåéøèìè èç òåõ, ïðè êîòîðûõ èäåÿ èç [1] ìî-
æåò áûòü ïðèìåíåíà, è ïîòîìó èìåþò ìåñòî âñÿêèé ðàç, êîãäà àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðóïïû G
äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôèëüòðàöèîííîãî ïîäõîäà. Îäíàêî, îíè çàâèñÿò íå òîëüêî îò ñâîéñòâ
âåðøèííûõ ãðóïï è ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ðåáåðíûõ ïîäãðóïï, íî è îò òîãî, êàê óñòðîåíà ãðóï-
ïà G â öåëîì. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (*), òî óêàçàííûå óñëîâèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â áîëåå
ïîíÿòíûå è íå ñâÿçàííûå ñ ãðóïïîé G òðåáîâàíèÿ (i2) è (ii2). Ïðè ýòîì óòâåðæäåíèþ (*) ìîæíî
äàòü è äðóãóþ, áîëåå ïðîñòóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëèðîâêó (ñì. [2]). Âìå-
ñòå ñ òåì, óêàçàííîå óòâåðæäåíèå, ïî-âèäèìîìó, íå ñëåäóåò èç îãðàíè÷åíèé (i1), (ii1) è ïîòîìó
ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäíèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.

Ïåðåõîäÿ ê îáñóæäåíèþ ñâîéñòâà îòäåëèìîñòè ïîäãðóïï, íàïîìíèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïîä-
ãðóïïà 𝑌 ãðóïïû 𝑋 íàçûâàåòñÿ P′-изолированной â ýòîé ãðóïïå äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
ïðîñòûõ ÷èñåë P, åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà 𝑥 ∈ 𝑋 è äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà 𝑞 /∈ P
èç âêëþ÷åíèÿ 𝑥𝑞 ∈ 𝑌 ñëåäóåò, ÷òî 𝑥 ∈ 𝑌 . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè P ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà îêàçûâàåòñÿ P′-èçîëèðîâàííîé. Äëÿ êàæäîãî êëàññà
ãðóïï 𝒞 ÷åðåç P(𝒞) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ
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ãðóïï èç êëàññà 𝒞, åñëè ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï, è ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Õîðîøî èçâåñòíî è íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ 𝒞-îòäåëèìàÿ ïîä-
ãðóïïà äîëæíà áûòü P(𝒞)′-èçîëèðîâàííîé. Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî, è ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïîäãðóïïà 𝑌 𝒞-дефектна â ãðóïïå 𝑋, åñëè îíà P(𝒞)′-èçîëèðîâàíà â 𝑋, íî íå ÿâëÿåòñÿ
𝒞-îòäåëèìîé â ýòîé ãðóïïå.

Îêàçàëîñü, ÷òî ìåòîäû, ïîäîáíûå ôèëüòðàöèîííîìó ïîäõîäó, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè îòäåëèìîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ñâîáîäíûõ êîíñòðóêöèé
ãðóïï. Âïåðâûå äàííàÿ èäåÿ áûëà ïðèìåíåíà â [3, 4] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôèíèòíîé îòäåëè-
ìîñòè âñåõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï îáîáùåííîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï è HNN-
ðàñøèðåíèÿ ñ îäíîé ïðîõîäíîé áóêâîé. Â [5, 6] óêàçàííûé ïîäõîä áûë àäàïòèðîâàí äëÿ èçó-
÷åíèÿ îòäåëèìîñòè êëàññîì êîíå÷íûõ 𝑝-ãðóïï è ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé, êîãäà íå îáÿçà-
òåëüíî âñå ïîäãðóïïû ñâîáîäíûõ ìíîæèòåëåé èëè áàçîâîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ îòäåëèìûìè.
Íàêîíåö, â [7, 8] ïîêàçàíî, êàê èñïîëüçîâàòü òîò æå ìåòîä äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôèíèòíîé îòäå-
ëèìîñòè âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï äâóõ óêàçàííûõ âûøå êîíñòðóêöèé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïåðå÷èñëåííûå èäåè îáúåäèíÿþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èç [2] äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îïèñàíèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðîèçâîëüíîãî
ãðàôà ãðóïï, îòäåëèìûõ íàïåðåä çàäàííûì êîðíåâûì êëàññîì ãðóïï.

Ïóñòü 𝒞 � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï è (𝑋,𝑌 ) � ïàðà ïîäãðóïï ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèé íàáîð óñëîâèé:

(𝜆0𝒞) 𝑋 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà íåêîòîðîé ãðóïïû 𝐺𝑣 (𝑣 ∈ 𝒱), 𝑌 = 1;
(𝜇0𝒞) 𝑋 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà íåêîòîðîé ãðóïïû 𝐻𝜀𝑒 (𝑒 ∈ ℰ , 𝜀 = ±1),

𝑌 � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, 𝑌 ∩𝐺𝑒(𝜀) = 1 è [𝑋,𝑌 ] = 1;
(𝜆1𝒞) = (𝜆0𝒞) + ïîäãðóïïà 𝑋 P(𝒞)′-èçîëèðîâàíà â ãðóïïå 𝐺𝑣, íî

⋂︀
𝑁∈𝒞*(G)𝑋(𝑁 ∩𝐺𝑣) ̸= 𝑋;

(𝜇1𝒞) = (𝜇0𝒞) + ïîäãðóïïà𝑋 P(𝒞)′-èçîëèðîâàíà â ãðóïïå 𝐺𝑒(𝜀), íî
⋂︀

𝑁∈𝒞*(G)𝑋(𝑁∩𝐺𝑒(𝜀)) ̸=𝑋;
(𝜆2𝒞) = (𝜆0𝒞) + ïîäãðóïïà 𝑋 𝒞-äåôåêòíà â ãðóïïå 𝐺𝑣;
(𝜇2𝒞) = (𝜇0𝒞) + ïîäãðóïïà 𝑋 𝒞-äåôåêòíà â ãðóïïå 𝐺𝑒(𝜀).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D𝑘
𝒞(G) (0 6 𝑘 6 2) ñåìåéñòâî âñåõ ïàð ïîäãðóïï ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèþ (𝜆𝑘𝒞) èëè (𝜇𝑘𝒞), è ïîëîæèì A𝑘
𝒞(G) = {𝑋𝑌 | (𝑋,𝑌 ) ∈ D𝑘

𝒞(G)}. 𝒞-дефектом группы
áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî âñåõ åå 𝒞-äåôåêòíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï.

Åñëè ãðóïïà çàäàíà îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, òîP(𝒞)′-èçîëèðîâàí-
íîñòü åå ïîäãðóïïû îáû÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ïðîùå, ÷åì 𝒞-îòäåëèìîñòü. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ
óäîáíîãî â ïðèìåíåíèè êðèòåðèÿ 𝒞-îòäåëèìîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû
ãðóïïû G äîñòàòî÷íî îïèñàòü 𝒞-äåôåêò ïîñëåäíåé. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîðíåâîãî àï-
ïðîêñèìèðóþùåãî êëàññà 𝒞 òàêîå îïèñàíèå äàåò

Теорема 2. Пусть 𝒞 — корневой класс групп.

I. Подгруппа группы G является конечно порожденной абелевой тогда и только тогда,
когда она сопряжена с некоторой подгруппой из семейства A0

𝒞(G).

II. Если выполняются условия (i1), (ii1) из формулировки теоремы 1, то 𝒞-дефект груп-
пы G состоит из подгрупп, сопряженных с подгруппами из семейства A1

𝒞(G).

III. Пусть справедливо утверждение (*) и выполняются условия (i2), (ii2) из формулиров-
ки теоремы 1. Тогда 𝒞-дефект группы G состоит из подгрупп, сопряженных с подгруппами
из семейства A2

𝒞(G). В частности, если каждая вершинная группа не имеет 𝒞-дефекта,
то тем же свойством обладает и группа G.

Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðóïïû G êîðíåâûì êëàñ-
ñîì 𝒞 óñòàíîâëåíà ïóòåì ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåìû 1 (à â î÷åíü ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìåííî òàê
è ïðîèñõîäèò), òî ¾áåñïëàòíûì¿ äîïîëíåíèåì ê íåé îêàçûâàåòñÿ òî èëè èíîå îïèñàíèå 𝒞-äå-
ôåêòà äàííîé ãðóïïû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ (i1), (ii1) èëè (i2), (ii2) ðàâíîñèëüíû
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𝒞-àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû G, è òîãäà êðèòåðèé 𝒞-îòäåëèìîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáå-
ëåâîé ïîäãðóïïû ýòîé ãðóïïû âûòåêàåò èç åå 𝒞-àïïðîêñèìèðóåìîñòè âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêèì ñïîñîáîì ïîñëåäíÿÿ áûëà äîêàçàíà. Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî

Теорема 3. Пусть для любых 𝑒 ∈ ℰ , 𝜀 = ±1 подгруппа 𝐻𝜀𝑒 лежит в центре группы 𝐺𝑒(𝜀)

и 𝐺𝑒(𝜀) ̸= 𝐻𝜀𝑒. Если группа G аппроксимируется корневым классом 𝒞, то ее 𝒞-дефект состо-
ит из подгрупп, сопряженных с подгруппами из семейства A1

𝒞(G).

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ òåîðåìà íå íàêëàäûâàåò íà ãðàô ãðóïï ïðàêòè÷åñêè íèêàêèõ îãðà-
íè÷åíèé, êðîìå öåíòðàëüíîñòè ðåáåðíûõ ïîäãðóïï. Îäíàêî, â åå ôîðìóëèðîâêå ôèãóðèðóåò
âåñüìà ñëîæíî óñòðîåííîå ñåìåéñòâî A1

𝒞(G). Ïðèâîäèìûå äàëåå òåîðåìû 4 è 5 ïðåäúÿâëÿþò
ê ãðàôó ãðóïï áîëüøå òðåáîâàíèé, íî äàþò áîëåå ïðîñòûå â ïðèìåíåíèè êðèòåðèè îòäåëèìî-
ñòè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ñåìåéñòâà A2

𝒞(G).
Ïóñòü äëÿ ëþáûõ 𝑒 ∈ ℰ , 𝜀 = ±1 ïîäãðóïïà 𝐻𝜀𝑒 ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû 𝐺𝑒(𝜀) è 𝐺𝑒(𝜀) ̸= 𝐻𝜀𝑒.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì óñëîâèÿì ãðàô ãðóïï 𝒢(Γ) èìååò òèï (1), åñëè
ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, è òèï (2), åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû 𝑣 ∈ 𝒱 ïîäãðóïïà 𝐻𝑣 = sgp{𝐻𝜀𝑒 |
𝑒 ∈ ℰ , 𝜀 = ±1, 𝑣 = 𝑒(𝜀)} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàþùèõ åå ïîäãðóïï.
Áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî ãðóïïà 𝑋 𝒞-регулярна ïî ñâîåé ïîäãðóïïå 𝑌 , åñëè äëÿ ëþáîé ïîä-
ãðóïïû 𝑀 ∈ 𝒞*(𝑌 ) ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà 𝑁 ∈ 𝒞*(𝑋), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 𝑁 ∩ 𝑌 =𝑀 .

Теорема 4. Пусть 𝒞 — корневой класс групп, замкнутый относительно взятия фак-
тор-групп, и выполняется хотя бы одно из следующих условий:

1) 𝒢(Γ) — конечный граф групп типа (1) и для любых 𝑒 ∈ ℰ , 𝜀 = ±1 группа 𝐺𝑒(𝜀) 𝒞-регу-
лярна по подгруппе 𝐻𝜀𝑒;

2) 𝒢(Γ) — конечный граф групп типа (2) и для любой вершины 𝑣 ∈ 𝒱 группа 𝐺𝑣 𝒞-регу-
лярна по подгруппе 𝐻𝑣.

Если группа G 𝒞-аппроксимируема, то ее 𝒞-дефект состоит из подгрупп, сопряженных
с подгруппами из семейства A2

𝒞(G).

Ïóñòü 𝒞 � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãðóïï. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà 𝒞-ограничена,
åñëè â ëþáîé åå ôàêòîð-ãðóïïå êàæäàÿ ïðèìàðíàÿ êîìïîíåíòà ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ÷èñëó èç ìíîæåñòâà P(𝒞), èìååò êîíå÷íûé ïåðèîä è ìîùíîñòü, íå ïðåâîñõî-
äÿùóþ ìîùíîñòè íåêîòîðîé 𝒞-ãðóïïû. Íèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó íàçîâåì 𝒞-ограниченной, åñëè
îíà îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì êîíå÷íûì öåíòðàëüíûì ðÿäîì ñ 𝒞-îãðàíè÷åííûìè àáåëåâûìè
ôàêòîðàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè êëàññ 𝒞 ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, òî ââèäó åãî çàìêíóòîñòè îò-
íîñèòåëüíî âçÿòèÿ ðàñøèðåíèé íå ñóùåñòâóåò öåëîãî ÷èñëà, îãðàíè÷èâàþùåãî ñâåðõó ïîðÿäêè
âñåõ 𝒞-ãðóïï, è ïîòîìó ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà 𝒞-îãðàíè÷åíà.

Теорема 5. Пусть 𝒞 — корневой класс групп, состоящий из периодических групп, 𝒢(Γ) —
конечный граф групп типа (1) или (2) и каждая группа 𝐺𝑣 (𝑣 ∈ 𝒱) является 𝒞-ограниченной
нильпотентной. Если группа G 𝒞-аппроксимируема, то она не имеет 𝒞-дефекта.

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèè 𝒞-àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû G, ñïðàâåäëèâûå ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé òåîðåì 4 è 5, ïîëó÷åíû â [9] è [10] ñîîòâåòñòâåííî.
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Íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå ïîñâÿùåíî àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïî ìîäóëþ åäèíèöà. Ïîñòàíîâêè ïîäîáíûõ çàäà÷ áåðóò íà÷àëî â èññëåäîâàíèÿõ Êðî-
íåêåðà ïî ïîâåäåíèþ äðîáíûõ äîëåé ëèíåéíûõ ôîðì ñ öåëûìè ïåðåìåííûìè. Íà÷àëüíûé
ïåðèîä ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé ñâÿçàí
ñ èìåíàìè Áîëÿ (Bohl), Ñåðïèíñêîãî (Sierpinski), Âåéëÿ (Weyl), Áîðåëÿ (Borel), Ô.Áåðíøòåéíà
(F.Bernstein), Õàðäè (Hardy) è Ëèòòëâóäà (Littlewood). Ñàìî ïîíÿòèå равномерного распре-
деления по модулю единица ïðåäëîæåíî â 1914 ã. è â 1916 ã. Ã.Âåéëåì è åìó ïðèíàäëåæàò
ðàçíûå ôîðìû êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [1]. Îí îáðàòèë âíèìàíèå ïîëüçó àíà-
ëèçà Ôóðüå â äàííîì èì êðèòåðèè.

Â 1924 - 1928 ã.ã. È.Ì.Âèíîãðàäîâ èñïîëüçîâàë àíàëèç Ôóðüå è êîíå÷íûå òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå ñóììû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â ïðîáëåìå Âàðèíãà. Â
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1934 ã. îí íàøåë íîâûé ìîùíûé ìåòîä îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, êîòîðûé ïîçâîëèë
ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû â ïðîáëåìå Âàðèíãà [2]. Êîíå÷íûå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèå ñóììû ñ ìíîãî÷ëåíîì â ýêñïîíåíòå ñòàëè íàçûâàòüñÿ суммами Г.Вейля. Â äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå ìåòîäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì âíåñëè ñóùåñòâåííûé âêëàä À.Ã.Ïîñòíèêîâ [3],
Í.Ì.Êîðîáîâ, À.À.Êàðàöóáà, Ã.È.Àðõèïîâ [4] è äð.

Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêóþ ñóììó ïî ïðîñòûì ÷èñëàì âèäà∑︁
𝑝≤𝑁

𝑒
2𝜋𝑖 𝑡

𝑝 ;
∑︁
𝑝≤𝑁

𝐵𝑠

(︂{︂
𝑡

𝑝

}︂)︂
;

ãäå 𝑝 ïðîáåãàåò ïðîñòûå ÷èñëà, 𝐵𝑠({𝑥}) � ôóíêöèÿ Áåðíóëëè ñ íîìåðîì 𝑠 îò äðîáíîé ÷àñòè
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà 𝑥.

Ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå îöåíêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè îò çíà÷åíèé
ìíîãî÷ëåíîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ â òåîðèè ïðîñòûõ ÷èñåë
ïðèíàäëåæàò È.Ì.Âèíîãðàäîâó [5].

Â îñíîâå îöåíîê ýòèõ ñóìì ïî ïðîñòûì ëåæàò îöåíêè ïðè íåêîòîðûõ 𝑣 ≥ 1 ñóìì, ñêðó÷åí-
íûõ ñ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèåé äåëèòåëåé ÷èñëà, èìåþùèõ âèä∑︁

𝑛≤𝑁

𝜏𝑘(𝑛)𝑒
2𝜋𝑖 𝑡

𝑛 ,
∑︁
𝑛≤𝑁

𝜏𝑘(𝑛)𝐵𝑠

(︂{︂
𝑡

𝑛

}︂)︂
,

ãäå 𝜏𝑘(𝑛)� ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ äåëèòåëåé ÷èñëà 𝑛, îáîçíà÷àþùàÿ ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
𝑛1 . . . 𝑛𝑘 = 𝑛 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘.

Ïåðâûì øàãîì çäåñü ÿâëÿþòñÿ îöåíêè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñ ðàâíîïðàâíû-
ìè ïðîìåæóòêàìè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñóììèðîâàíèÿ,

𝑀𝑠 < 𝑀 ′
𝑠 ≤𝑀𝑠,𝑀1 ≤𝑀𝑠 ≤ 2𝑀1, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟,

ò.å. ñóìì âèäà∑︁
𝑀1<𝑛1≤𝑀 ′

1

· · ·
∑︁

𝑀𝑟<𝑛𝑟≤𝑀 ′
𝑟

𝑒
2𝜋𝑖 𝑡

𝑛1...𝑛𝑟 ,
∑︁

𝑀1<𝑛1≤𝑀 ′
1

· · ·
∑︁

𝑀𝑟<𝑛𝑟≤𝑀 ′
𝑟

𝐵𝑠

(︂{︂
𝑡

𝑛1 . . . 𝑛𝑟

}︂)︂
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîäîáíû òåîðåìå È.Ì.Âèíîãðàäîâà äëÿ äçåòîâûõ
ñóìì [5]-[7](ñì. òàêæå [8, 9]).

Çäåñü ìû ïðîäîëæàåì íàøè èññëåäîâàíèÿ ïî êðàòíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ñóììàì ñ ïðî-
ñòûìè ÷èñëàìè [11, 12].

1. Формулировка основных утверждений

Теорема 1. Пусть 𝑛 ≥ 25, 𝑟 — натуральные числа,

𝑀𝑠 ≤𝑀 ′
𝑠 < 2𝑀𝑠(1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟), 1 ≤𝑀1 ≤𝑀2, . . . ,𝑀𝑟 ≤ 𝑐𝑀1, 𝑐 ≥ 1,

𝑡 =𝑀𝑛−𝜃
1 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 1,

𝑆 =

𝑀 ′
1∑︁

𝑚1=𝑀1

· · ·
𝑀 ′

𝑟∑︁
𝑚𝑟=𝑀𝑟

𝑒2𝜋𝑖𝐹 (𝑚1...𝑚𝑟), 𝐹 (𝑥) =
𝑡

𝑥
.

Тогда найдётся положительная постоянная 𝛾 такая, что

𝑆 ≪𝑀1 . . .𝑀𝑟𝑀
−𝜌
1 , 𝜌 =

𝛾

𝑚0
,𝑚0 = 𝑟

(︂
𝑛+ 𝑟

𝑟 + 1

)︂
.
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Теорема 2. Пусть 𝑟,𝑀1,𝑀
′
1, . . . ,𝑀𝑟,𝑀

′
𝑟, — натуральные числа,

𝑀𝑠 ≤𝑀 ′
𝑠 < 2𝑀𝑠(1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟), 1 ≤𝑀1 ≤𝑀2 ≤ · · · ≤𝑀𝑟,

и пусть при некотором 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟, имеем

𝑡𝑘 =
𝑡

𝑀1 . . .𝑀𝑘−1
=𝑀𝑛𝑘−𝜃𝑘

𝑘 , 0 ≤ 𝜃𝑘 < 1,

𝑆 =

𝑀 ′
1∑︁

𝑥1=𝑀1

· · ·
𝑀 ′

𝑟∑︁
𝑥𝑟=𝑀𝑟

𝑒2𝜋𝑖𝐹 (𝑥1...𝑥𝑟), 𝐹 (𝑥) =
𝑡𝑘
𝑥
.

Тогда найдётся положительная постоянная 𝛾𝑘 такая, что

𝑆(M)≪𝑀1 . . .𝑀𝑟𝑀
−𝜌𝑘
𝑘 , 𝜌𝑘 =

𝛾𝑘
𝑚0

,𝑚0 = 𝑚0(𝑛𝑘) = (𝑟 − 𝑘 + 1)

(︂
𝑛𝑘 + 𝑟 − 𝑘 + 1

𝑟 − 𝑘 + 2

)︂
.

где M = (𝑀1, . . . ,𝑀𝑟).
Теорема 3. Пусть 𝑛 ≥ 25, 𝑟 — натуральные числа, 𝑘 ̸= 0 — целое,

𝑀𝑠 ≤𝑀 ′
𝑠 < 2𝑀𝑠(1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟), 1 ≤𝑀1 ≤𝑀2, . . . ,𝑀𝑟 ≤ 2𝑀1,

𝑡 =𝑀𝑛−𝜃
1 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 1,

𝑇 =

𝑀 ′
1∑︁

𝑚1=𝑀1

· · ·
𝑀 ′

𝑟∑︁
𝑚𝑟=𝑀𝑟

𝐵𝑠(𝑡/(𝑚1 . . .𝑚𝑟)).

Тогда найдётся положительная постоянная 𝛾 такая, что

𝑇 ≪𝑀1 . . .𝑀𝑟𝑀
−𝜌
1 , 𝜌 =

𝛾

𝑚0
,𝑚0 = 𝑟

(︂
𝑛+ 𝑟

𝑟 + 1

)︂
.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Ïóñòü 𝐽 = 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘, 𝑟) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé âèäà

2𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑥𝑡11𝑗 . . . 𝑥
𝑡𝑟
𝑟𝑗 = 0, 0 ≤ 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≤ 𝑛, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≥ 0,

ãäå êàæäîå íåèçâåñòíîå 𝑥𝑖𝑗 ïðèíèìàåò âñå öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 𝑃, ïðè÷¼ì 𝑃 → ∞, à
ïîñòîÿííûå 𝑛, 𝑘, 𝑟 ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî

𝐽 = 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘, 𝑟) =

∫︁
· · ·
∫︁

Ω

|𝑆(Ω)|2𝑘 𝑑Ω,

ãäå

𝑆(Ω) = 𝑆(Ω;𝑃 ;𝑛, 𝑘, 𝑟) =
𝑃∑︁
𝑥1

· · ·
𝑃∑︁

𝑥𝑟=1

exp {2𝜋𝑖𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟)},

ïðè÷¼ì

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) =

𝑛∑︁
𝑡1=0

· · ·
𝑛∑︁

𝑡𝑟=0
𝑡1+...𝑡𝑟≤𝑛

𝛼(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥

𝑡𝑟
𝑟 ,
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ñèìâîë Ω îáîçíà÷àåò êóá ðàçìåðíîñòè 𝑚 =
(︀
𝑛+𝑟
𝑟

)︀
ñëåäóþùåãî âèäà

0 ≤ 𝛼(𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) < 1, 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟, 𝑡1 + · · ·+ 𝑡𝑟 ≤ 𝑛.

Лемма. Пусть 0 ≤ 𝜏 — целое число, 𝑘 ≥ 𝑚𝜏,𝑃 ≥ 1. Тогда для величины 𝐽 = 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘, 𝑟)
имеем оценку

𝐽 ≤ 𝐷(𝜏)𝑃 2𝑟𝑘−Δ(𝜏),

где

Δ(𝜏) = 𝑟

(︂
𝑛+ 𝑟

𝑟 + 1

)︂
− 𝑟
(︂
𝑛+ 𝑟

𝑟 + 1

)︂
(1− 1/𝑛)𝜏 , 𝐷(𝜏) = 𝑘2𝑚𝜏4𝑚𝑟2𝑛𝜏 (𝑛𝑟)2𝑛𝑟Δ(𝜏).
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Секция 1. Группы
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Ïóñòü 𝐺 = ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑚⟩ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, 𝐾 � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïî-
ëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà ëþáîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝜌 : 𝐺→ 𝐺𝐿𝑛(𝐾) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ýëåìåíòîâ 𝜌(𝑔1), . . . , 𝜌(𝑔𝑚). Ýòè ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò âñåì îïðåäåëÿ-
þùèì ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû 𝐺 è, òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî âëîæåíèå 𝜌 ↦→ (𝜌(𝑔1), . . . , 𝜌(𝑔𝑚))
ìíîæåñòâà hom(𝐺,𝐺𝐿𝑛(𝐾)) â 𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑚. Îáðàç hom(𝐺,𝐺𝐿𝑛(𝐾)) îòíîñèòåëüíî ýòîãî âëîæå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì 𝐾-ìíîãîîáðàçèåì 𝑅𝑛(𝐺) ⊂ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑚, è ýòî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàþò
ìíîãîîáðàçèåì 𝑛-ìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G ([1]).

Î ñòðóêòóðå ìíîãîîáðàçèé 𝑅𝑛(𝐺) â îáùåì ñëó÷àå èçâåñòíî íåìíîãî. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ ãðóïï òàêèå îïèñàíèÿ ïîëó÷åíû. Â ñòàòüÿõ [2] è [3] îïèñàíû ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëå-
íèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï êîìïàêòíûõ îðèåíòèðóåìûõ è íåîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé.
Â ðàáîòå [4] èññëåäîâàíû ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà äëÿ âçà-
èìíî ïðîñòûõ 𝑝 è 𝑞, â [5] ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4] ðàñøèðåíû íà ñëó÷àé íå âçàèìíî ïðîñòûõ
ïîêàçàòåëåé 𝑝 è 𝑞. Â ñòàòüå [6] îïèñàíû ñòðóêòóðà è ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïï, èìåþùèõ êîïðåäñòàâëåíèå

𝐻 = ⟨𝑥1, 𝑦1, . . . , 𝑥𝑔, 𝑦𝑔, 𝑡 | 𝑡([𝑥1, 𝑦1] . . . [𝑥𝑔, 𝑦𝑔])𝑝𝑡−1 = ([𝑥1, 𝑦1] . . . [𝑥𝑔, 𝑦𝑔])
𝑞⟩,

ãäå 𝑔 > 2, à 𝑝 è 𝑞 âçàèìíî ïðîñòû. Â ñòàòüå [7] èññëåäîâàíû ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëåíèé äâóõ
êëàññîâ ãðóïï. Ïåðâûé êëàññ ñîñòîèò èç ãðóïï ñ êîïðåäñòàâëåíèåì

𝐺 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔 |
𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 𝑥21 . . . 𝑥
2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) = 1⟩,

ãäå 𝑔 > 3, 𝑚𝑖 > 2 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑠 è 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) � ýëåìåíò â íîðìàëüíîé ôîðìå â
ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï 𝐻 = ⟨𝑎1 | 𝑎𝑚1

1 ⟩ * . . . * ⟨𝑎𝑠 | 𝑎𝑚𝑠
𝑠 ⟩ * ⟨𝑏1⟩ * . . . * ⟨𝑏𝑘⟩.
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Âòîðîé êëàññ ñîñòîèò èç ãðóïï ñ êîïðåäñòàâëåíèåì

𝐺(𝑝, 𝑞) = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔, 𝑡 | 𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 1, 𝑡𝑈𝑝𝑡−1 = 𝑈 𝑞⟩,

ãäå 𝑝 è 𝑞 � öåëûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî 𝑝 > |𝑞| ≥ 1, (𝑝, 𝑞) = 1, 𝑚𝑖 > 2 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑠, 𝑔 > 3,
𝑈 = 𝑥21 . . . 𝑥

2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) è 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) � ýëåìåíò, îïðåäåëåííûé âû-

øå. Íàéäåíû íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâëåíèé 𝑅𝑛(𝐺) è 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)),
âû÷èñëåíû èõ ðàçìåðíîñòè è äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ðàöè-
îíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Â ïðåäëàãàåìîì ñîîáùåíèè ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ ãðóïïó

𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑏𝑎−1 = 𝑏−1⟩.

Îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû � ïåðâûé øàã ê îïèñàíèþ ìíîãîîáðàçèé
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà âèäà ⟨𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑏𝑚𝑎−1 = 𝑏−𝑚⟩.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ
ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë 𝑠 è 𝑡 òàêèõ, ÷òî 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛

2 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 − 2𝑠, îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜙𝑠,𝑡

ìîðôèçì
𝜙𝑠,𝑡 : 𝐾

𝑠 ×𝐾𝑛−2𝑠 ×𝐺𝐿2(𝐾)𝑠 ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)→ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)×𝐺𝐿𝑛(𝐾),

ïåðåâîäÿùèé òî÷êó (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛−2𝑠, 𝑍1, . . . , 𝑍𝑠, 𝐴) â òî÷êó (𝑋,𝑌 ), ãäå 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐾*, 𝑍𝑖 ∈
𝐺𝐿2(𝐾), 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾) è

𝑋 = 𝐴𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎1,−𝑎1, . . . , 𝑎𝑠,−𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛−2𝑠)𝐴
−1,

𝑌 = 𝐴diag(𝑍1diag(𝑎1,−𝑎1)𝑍−1
1 , . . . , 𝑍𝑠diag(𝑎𝑠,−𝑎𝑠)𝑍−1

𝑠 ,

−𝑏1, . . . ,−𝑏𝑡, 𝑏𝑡+1, . . . , 𝑏𝑛−2𝑠)𝐴
−1.

Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç 𝑉𝑠,𝑡 çàìûêàíèå Im𝜙𝑠,𝑡 â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî. Ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå òåîðåìû.

Теорема 1. Каждая неприводимая компонента многообразия представлений 𝑅𝑛(𝐺) би-
регулярно изоморфна некоторому многообразию 𝑉𝑠,𝑡.

Теорема 2. Для размерностей неприводимых компонент справедлива формула dim𝑉𝑠,𝑡 =
𝑛2+ 𝑠. Число неприводимых компонент многообразия представлений 𝑅𝑛(𝐺) равно (𝑛+2)2/4,
если 𝑛 — четно, и (𝑛+ 1)(𝑛+ 3)/4, если 𝑛 — нечетно.

Теорема 3. Все неприводимые компоненты 𝑉𝑠,𝑡 многообразия представлений 𝑅𝑛(𝐺) яв-
ляются Q-рациональными многообразиями.
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Определение 1. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения,
если существует алгоритм, позволяющий для любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺
и любого элемента 𝑤 ∈ 𝐺 установить принадлежит ли элемент 𝑤 подгруппе 𝐻 или нет.

Èç ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ãðóïïå 𝐺 ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìà ðàâåí-
ñòâà ñëîâ.

Èç ðåçóëüòàòà Ï. Ñ. Íîâèêîâà [1], [2] ¾Îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû
òîæäåñòâà â òåîðèè ãðóïï¿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êëàññå êîíå÷íîîïðåäåëåííûõ
ãðóïï àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Определение 2. Будем говорить, что группа 𝐺 обладает свойством Хаусона, если
пересечение конечнопорожденных подгрупп 𝐻𝑖 < 𝐺, 𝑖 = 1, 2, есть конечнопорожденная
подгруппа.
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Определение 3. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема пересечения
конечнопорожденных подгрупп, если существует алгоритм, позволяющий для любых двух
конечнопорожденных подгрупп 𝐻1, 𝐻2 выписать образующие их пересечения 𝐻1 ∩ 𝐻2.

Определение 4. В группе 𝐺 разрешима проблема пересечения смежных классов конеч-
нопорожденных подгрупп, если существует алгоритм, позволяющий для любых двух под-
групп 𝐻1, 𝐻2 группы 𝐺 и любого элемента 𝑤 ∈ 𝐺 установить: пусто или не пусто пересе-
чение 𝑤𝐻1 ∩ 𝐻2.

Теорема 1. [3]. Пусть в группах 𝐺1 и 𝐺2 разрешима проблема вхождения, тогда в
группе 𝐺 = 𝐺1*𝐺2, являющейся свободным произведением групп 𝐺1 и 𝐺2 разрешима проблема
вхождения.

Теорема 2. [4]. Пусть группы 𝐺1 и 𝐺2 обладают свойством Хаусона и в них разрешимы:

1. проблема вхождения;

2. проблема пересечения подгрупп;

3. проблема пересечения смежных классов конечнопорожденных подгрупп

тогда в свободном произведении 𝐺 = 𝐺1*𝐺2 разрешима проблема пересечения подгрупп.

Теорема 3. [3], [4], [5] Пусть 𝐺 = ⟨𝐺1*𝐺2; 𝑟𝑒𝑙𝐺𝑖, 𝜑 (𝑈1) = 𝑈2⟩, где 𝑈1 < 𝐺1, 𝑈2 < 𝐺2.
𝑈1, 𝑈2 - изоморфные подгруппы, 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2, обладает свойством максимальности, тогда

1. если в 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2, разрешима проблема вхождения;

2. разрешима проблема пересечения любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻𝑖 < 𝐺𝑖, 𝑖 =
1, 2 с подгруппой 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2; ;

3. разрешима проблема пересечения смежного класса подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2 с под-
группой 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2

тогда в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения.

Óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè, íàëàãàåìîå íà îáúåäèíÿåìûå ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì. [8]

Теорема 4. [9]. Пусть 𝐺* =
⟨︀
𝐺, 𝑡; 𝑟𝑒𝑙𝐺, 𝑡−1𝑈1𝑡 = 𝜑(𝑈1)

⟩︀
, HNN-расширение группы 𝐺

с помощью изоморфных ассоциированных подгрупп 𝑈1, 𝑈2 и конструктивного изоморфизма
𝜑.

Тогда если

1. в 𝐺 разрешима проблема вхождения;

2. ассоциированные подгруппы обладают свойством максимальности;

3. в 𝐺 разрешима проблема пересечения любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 с под-
группой 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2.

4. в 𝐺 разрешима проблема пересечения смежного класса конечнопорожденных подгрупп
с подгруппой 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2;

тогда в группе 𝐺* разрешима проблема вхождения.
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Теорема 5. [9], [10] Пусть группа 𝐺 = ⟨
∏︀𝑛

𝑖=1 *𝐺𝑖; 𝑟𝑒𝑙𝐺1, 𝑟𝑒𝑙𝐺2, 𝜑𝑖𝑗 (𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖⟩ –
древесное произведение групп 𝐺𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, объединенных по изоморфным подгруппам
𝑈𝑖𝑗 < 𝐺𝑖, 𝑈𝑗𝑖 < 𝐺𝑗 с помощью фиксированного набора конструктивных изоморфизмов
{𝜑𝑖𝑗} , 𝜑𝑖𝑗 (𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖.

Тогда если подгруппы 𝑈𝑖𝑗 и 𝑈𝑗𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑗 ∈ 𝐼2 обладают условием максимальности и в
сомножителях 𝐺𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛 разрешимы:

1. проблема вхождения;

2. проблема пересечения в каждом сомножителе любой конечнопорожденной подгруппы
𝐻 < 𝐺𝑖 с подгруппами 𝑈𝑖𝑗;

3. проблема пересечения смежного класса любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖 с
подгруппами 𝑈𝑖𝑗,

то в группе разрешима проблема вхождения.

Ïóñòü 𝑆 = {𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑛, . . . } ìíîæåñòâî ãðóïï. Îáðàçóåì ìíîæåñòâî ãðóïï Ò, çàìêíó-
òîå îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ ê íèì îñíîâíûõ ñâîáîäíûõ êîíñòðóêöèé, à èìåííî:

1. åñëè 𝐺𝛼1 ∈ 𝑇, 𝐺𝛼2 ∈ 𝑇, òî ãðóïïà 𝐺𝛼1 * 𝐺𝛼2 ∈ 𝑇 ;

2. åñëè 𝐺𝛼1 , 𝐺𝛼2 ∈ 𝑇, òî ãðóïïà 𝐺= 𝐺𝛼1 *𝐶 𝐺𝛼2 ∈ 𝑇 , ãäå 𝐺 � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï
𝐺𝛼1 , 𝐺𝛼2 , îáúåäèíåííûõ ïî èçîìîðôíûì öèêëè÷åñêèì ãðóïïàì;

3. åñëè 𝐺𝛼 ∈ 𝑇 , òî 𝐺* =
⟨︀
𝐺𝛼, 𝑡; ; 𝑟𝑒𝑙𝐺𝛼, 𝑡−1𝑈𝛼𝑡 = 𝑉?

⟩︀
∈ 𝑇 , ãäå 𝐺* � HNN-ðàñøèðåíèå

ãðóïïû 𝐺?, ñ ïîìîùüþ èçîìîðôíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Теорема 6. Если в каждой из групп 𝐺𝑖 ∈ 𝑆 разрешимы проблемы:

1. вхождения;

2. пересечения любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖 с любой циклической под-
группой;

3. пересечения смежного класса любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖 с любой
циклической подгруппой;

то в любой группе 𝐺𝛼 ∈ 𝑇 разрешима проблема вхождения.

Äàííûé ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âûøåóêàçàííûõ òåîðåì è ñëåäóþùåé ëåì-
ìû.

Лемма 1. В группах 𝐺𝛼, 𝐺𝛽 и разрешимы проблемы 1)-3)

Тогда в группах 𝐺 = 𝐺𝛼 * 𝐺𝛽, 𝐺 = 𝐺𝛼 *𝐶 𝐺𝛽, где 𝐶- циклическая подгруппа, 𝐺* =⟨︀
𝐺𝛼 *𝐺𝛽, 𝑡; 𝑟𝑒𝑙𝐺𝛼, 𝑟𝑒𝑙𝐺𝛽, 𝑡−1𝑈𝛼𝑡 = 𝜑(𝑈𝛽)

⟩︀
, где 𝑈𝛼 ∈ 𝐺𝛼, 𝑈𝛽 ∈ 𝐺𝛽. 𝑈𝛼, 𝑈𝛽- изоморфные цик-

лические подгруппы, 𝜑 – конструктивный изоморфизм, разрешимы проблемы 1)-3).

Èç îñíîâíîé òåîðåìû ïîëó÷àåì
Следствие. Â äðåâåñíîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï 𝐺𝑖 ∈ 𝑆 â êàæäîé èç êîòîðûõ ðàçðåøèìû

ïðîáëåìû 1)-3) ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì ðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ.
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Ãðóïïû ñ ìàëûì ñîêðàùåíèåì áûëè îïðåäåëåíû Ð. Ëèíäîíîì [1], ðåøèâøèì â äàííîì
êëàññå ãðóïï ïðîáëåìó ðàâåíñòâà ñëîâ.

Ê äàííîìó êëàññó ãðóïï îòíîñÿòñÿ ãðóïïû 𝐶 (4)&𝑇 (4), 𝐶 (6)&𝑇 (3), 𝐶 (3)&𝑇 (6), êîòîðûå
áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ãðóïïû ñ óñëîâèåì 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞) [1].

Ï. Øóïï ðåøèë â äàííûõ êëàññàõ ãðóïï ïðîáëåìó ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ. [1].
Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ Ð. Ëèíäîí èñïîëüçóåò ïîëó÷åííûé èì ìåòîä äèà-

ãðàìì. [1]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ Ï. Øóïïîì áûëè ââåäåíû êîëüöåâûå
äèàãðàììû. [1].

Â. Í. Áåçâåðõíèì [2]. áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñïåöèàëüíîãî ñîêðàùåíèÿ ñëîâ äëÿ ãðóïï
ñ óñëîâèåì 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞). Äàííîå ïîíÿòèå ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ðåøåíèå ïðîáëåì
ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â êëàññàõ ãðóïï 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞), à òàêæå ïîçâîëèëî îïèñàòü
ñòðóêòóðó äèàãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâåíñòâó ñëîâ è êîëüöåâûå äèàãðàììû. Òàêæå ïîç-
âîëèëî ðåøèòü ïðîáëåìó îáîáù¼ííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ è äîêàçàòü, ÷òî öåíòðàëèçàòîð êî-
íå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû 𝐻 < 𝐺, ãäå 𝐺 åñòü ïîäãðóïïà ñ óñëîâèåì 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞) , êîíå÷íî
ïîðîæäåí è íåêîòîðûå äðóãèå ïðîáëåìû.

Определение 1. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема степенной со-
пряженности слов, если существует алгоритм, позволяющий для любых двух слов 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐺
установить, существует ли 𝑧 ∈ 𝐺 и 𝑘, 𝑚 ∈ Z удовлетворяющие уравнению

𝑧−1𝑤𝑘𝑧 = 𝑣𝑚. (1)

Определение 2. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема степени, если су-
ществует алгоритм, позволяющий для любых двух слов 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐺 установить, существует
ли 𝑘, 𝑚 ∈ Z удовлетворяющие уравнению

𝑤𝑘 = 𝑣𝑚. (2)

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì îñíîâíûå âèäû ñîêðàùåíèÿ ñëîâ â êëàññàõ ãðóïï 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞).
Ïóñòü ãðóïïà 𝐺 èìååò ñëåäóþùåå êîïðåäñòàâëåíèå

𝐺 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛; 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑚⟩

ãäå ìíîæåñòâî ℛ = {𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑚} - ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèçîâàííûì è îáëàäàåò ñâîéñòâîì
𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞) .

Èç òåîðèè âàí Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñëîâî 𝑤 ∈ 𝐺 ðàâíî åäèíèöå â ãðóïïå 𝐺 è 𝑤 ̸= 1
â ñâîáîäíîé ãðóïïå, òî ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ, îäíîñâÿçíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ äèàãðàììà Ì íàä ℛ,
òàêàÿ ÷òî ìåòêà êàæäîé îáëàñòè 𝐷 ∈𝑀 åñòü íåêîòîðîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå 𝑟𝑗 ∈ ℛ, à
ìåòêà ãðàíè÷íîãî öèêëà 𝜕𝑀 åñòü ñëîâî 𝑤.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñëîâà 𝑣, 𝑤 ñîïðÿæåíû â 𝐺 òàê êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò êîëü-
öåâàÿ äèàãðàììà Ì íàä ℛ ñ ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè 𝜑(𝛾) = 𝑤, 𝜑(𝛿) = 𝑣, ãäå 𝛾, 𝛿 ãðàíè÷íûå
öèêëû 𝑀 .
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×åðåç 𝑑(𝐷) îáîçíà÷èì ÷èñëî ðåáåð îáëàñòè 𝐷, ÷åðåç 𝑖(𝐷)÷èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð îáëàñòè
𝐷.

Ïóñòü ãðóïïà 𝐺 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝐶 (4)&𝑇 (4).

Определение 3. Граничную область 𝐷 ∈ 𝑀 назовем деновской, если 𝑖(𝐷) ∈ {0, 1},
причем 𝜕𝐷 ∩ 𝜕𝑀 есть правильная последовательная часть 𝜕𝑀 . [1]

Определение 4. Удаление 𝜕𝐷∩𝜕𝑀 назовем ℛ- сокращением диаграммы М и, соответ-
ственно, ℛ- сокращением слова 𝑤.

Определение 5. [2]. Поддиаграмма Π =
⋃︀𝑚

𝑖=1𝐷𝑖 диаграммы 𝑀 над группой с условием
𝐶 (4)&𝑇 (4) называется специальной полосой, если она удовлетворяет следующим условиям:

1. Множество 𝜕Π ∩ 𝜕𝑀 является правильной последовательной частью 𝜕𝑀 ;

2. Множество 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝑀, 1 6 𝑗 6 𝑚, связно и является правильной последовательной
частью 𝜕𝑀 ;

3. 𝑖 (𝐷1) = 𝑖 (𝐷𝑚) = 2; 𝑖(𝐷2) = 𝑖(𝐷3) = . . . = 𝑖(𝐷𝑛−1) = 3

4. 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝐷𝑗+1 = 𝑒𝑗 – ребро, 1 6 𝑗 < 𝑚;

5. 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝐷𝑖 = ∅, при |𝑖− 𝑗| > 1.

Определение 6. [2]. Удаление пути 𝜕Π∩𝜕𝑀 называется специальным ℛ- сокращением
и обозначается ℛ*.

Ïóñòü ñëîâî 𝑤 çàïèñàíî ïî ãðàíèöå îêðóæíîñòè, òîãäà ℛ è ℛ*- ñîêðàùåíèÿ öèêëè÷åñêîãî
ñëîâà 𝑤 íàçîâåì öèêëè÷åñêèì ℛ è ℛ*- ñîêðàùåíèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖𝑤‖ - ÷èñëî êóñêîâ â çàïèñè ñëîâà 𝑤.
Åñëè ñðåäè ãðàíè÷íûõ îáëàñòåé 𝐷𝑗 , 1 6 𝑗 6 𝑚 äèàãðàììû 𝑀 c 𝜕𝑀 = 𝛾, 𝜑(𝛾) = 𝑤

ñîäåðæèòñÿ îáëàñòü 𝐷𝑗 ñ 𝑖 (𝐷𝑗) = 2 è äëÿ ëþáîé äðóãîé îáëàñòè 𝐷𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 (𝐷𝑖) = 3,
𝜕𝐷𝑖 ∩ 𝜕𝐷𝑖+1 = 𝑒𝑖, 1 6 𝑖 < 𝑚 , 𝜕𝐷1 ∩ 𝜕𝐷𝑚 = 𝑒𝑚, òî óäàëèâ ãðàíèöó 𝛾 = 𝜕𝑀 ïîëó÷èì
äèàãðàììó 𝑀

′
, 𝜕𝑀

′
= 𝛾

′
è ||𝜑(𝛾′

)|| < ‖𝜑 (𝛾)‖. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçîâåì öèêëè÷åñêèì
ñîêðàùåíèåì 𝑤 è îáîçíà÷èì ℛ𝑐

Лемма 1. Пусть 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐺, где 𝐺 группа с условием 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞), причем слова 𝑣 и 𝑤 ℛ
и ℛ*- несократимы, и 𝑣 = 𝑤 в группе 𝐺, тогда ‖𝑤‖ = ‖𝑣‖.

Лемма 2. Пусть 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐺, где 𝐺 группа с условием 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞), причем слова 𝑣 и 𝑤
ℛ𝑐, ℛ и ℛ*- несократимы, и пусть 𝑣𝑛 = 𝑤𝑀 , тогда 𝑚 = 𝑛.

Лемма 3. Пусть 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐺, где 𝐺 группа с условием 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞), причем слова 𝑣 и
𝑤 ℛ𝑐, ℛ и ℛ*- несократимы, и пусть 𝑣, 𝑤 удовлетворяют соотношениям: ‖𝑤‖ = ‖𝑣‖ и
𝑧−1𝑤𝑚 𝑧 = 𝑣𝑛, где 𝑧 ∈ 𝐺 и 𝑛, 𝑚 ∈ Z, тогда 𝑚 = 𝑛.

Åñëè ‖𝑤‖ ≠ ‖𝑣‖, òî ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ âèäà

𝑧−1𝑤𝑛 𝑧 = 𝑣𝑛 (3)

Теорема 1. Существует алгоритм, позволяющий для любых слов 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐺, где группа
𝐺 удовлетворяет условию 𝐶 (4)&𝑇 (4) , установить сопряжены ли некоторые степени этих
слов в 𝐺.
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Теорема 2. В группах с условием 𝐶 (4)&𝑇 (4) разрешима проблема степени.

Ïóñòü ãðóïïà 𝐺 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝐶 (6)&𝑇 (3).

Определение 7. Граничную область 𝐷 ∈ 𝑀 назовем деновской, если 𝑖(𝐷) ∈ {0, 1, 2},
причем 𝜕𝐷 ∩ 𝜕𝑀 есть правильная часть 𝜕𝑀 .

Определение 8. [2]. Поддиаграмма Π =
⋃︀𝑚

𝑖=1𝐷𝑖 диаграммы 𝑀 над группой с условием
𝐶 (6)&𝑇 (3) называется специальной полосой, если она удовлетворяет следующим условиям:

1. Множество 𝜕Π ∩ 𝜕𝑀 является правильной последовательной частью 𝜕𝑀 ;

2. Множество 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝑀, 1 6 𝑗 6 𝑚, связно и является правильной последовательной
частью 𝜕𝑀 ;

3. 𝑖 (𝐷1) = 𝑖 (𝐷𝑚) = 3𝑖(𝐷2) = 𝑖(𝐷3) = 𝑖(𝐷𝑚−1) = 4;

4. 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝐷𝑗+1 = 𝑒𝑗 – ребро, 1 6 𝑗 < 𝑚;

5. 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝐷𝑖 = ∅, при |𝑖− 𝑗| > 1.

Ñîêðàùåíèÿ ℛ𝑐, ℛ è ℛ* è öèêëè÷åñêèå ℛ𝑐, ℛ è ℛ* ñîêðàùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
ãðóïïàì ñ óñëîâèåì 𝐶 (4)&𝑇 (4).

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå âûøå òèïû ñîêðàùåíèé è ëåììû 1-3 ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå
òåîðåìû.

Теорема 3. В группах 𝐺 с условием 𝐶 (6)&𝑇 (3) разрешима проблема степенной сопря-
женности слов.

Теорема 4. В группах с условием 𝐶 (6)&𝑇 (3) разрешима проблема степени.

Ïóñòü ãðóïïà 𝐺 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝐶 (3)&𝑇 (6).

Определение 9. Граничную область 𝐷 ∈ 𝑀 назовем деновской, если 𝑖(𝐷) ∈ {0, 1},
причем 𝜕𝐷 ∩ 𝜕𝑀 есть правильная последовательная часть 𝜕𝑀 .

Определение 10. [2]. Поддиаграмма Π =
⋃︀𝑚

𝑖=1𝐷𝑖 диаграммы 𝑀 над группой с условием
𝐶 (3)&𝑇 (6) называется специальной полосой, если она удовлетворяет следующим условиям:

1. Множество 𝜕Π ∩ 𝜕𝑀 является правильной последовательной частью 𝜕𝑀 ;

2. Множество 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝑀, 1 6 𝑗 6 𝑚, связно и является правильной последовательной
частью 𝜕𝑀 ;

3. 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝐷𝑗+1 = 𝑒𝑗 – ребро, 1 6 𝑗 < 𝑚;

4. при 𝑛 = 3, 𝑖 (𝐷1) = 𝑖 (𝐷2) = 𝑖 (𝐷3) = 2

5. при 𝑛 > 3, и, 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑖 (𝐷1) = 𝑖 (𝐷2) = 𝑖 (𝐷𝑘−1) = 𝑖 (𝐷𝑘) = 2, 𝑖 (𝐷3) = 𝑖 (𝐷5) =
· · · = 𝑖 (𝐷𝑘−2) = 3, (𝐷4) = 𝑖 (𝐷6) = · · · = 𝑖 (𝐷𝑘−3) = 2;

6. 𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝜕𝐷𝑖 = ∅, при |𝑖− 𝑗| > 1.
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Ñïåöèàëüíîé ïîëîñå ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíîå ñîêðàùåíèå ãðàíè÷íîãî öèêëà 𝜕𝑀 è, ñî-
îòâåòñòâåííî, ℛ*- ñîêðàùåíèå ñëîâ 𝑤 ∈ 𝐺.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòêîé ëþáîãî ðåáðà äèàãðàììû íàä ℛ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
𝐶 (3)&𝑇 (6) ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèé ãðóïïû 𝐺 [3] .

Ñîêðàùåíèÿ ℛ𝑐, ℛ è ℛ* è öèêëè÷åñêèå ℛ𝑐, ℛ è ℛ* ñîêðàùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
ãðóïïàì ñ óñëîâèåì 𝐶 (4)&𝑇 (4).

Ïóñòü 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑀 - ãðàíè÷íûå îáëàñòè äèàãðàììû 𝑀 ñ 𝜕𝑀 = 𝛾, ãäå 𝜑(𝛾) = 𝑤. Ïóñòü
𝜕𝐷1 ∩ 𝜕𝐷2 = 𝑒1, . . . , 𝜕𝐷1 ∩ 𝜕𝐷𝑚 = 𝑒𝑚 𝑖 (𝐷1) = 𝑖 (𝐷2) = 2, 𝑖 (𝐷3) = 𝑖 (𝐷5) = · · · = 𝑖 (𝐷𝑚) =
3, 𝑖 (𝐷4) = 𝑖 (𝐷6) = · · · = 𝑖 (𝐷𝑚−1) = 2

òîãäà óäàëåíèå ãðàíèöû 𝛾 íàçîâåì 𝑅𝑐-ñîêðàùåíèåì äèàãðàììû 𝑀, è, ñîîòâåòñòâåííî 𝑅𝑐 -
ñîêðàùåíèåì ñëîâà 𝑤.

Âûïîëíèì ℛ𝑐 ñîêðàùåíèå ñëîâà 𝑤, ñîïðÿãàÿ ñëîâî 𝑤 ýëåìåíòîì ? (𝑒𝑚) , ãäå 𝑒𝑚 = 𝜕𝐷1 ∩
𝜕𝐷𝑀 .

Теорема 5. В группах 𝐺 с условием 𝐶 (3)&𝑇 (6) разрешима проблема степенной сопря-
женности слов.

Теорема 6. В группах с условием 𝐶 (3)&𝑇 (6) разрешима проблема степени.

Òàêèì îáðàçîì èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò

Теорема 7. В группах с условием 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞) разрешимы проблемы степенной сопря-
женности слов и проблемы степени.

Òåîðåìû 3 è 4 ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ ïðîáëåì ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè è
ñòåïåíè â ãðóïïàõ Êîêñòåðà è Àðòèíà áîëüøîãî òèïà.

Ãðóïïîé Àðòèíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, çàäàííàÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ 𝜎1,
𝜎2,. . . , 𝜎𝑛 è êîíå÷íîé ñèñòåìîé îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝜎𝑗𝜎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 , ãäå ⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩ =
𝜎𝑖𝜎𝑗𝜎𝑖𝜎𝑗 . . . . ñëîâî èç ÷åðåäóþùèõñÿ îáðàçóþùèõ 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 äëèíû𝑚𝑖𝑗 ;𝑚𝑖𝑗 - ÷èñëî ìàòðèöû Êîêñ-
òåðà 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé ãðóïïå 𝑚𝑖𝑗 ∈ {2, 3, . . . , 𝑛, . . . } ïðè÷åì ∀𝑖, 𝑚𝑖𝑖 = 1

Òàêèì îáðàçîì êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Àðòèíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

𝐺 =
⟨︀
𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛; ⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝜎𝑗𝜎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 , 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛

⟩︀
Êàæäîé ãðóïïå Àðòèíà ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà Êîêñòåðà, èìåþùàÿ êîïðåäñòàâëåíèå

𝐺 =
⟨︀
𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛; ⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝜎𝑗𝜎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 , ?𝑖

2 = 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛
⟩︀

Ãðóïïà Àðòèíà (Êîêñòåðà) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áîëüøîãî (ýêñòðàáîëüøîãî) òèïà åñëè 𝑚𝑖𝑗 >
3, (𝑚𝑖𝑗 > 3).

Теорема 8. В группах Кокстера большого (экстрабольшого) типа разрешимы проблемы
степенной сопряженности слов и проблемы степени.

Теорема 9. В группах Артина большого (экстрабольшого) типа разрешимы проблемы
степенной сопряженности слов и проблемы степени.
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Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðóïïàõ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Ï.Ñ. Íîâèêîâ äîêàçàë, ÷òî â êëàññå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðóïï ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè
ñëîâ ðåøåíà. [1] Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â êëàññå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðóïï
òàêæå àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò èíòåðåñ âûäåëåíèÿ êëàññà ãðóïï, â
êîòîðûõ äàííàÿ ïðîáëåìà ðàçðåøèìà.

Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâ â 19967 ãîäó äîêàçàë, ÷òî â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ ïðîáëåìà ñîïðÿæåí-
íîñòè ïîäãðóïï àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà. [2]

Â 1970 ãîäó Â.Í. Áåçâåðõíèì áûëî ïîëó÷åíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû
â ãðóïïàõ òîðè÷åñêîãî óçëà. [3] Â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï áûëî äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ
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ïðîáëåìà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, åñëè â ñîìíîæèòåëÿõ ðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäå-
íèÿ è ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï. [4]

Â. Í. Áåçâåðõíèé äîêàçàë, ÷òî â ãðóïïå 𝐺, ÿâëÿþùåéñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì, ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåí-
íîñòè ïîäãðóïï [5], à òàêæå èì áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñâîáîäíûõ
ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì ïî èçîìîðôíûì ïîäãðóïïàì ðàíãà ÷åòûðå, â êîòîðîé ïðîáëåìà ñîïðÿ-
æåííîñòè ïîäãðóïï àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. [6]

Â äðåâåñíîì ïðîèçâåäåíèè áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì Å.Ñ. Ëîãà÷åâîé
áûëî äîêàçàíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû. [7]

Îñíîâíîé öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï
â äðåâåñíîì ïðîèçâåäåíèè ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì.

Îïðåäåëèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü.

Определение 1. В группе 𝐺 разрешима проблема вхождения, если существует алго-
ритм, позволяющий для любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺 и любого элемента
𝑤 ∈ 𝐺, установить принадлежит ли 𝑤 подгруппе 𝐻.

Определение 2. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема пересечения лю-
бых двух конечнопорожденных подгрупп 𝐻1 и 𝐻2, если существует алгоритм, позволяющий
выписать образующие их пересечения.

Определение 3. В группе 𝐺 разрешима проблема персечения смежных классов конеч-
нопорожденных подгрупп, если существует алгоритм, позволяющий для любых конечнопо-
рожденных подгрупп 𝐻1 и 𝐻2 из 𝐺 и любого элемента 𝑤 ∈ 𝐺 установить, пусто или не
пусто пересечение 𝑤𝐻1 ∩𝐻2.

Определение 4. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема сопряженности
подгрупп, если существует алгоритм позволяющий для любых конечнопорожденных под-
групп 𝐻1 и 𝐻2 ответить сопряжены ли они в 𝐺, то есть существует ли элемент 𝑧 ∈ 𝐺,
такой что 𝑧−1𝐻1𝑧 = 𝐻2.

Ïóñòü
𝐺Γ = ⟨

∏︁𝑛

𝑖=1
* 𝐹𝑖;𝑢

𝑝𝑖𝑗
𝑖𝑗 = 𝑣

𝑞𝑗𝑖
𝑗𝑖 ⟩− (1)

äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå ñâîáîäíûõ ãðóïï 𝐹𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì, ãäå 𝑢𝑖𝑗 ∈
𝐹𝑖, 𝑣𝑗𝑖 ∈ 𝐹𝑗 .

Â ãðóïïå 𝐺Γ ðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ [8]; Γ - äåðåâî-ãðàô ñîîòâåòñòâóþùèé ãðóïïå
𝐺Γ. Ïóñòü 𝑣𝑛 - êîíå÷íàÿ âåðøèíà ãðàôà Γ è 𝐹𝑛 - ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñîîòâåòñòâóþùàÿ 𝑣𝑛 , è
𝑣𝑛−1 - âåðøèíà Γ, ñîåäèíåííàÿ ñ 𝑣𝑛 ðåáðîì (𝑣𝑛−1; 𝑣𝑛), 𝐹𝑛−1 ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå 𝑣𝑛−1 è
ïóñòü 𝑢𝑝𝑛,𝑛−1

𝑛,𝑛−1 = 𝑣
𝑞𝑛−1,𝑛

𝑛−1,𝑛 , ãäå 𝑢𝑛−1 ∈ 𝐹𝑛−1,𝑣𝑛 ∈ 𝐹𝑛 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′ - ãðàô, ïîëó÷åííûé èç Γ
óäàëåíèåì âåðøèíû 𝑣𝑛. 𝐺Γ′ - ãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó Γ′. Òîãäà èìååì

𝐺Γ = ⟨𝐺Γ′ * 𝐹𝑛;𝑢
𝑝𝑛,𝑛−1

𝑛,𝑛−1 = 𝑣
𝑞𝑛−1,𝑛

𝑛−1,𝑛 ⟩. (2)

Лемма 1. [9] В группе 𝐺Γ алгоритмически разрешима проблема пересечения любой цик-
лической подгруппы 𝐹𝑖 группы 𝐺Γ.

Лемма 2. [9] В группе 𝐺Γ алгоритмически разрешима проблема пересечения смежных
классов любой циклической подгруппы 𝐻, 𝐻 < 𝐺Γ.

Âàæíûì ïîíÿòèåì, èñïîëüçóåìûì ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â ãðóï-
ïå 𝐺Γ, ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ, îïðåäåëåííîå Áåçâåðõíèì Â.Í. â [10].

Â ñòàòüå [8] äîêàçàíà:
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Теорема 1. [8] Пусть 𝐺 = ⟨
∏︀

𝑖 * 𝐺𝑖; 𝑟𝑒𝑙𝐺𝑖, 𝜑𝑖𝑗(𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖⟩, где 𝑈𝑖𝑗 < 𝐺𝑖, 𝑈𝑗𝑖 < 𝐺𝑗, 𝜑𝑖𝑗 -
изоморфизм подгрупп 𝑈𝑖𝑗 , 𝑈𝑗𝑖, есть древесное произведение групп 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 с объединением
по циклическим подгруппам 𝑈𝑖𝑗 , 𝑈𝑗𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑗 ∈ 𝐼2. Тогда если:

1) объединяемые подгруппы 𝑈𝑖𝑗 , 𝑈𝑗𝑖 обладают свойством максимальности;

2) в сомножителях 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, разрешима проблема вхождения;

3) в каждом сомножителе 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, разрешима проблема пересечения смежных классов
любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻,𝐻 < 𝐺𝑖 с подгруппой 𝑈𝑖𝑗;

4) в 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, разрешима проблема пересечения любой конечнопорожденной подгруппы
𝐻,𝐻 < 𝐺𝑖 с подгруппой 𝑈𝑖𝑗.

Тогда в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения и существует алгоритм, преобразую-
щий систему образующих подгруппы 𝐻 в специальное множество, порожденное 𝐻.

Ïóñòü îáðàçóþùèå ïîäãðóïïû 𝐻 ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè îáðàçóþùèìè, òîãäà îíà èìå-
åò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå: 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), ãäå ⟨𝑀0⟩ - ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, 𝑆 - ïîðîæäåíî
ïîäãðóïïàìè:

(𝑀1) ≤ (𝑀2) ≤ ... ≤ (𝑀𝑘),

ãäå (𝑀𝑖) = 𝑔𝑖𝐶𝑖𝑔
−1
𝑖 , 𝐶𝑖 - ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿñÿ â îäíîì èç ñîìíîæèòåëåé 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

ãðóïïû 𝐺.
Ïîäãðóïïó 𝐻, ïîðîæäåííóþ ñïåöèàëüíûì ìíîæåñòâîì áóäåì îáîçíà÷àòü 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆).

Лемма 3. Пусть подгруппа 𝐻 порождена различными специальными множествами:
𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀 ′

0, 𝑆
′), где

𝑆 : (𝑀1) ≤ (𝑀2) ≤ ... ≤ (𝑀𝑘1),

𝑆′ : (𝑀 ′
1) ≤ (𝑀 ′

2) ≤ ... ≤ (𝑀 ′
𝑘2).

Тогда для любой подгруппы (𝑀𝑖) существует подгруппа (𝑀 ′
𝑗) и слово 𝑤𝑖𝑗 ∈ 𝐻 такие, что

𝑤𝑖𝑗(𝑀𝑖)𝑤
−1
𝑖𝑗 = (𝑀 ′

𝑗).

Èñïîëüçóÿ äàííûå ïðåäûäóùåé ëåììû, ïîëó÷àåì

Лемма 4. Пусть подгруппы 𝐻1 и 𝐻2 сопряжены в 𝐺 , то есть существует 𝑧 ∈ 𝐺,
что 𝑧−1𝐻1𝑧 = 𝐻2, и пусть 𝐻1 имеет представление 𝐻1 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆1), 𝑆1 : (𝑀1) ≤ (𝑀2) ≤
... ≤ (𝑀𝑘1); 𝐻2 имеет представление 𝐻2 = 𝑔𝑝(𝑀 ′

0, 𝑆
′
1), 𝑆

′
1 : (𝑀 ′

1) ≤ (𝑀 ′
2) ≤ ... ≤ (𝑀 ′

𝑘2
). Тогда

существуют 𝑖, 𝑗 и слово 𝑤 ∈ 𝐻2, такие что 𝑤−1𝑧
−1(𝑀𝑖)𝑧𝑤 = (𝑀 ′

𝑗).

Теорема 2. Пусть в любой группе 𝐺1, являющейся древесным произведением свободных
групп 𝐹𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, где 𝑚 < 𝑛, c циклическим объединением, разрешима проблема сопря-
женности подгрупп. Тогда в группе 𝐺Γ, 𝐺Γ - древесное произведение свободных групп 𝐹𝑗,
1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, с циклическим объединением, разрешима проблема сопряженности подгрупп.
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Âîïðîñ îá îïèñàíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï â êëàññå ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñî-
îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì, òàê êàê ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû îáëàäàþò ðÿäîì öåí-
íûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ è êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå íåñïðàâåäëèâû â êëàññå êîíå÷íî
ïðåäñòàâëåííûõ ãðóïï â îáùåì. Íàïðèìåð, â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïïàõ ðàçðåøèìû ïðîáëåìû
ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ. Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ôàêòîðîâ äàë Ì. Ãðî-
ìîâ, à àëãåáðàè÷åñêîå È. Ã. Ëûñåíîê. Â êëàññå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ Ç. Ñåëîì
ðåøåíà ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà. Ð.È. Ãðèãîð÷óê è Ã. Ô. Êóð÷àíîâ äàëè îïèñàíèå ðåøåíèé
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êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïïàõ. À.Þ. Îëüøàíñêèé äîêàçàë, ÷òî âñå
íåýëåìåíòàðíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ SQ-óíèâåðñàëüíûìè.

Ïóñòü 𝐺 = ⟨𝐴;𝑅⟩ � êîíå÷íîîïðåäåëåííàÿ ãðóïïà ñî ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ 𝐴 è ìíîæå-
ñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé 𝑅. Ñëîâî 𝑤 ∈ 𝐹 (𝐴) , ãäå 𝐹 (𝐴)-ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ðàâíî
åäèíèöå â 𝐺 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

𝑤 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑆𝜖𝑖
𝑖 𝑅

𝜖
𝑖𝑆

−𝜖𝑖
𝑖 (1)

â ñâîáîäíîé ãðóïïå 𝐹 (𝐴) , ãäå 𝑆𝑖 ∈ 𝐹 (𝐴) , 𝜖𝑖, 𝜖 ∈ {±1} , 𝑅𝑖 ∈ 𝑅 è 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}.
×åðåç 𝐿(𝑤) îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå öåëîå n äëÿ êîòîðîãî ñëîâî 𝑤 ïðåäñòàâèìî â âèäå (1).

Êîíå÷íîîïðåäåëåííóþ ãðóïïó 𝐺 íàçîâåì ãèïåðáîëè÷åñêîé [1], åñëè 𝐿(𝑤) îãðàíè÷åíà ñâåðõó
ëèíåéíîé ôóíêöèåé 𝑐 |𝑤| , çàâèñÿùåé îò äëèíû ñëîâà 𝑤 è êîíñòàíòû 𝑐.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó 𝐺* =
⟨︀
𝑎, 𝑏, 𝑡; 𝑡−1𝑎𝑡 = 𝑣, 𝑡−1𝑏𝑡 = 𝑤

⟩︀
, ÿâëÿþùóþñÿ HNN-ðàñøèðåíèåì

ñâîáîäíîé ãðóïïû 𝐹 = ⟨𝑎, 𝑏⟩. 𝑣 = 𝑣 (𝑎, 𝑏) , 𝑤 = 𝑤(𝑎, 𝑏), ïðè÷åì ñëîâà 𝑣, 𝑤 óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ: 𝑣, 𝑤 - öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìû è

â ïðîèçâåäåíèÿõ 𝑣𝜖𝑤𝛿, 𝑤𝛿𝑣𝜖, 𝜖, 𝛿 ∈ {±1} íåò ñîêðàùåíèé. (*)

Теорема 1. Пусть 𝐹 = ⟨𝑎, 𝑏⟩ свободная группа, пусть слова 𝑣, 𝑤 удовлетворяют
условию (*), тогда если слова 𝑣, 𝑤 имеют вид 1)-5)

1. 𝑣 = 𝑢𝑘, 𝑤 = 𝑤 (𝑎, 𝑏)− произвольное слово от образующих 𝑎, 𝑏 удовлетворяющее усло-
вию (*);

2. 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦, то есть 𝑣𝑤 = (𝑥𝑦)𝑘+𝑝+1 = 𝑢𝑠;

3. 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑣𝑝(𝑥𝑦)𝑙;

4. 𝑣 = 𝑥𝑦, 𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥;

5. 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝;

то группа 𝐺* =
⟨︀
𝑎, 𝑏, 𝑡; ; 𝑡−1𝑎𝑡 = 𝑣, 𝑡−1𝑏𝑡 = 𝑤

⟩︀
не является гиперболической, в остальных

случаях группа 𝐺* является гиперболической.
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Ëîêàëüíûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ𝐴 è𝐵 îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà
𝑝-àäè÷åñêèìè ìàòðèöàìè 𝐴𝑊 = (𝛼 𝛽) è 𝐵𝑊 = (𝑝𝛼 𝛽) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ìàêñèìàëüíûõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì 𝑊 â äàííûõ ãðóïïàõ. Â [1] (ñì. òàêæå [2], Ïðåäëîæåíèå 1.1 èëè
[3], Ïðåäëîæåíèå 25.7) ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî {𝛼, 𝛽} àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî íàä
ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, òî íåðàçëîæèìûå 𝑝-ëîêàëüíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ 𝐴 è 𝐵
êâàçèèçîìîðôíû, íî íå èçîìîðôíû.

Àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿжесткой, åñëè å¼ ýíäîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ óìíî-
æåíèÿìè íà ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Æåñòêèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íåðàçëîæèìûìè ãðóï-
ïàìè.

Предложение 1. Если 𝑝-локальная группа без кручения 𝐴 (или 𝐵) является жёсткой,
то группы 𝐴 и 𝐵 квазиизоморфны, но не изоморфны.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1.2.3 èç [4] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Теорема 1. Существуют изоморфные неразложимые 𝑝-локальные группы без кручения
𝐴 и 𝐵 с 𝑝–адическими матрицами 𝐴𝑊 = (𝛼 𝛼2) и 𝐵𝑊 = (𝑝2𝛼 𝛼2), где 𝑝-адическое число 𝛼
является корнем минимального полинома 3-ей степени над Q.
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Â ðàáîòå âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû êîíå÷íû. Â îïðåäåëåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäóåì
[1]. Классом групп íàçûâàþò âñÿêóþ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, ñîäåðæàùóþ âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé
ãðóïïîé 𝐺 è âñå ãðóïïû, èçîìîðôíûå 𝐺. Êëàññ ãðóïï F íàçûâàåòñÿ классом Фиттинга, åñëè F
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï è ïðîèçâåäåíèé íîðìàëüíûõ F-ïîäãðóïï.
Åñëè F � íåïóñòîé êëàññ Ôèòòèíãà, òî â ëþáîé ãðóïïå 𝐺 ñóùåñòâóåò íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ
F-ïîäãðóïïà, êîòîðóþ íàçûâàþò F-радикалом 𝐺 è îáîçíà÷àþò 𝐺F. Ïîäãðóïïó 𝑉 ãðóïïû 𝐺
íàçûâàþò F-инъектором, åñëè 𝑉 ∩𝑁 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé èç ïîäãðóïï 𝐺, ïðèíàäëåæàùèõ
F, äëÿ ëþáîé ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû 𝑁 ãðóïïû 𝐺.

Îñíîâîïîëàãàþùèì ðåçóëüòàòîì â òåîðèè êëàññîâ Ôèòòèíãà ðàçðåøèìûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà Ãàøþöà, Ôèøåðà è Õàðòëè [2], êîòîðàÿ îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Ñèëîâà è
Õîëëà è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: для любого класса Фиттинга F в каждой группе 𝐺 существу-
ют F-инъекторы и любые два из них сопряжены в 𝐺. Ðàçâèòèå òåîðåìû Ãàøþöà-Ôèøåðà-
Õàðòëè îñóùåñòâëÿëîñü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, îñëàáëåíèå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè,
âî-âòîðûõ, îïèñàíèå ñòðóêòóðû èíúåêòîðîâ è èõ õàðàêòåðèçàöèÿ. Ðåøåíèþ ïåðâîé çàäà÷è
áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ë. À. Øåìåòêîâà [3], Â. Ãî è Í. Ò. Âîðîáüåâà [4].

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëÿþùèì â ðåøåíèè óêàçàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûé ìåòîä
èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìûõ ãðóïï ïîñðåäñòâîì ðàäèêàëîâ è êëàññîâ Ôèòòèíãà, êîòîðûé âïåðâûå
áûë ïðåäëîæåí Á. Õàðòëè [5]. Â ñåðèè ðàáîò À. Í. Ñêèáû [6, 7] áûë ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé
ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ãðóïï è èõ êëàññîâ ïðè ïîìîùè íàëè÷èÿ ó íèõ 𝜎-ñâîéñòâ, êîòîðûé áûë
äóàëèçèðîâàí äëÿ ëîêàëüíûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà â [8] è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, 𝜋 ⊆ P è 𝜋′ = P ∖ 𝜋. Ñèìâîëîì 𝜋(𝑛) îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 𝑛, 𝜋(𝐺) = 𝜋(|𝐺|) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòå-
ëåé ãðóïïû 𝐺. Ïóñòü 𝜎 � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå P, ò.å. 𝜎 = {𝜎𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}, P = ∪𝑖∈𝐼𝜎𝑖 è 𝜎𝑖 ∪ 𝜎𝑗 = ∅
äëÿ âñåõ 𝑖 ̸= 𝑗; 𝜎(𝑛) = {𝜎𝑖 : 𝜎𝑖 ∩ 𝜋(𝑛) ̸= ∅} è 𝜎(𝐺) = 𝜎(|𝐺|).

Íàïîìíèì, ÷òî произведением FH классов групп F è H íàçûâàþò êëàññ ãðóïï (𝐺 : ∃𝑁 �𝐺,
𝑁 ∈ F è 𝐺/𝑁 ∈ H); произведением F ◇H классов Фиттинга F è H íàçûâàþò êëàññ ãðóïï (𝐺 :
𝐺/𝐺F ∈ H). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè H çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ,
òî FH = F ◇ H (ñì. [1, ñòð. 566]). Áîëåå òîãî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ëþáûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà
ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êëàññîâ Ôèòòèíãà àññîöèàòèâíà [1, òåîðåìà
IX.1.12(a), (c)].

Âñÿêîå îòîáðàæåíèå âèäà ℎ : 𝜎 → { êëàññû Ôèòòèíãà} íàçûâàåòñÿ 𝜎-функцией Хартли èëè
ïðîñòî 𝐻𝜎-функцией [8]. Åñëè ℎ � 𝐻𝜎-ôóíêöèÿ, òî ñèìâîëîì 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ) îáîçíà÷àþò íîñèòåëü ℎ,
ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ 𝜎𝑖 ∈ 𝜎 òàêèõ, ÷òî ℎ(𝜎𝑖) ̸= ∅.

Ïóñòü Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ) è 𝐿𝐻𝜎(ℎ) = ∩𝜎𝑖∈Πℎ(𝜎𝑖)E𝜎′
𝑖
E𝜎𝑖 äëÿ âñåõ 𝜎𝑖 ∈ Π, ãäå E𝜎𝑖 è E𝜎′

𝑖
� êëàññû

âñåõ 𝜎𝑖-ãðóïï è âñåõ 𝜎′𝑖-ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Государственной программы научных исследований Респуб-
лики Беларусь "Конвергенция-2025"и при поддержке гранта Министерства образования Республики Беларусь
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Определение 1. Êëàññ Ôèòòèíãà H íàçîâåì 𝜎-классом Хартли, åñëè H = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) äëÿ
íåêîòîðîé 𝐻𝜎-ôóíêöèè ℎ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè 𝜎 = 𝜎1 = {{2}, {3}, {5}, . . . }, òî H íàçûâàþò
классом Хартли [4].

Ïóñòü H = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) è Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ). Òîãäà 𝐻𝜎-ôóíêöèþ ℎ íàçîâåì:
(1) приведенной, åñëè ℎ(𝜎𝑖) ⊆ H äëÿ âñåõ 𝜎𝑖 ∈ Π;
(2) устойчивой, åñëè ℎ(𝜎𝑖) ⊆ ℎ(𝜎𝑗)E𝜎′

𝑗
äëÿ âñåõ 𝑖 ̸= 𝑗 è 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 ∈ Π;

(3) постоянной, åñëè ℎ(𝜎𝑖) = ℎ(𝜎𝑗) äëÿ âñåõ 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 ∈ Π.

Лемма 1. Каждый 𝜎-класс Хартли H определяется устойчивой приведенной 𝐻𝜎-
функцией.

Ïóñòü 𝐺 � ãðóïïà è ℎ � 𝐻𝜎-ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì Π. Ïîäãðóïïó 𝐺ℎ =
∏︀

𝜎𝑖∈Π𝐺ℎ(𝜎𝑖) íàçîâåì
ℎ𝜎-радикалом 𝐺.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïó 𝐺 íàçûâàþò:
1) Π-группой, åñëè äëÿ ëþáîãî Π ⊆ 𝜎 âåðíî âêëþ÷åíèå 𝜋(𝐺) ⊆ Π;
2) 𝜎-примарной, åñëè 𝐺 ÿâëÿåòñÿ 𝜎𝑖-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî 𝜎𝑖 ∈ 𝜎;
3) 𝜎-нильпотентной èëè 𝜎-разложимой åñëè 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 × · · · × 𝐺𝑛 äëÿ íåêîòîðûõ

𝜎-ïðèìàðíûõ ãðóïï 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑛;
4) 𝜎-разрешимой, åñëè êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð 𝐺 𝜎-ïðèìàðåí.
Ñèìâîëîì NΠ áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ Π-ðàçëîæèìûõ ãðóïï, ò.å. êëàññ âñåõ 𝜎-

íèëüïîòåíòíûõ Π-ãðóïï.
Åñëè F � íåïóñòîé êëàññ Ôèòòèíãà, òî ãðóïïó 𝐺 íàçûâàþò F-скованной, åñëè 𝐶𝐺(𝐺F) ≤ 𝐺F.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè F = NΠ è 𝐶𝐺(𝐺NΠ
) ≤ 𝐺NΠ

, ãðóïïó 𝐺 íàçîâåì Π-скованной.

Лемма 2. Пусть H = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) — 𝜎-класс Хартли для некоторой устойчивой приведенной
𝐻𝜎-функции ℎ, Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ). Если 𝐺 такая группа, что фактор 𝐺/𝐺ℎ Π-скован и 𝐺H ≤ 𝑉 ,
то 𝑉 ∈ H в том и только том случае, если фактор 𝑉/𝐺ℎ ∈ NΠ.

Лемма 3. Пусть H = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) — 𝜎-класс Хартли для некоторой устойчивой приведенной
𝐻𝜎-функции ℎ и Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ). Если фактор 𝐺/𝐺ℎ Π-скован и 𝑉/𝐺ℎ — NΠ-инъектор 𝐺/𝐺ℎ,
то 𝑉 — H-инъектор 𝐺.

Лемма 4. Пусть Π ⊆ 𝜎, NΠ — класс Π-разложимых групп и группа 𝐺 Π-скована. Тогда
в любой группе 𝐺 существуют NΠ-инъекторы и любые два из них сопряжены.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ è ñîïðÿæåííîñòè H-èíúåêòîðîâ äëÿ 𝜎-êëàññà
Õàðòëè â Π-ñêîâàííûõ ãðóïïàõ. Åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Пусть X — непустой класс Фиттинга, ℎ — 𝐻𝜎-функция такая, что ℎ(𝜎𝑖) =
X для любого 𝜎𝑖 ∈ Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ) и 𝐺 — группа. Если H = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) и фактор 𝐺/𝐺X Π-скован,
то справедливы следующие утверждения:

1) подгруппа 𝑉 группы 𝐺 является F-инъектором 𝐺 в точности тогда, когда 𝑉/𝐺X —
NΠ-инъектор 𝐺/𝐺X;

2) в 𝐺 существуют H-инъекторы и любые два из них сопряжены.
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Îñíîâîïîëàãàþùèì ðåçóëüòàòîì â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ñèëîâà î òîì,
÷òî â ëþáîé ãðóïïå ñóùåñòâóþò ñèëîâñêèå 𝑝-ïîäãðóïïû è ëþáûå äâå èç íèõ ñîïðÿæåíû. Ðàçâè-
òèþ ñèëîâñêîé òåîðèè â óíèâåðñóìå âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï áûëà ïîñâÿùåíà ðàáîòà
Ãàøþöà, Ôèøåðà è Õàðòëè [1], â êîòîðîé áûëî íàéäåíî îðèãèíàëüíîå îáîáùåíèå òåîðåì Ñè-
ëîâà (â ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ) è Õîëëà â òåðìèíàõ êëàññîâ Ôèòòèíãà. Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ
ãðóïï F íàçûâàþò êëàññîì Ôèòòèíãà, åñëè F çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ íîðìàëüíûõ ïîä-
ãðóïï è ïðîèçâåäåíèé íîðìàëüíûõ F-ïîäãðóïï. Ïðè ýòîì ïîäãðóïïó 𝑉 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàþò
F-èíúåêòîðîì 𝐺, åñëè 𝑉 ∩ 𝑁 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé èç ïîäãðóïï 𝐺 ïðèíàäëåæàùèõ F äëÿ
ëþáîé ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû 𝑁 ãðóïïû 𝐺. Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êëàññà
Ôèòòèíãà F â ëþáîé êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïå 𝐺 ñóùåñòâóþò F-èíúåêòîðû è ëþáûå äâà
èç íèõ ñîïðÿæåíû. Ïîíÿòíî, ÷òî èç óêàçàííîé òåîðåìû êàê ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì òåîðåìû
Õîëëà è Ñèëîâà, åñëè F � êëàññ âñåõ ðàçðåøèìûõ 𝜋-ãðóïï è F � êëàññ âñåõ ðàçðåøèìûõ
𝑝-ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè îáóñëàâëèâàþò äâà ñëåäóþùèõ âîïðîñà:

1Исследование выполнено в рамках Государственной программы научных исследований Республики Бела-
русь «Конвергенция—2025» (№ государственной регистрации 20210495).
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(1) âåðíî ëè, ÷òî åñëè êëàññ Ôèòòèíãà F ñîñòîèò èç êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï, òî â ëþáîé
êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïå 𝐺 ñóùåñòâóþò F-èíúåêòîðû? (ñì. [2], âîïðîñ 11.117)
(2) â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ F-èíúåêòîðîâ â êîíå÷íîé ãðóïïå𝐺 (â îáùåì ñëó÷àå íåðàçðåøèìîé)
êàêîâû êëàññû Ôèòòèíãà, äëÿ êîòîðûõ ëþáûå äâà F-èíúåêòîðà ñîïðÿæåíû â 𝐺?

Ðåøåíèå âîïðîñà (1) íàìè ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ îáîáùåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï,
ðåøåíèå âîïðîñà (2), åñëè êëàññ Ôèòòèíãà ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Õàðòëè [3] ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷-
íûõ ãðóïï. Äëÿ ýòîé öåëè ìû èñïîëüçóåì 𝜎-ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ãðóïï è èõ êëàññîâ, ïðåä-
ëîæåííûé À.Í. Ñêèáîé (ñì., íàïðèìåð, [4, 5]), êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü 𝜎 �
íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë P, ò. å. 𝜎 = {𝜎𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, P =

⋃︀
𝑖∈𝐼 𝜎𝑖 è

𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 = ∅ äëÿ âñåõ 𝑖 ̸= 𝑗; 𝜎(𝑛) = {𝜎𝑖 | 𝜎𝑖 ∩ 𝜋(𝑛) ̸= ∅} è 𝜎(𝐺) = 𝜎(|𝐺|), ãäå 𝜋(𝑛) � ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 𝑛. Ãðóïïó 𝐺 íàçûâàþò 𝜎-ïðèìàðíîé, åñëè 𝐺 ÿâëÿåòñÿ
𝜎𝑖-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî 𝜎𝑖 ∈ 𝜎; 𝜎-íèëüïîòåíòíîé, åñëè 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 × . . . × 𝐺𝑛 äëÿ íåêî-
òîðûõ 𝜎-ïðèìàðíûõ ãðóïï 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑛; 𝜎-ðàçðåøèìîé, åñëè êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð 𝐺
𝜎-ïðèìàðåí. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ 𝜎 = {{2}, {3}, {5}, . . .} 𝜎-íèëüïîòåíòíàÿ è
𝜎-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíîé è ðàçðåøèìîé ñîîòâåòñòâåííî.

Âñÿêîå îòîáðàæåíèå ℎ : 𝜎 → {íåïóñòûå êëàññû Ôèòòèíãà} íàçîâåì 𝜎-ôóíêöèåé Õàðòëè
èëè ïðîñòî 𝐻𝜎-ôóíêöèåé [6]. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèåì FH íàçûâàåòñÿ êëàññ ãðóïï (𝐺 |
𝐺/𝐺F ∈ H), ãäå 𝐺F � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ F-ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺. Êëàññ Ôèòòèíãà H
íàçîâåì 𝜎-êëàññîì Õàðòëè, åñëè H =

⋂︀
𝜎𝑖∈𝜎 ℎ(𝜎𝑖)E𝜎′

𝑖
E𝜎𝑖 , ãäå 𝜎

′
𝑖 = P∖𝜎, E𝜎′

𝑖
è E𝜎𝑖 � êëàññû âñåõ

𝜎′𝑖-ãðóïï è 𝜎𝑖-ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü N𝜎 � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ 𝜎-íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï
è 𝐹𝜎(𝐺) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ 𝜎-íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺. Ãðóïïó 𝐺 íàçîâåì
N𝜎-ñêîâàííîé èëè ïðîñòî 𝜎-ñêîâàííîé, åñëè 𝐶𝐺(𝐹𝜎(𝐺)) 6 𝐹𝜎(𝐺). Åñëè ℎ � 𝐻𝜎-ôóíêöèÿ, òî
ïîäãðóïïó 𝐺ℎ =

∏︀
𝜎𝑖∈𝜎 ℎ(𝜎𝑖) íàçîâåì ℎ𝜎-ðàäèêàëîì ãðóïïû 𝐺.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения:
1) в любой конечной группе существуют 𝜎-нильпотентные инъекторы;
2) если H — 𝜎-класс Хартли и группа 𝐺 такова, что фактор 𝐺/𝐺ℎ 𝜎-скован (в част-

ности, фактор 𝐺/𝐺ℎ 𝜎-разрешим), то в 𝐺 существуют H-инъекторы и любые два из них
сопряжены.
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Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû êîíå÷íû. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ, ïðèíÿòóþ
â [1, 2, 3, 4, 5].

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ãðóïï F, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï è ïðîèçâå-
äåíèé íîðìàëüíûõ F-ïîäãðóïï, íàçûâàåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà.

Ñëåäóÿ Ë.À. Øåìåòêîâó [1], ñèìâîëîì 𝜎 îáîçíà÷àåòñÿ íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë P, ò.å. 𝜎 = {𝜎𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, ãäå P =

⋃︀
𝑖∈𝐼

𝜎𝑖 è 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 = ∅ äëÿ âñåõ 𝑖 ̸= 𝑗. Åñëè

𝑛 � öåëîå ÷èñëî, òî ÷åðåç 𝜋(𝑛) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äåëÿùèõ 𝑛;
𝜎(𝑛) = {𝜎𝑖 | 𝜎𝑖 ∩ 𝜋(𝑛) ̸= ∅}; 𝜎(𝐺) = 𝜎(|𝐺|).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðóïï F ⊇ (1), ãäå (1) � êëàññ âñåõ åäèíè÷íûõ
ãðóïï, ñèìâîëîì 𝐺F îáîçíà÷àåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï 𝑁 òàêèõ, ÷òî 𝐺/𝑁 ∈
F. Ñèìâîëàìè G𝜎𝑖 è G𝜎′

𝑖
îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî êëàññ âñåõ 𝜎𝑖-ãðóïï è êëàññ âñåõ 𝜎′𝑖-ãðóïï.

Ïóñòü 𝑓 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

𝑓 : 𝜎 → {êëàññû Ôèòòèíãà}, (1)

íàçûâàåìàÿ 𝜎-функцией Хартли (èëè, áîëåå êðàòêî, 𝐻𝜎-функцией).
Ñëåäóÿ [5] ðàññìîòðèì êëàññ ãðóïï

𝐿𝑅𝜎(𝑓) =
(︁
𝐺 | 𝐺 = 1 èëè 𝐺 ̸= 1 è 𝐺

G𝜎𝑖G𝜎′
𝑖 ∈ 𝑓(𝜎𝑖) äëÿ âñåõ 𝜎𝑖 ∈ 𝜎

(︀
𝐺
)︀)︁
.

Åñëè êëàññ Ôèòòèíãà F òàêîâ, ÷òî F = 𝐿𝑅𝜎(𝑓) äëÿ íåêîòîðîé 𝐻𝜎-ôóíêöèè 𝑓 âèäà (1), òî F
íàçûâàåòñÿ 𝜎-локальным классом Фиттинга, à 𝑓 � 𝜎-локальным çàäàíèåì êëàññà Ôèòòèíãà
F (ñì. [5]).

Ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ Ôèòòèíãà Θ íàçûâàåòñÿ полной решеткой классов Фиттинга [3],
åñëè êëàññû ∅ è G ïðèíàäëåæàò Θ è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà êëàññîâ èç Θ ñíîâà

1Исследование выполнено в рамках Государственной программы научных исследований Республики Бела-
русь «Конвергенция—2025» (№ государственной регистрации 20210495). Помимо этого исследования выполня-
ются по гранту Министерства образования Республики Беларусь (№ государственной регистрации 20230466).
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ïðèíàäëåæèò Θ. Îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ⊆ ìíîæåñòâî âñåõ 𝜎-ëîêàëüíûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà
𝑙𝜎 îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó.

Ñèìâîë 𝑙𝜎�t(X) îáîçíà÷àåò ïåðåñå÷åíèå âñåõ 𝜎-ëîêàëüíûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà, ñîäåðæàùèõ
ñîâîêóïíîñòü ãðóïï X, à �t(X) � ïåðåñå÷åíèå âñåõ êëàññîâ Ôèòòèíãà, ñîäåðæàùèõ ñîâîêóï-
íîñòü ãðóïï X.

Ïóñòü {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} � íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü 𝜎-ëîêàëüíûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà. Ñëåäóÿ [2]
áóäåì ïîëàãàòü

∨𝜎(F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽) = 𝑙𝜎�t

(︂⋃︁
𝑗∈𝐽

F𝑗

)︂
.

Ïóñòü {𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} � ñîâîêóïíîñòü 𝐻𝜎-ôóíêöèé, ãäå 𝑓𝑗 � íåêîòîðàÿ 𝐻𝜎-ôóíêöèÿ êëàññà
Ôèòòèíãà F𝑗 . Òîãäà ÷åðåç ∨(𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽) îáîçíà÷àåòñÿ òàêàÿ 𝐻𝜎-ôóíêöèÿ 𝑓 , ÷òî

𝑓(𝜎𝑖) = �t

(︂⋃︁
𝑗∈𝐽

𝑓𝑗(𝜎𝑖)

)︂

äëÿ âñåõ 𝑖, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êëàññîâ Ôèòòèíãà 𝑓𝑗(𝜎𝑖) ̸= ∅. Åñëè æå 𝑓𝑗(𝜎𝑖) = ∅
äëÿ âñåõ 𝑗 ∈ 𝐽 , òî ïîëàãàþò, ÷òî 𝑓(𝜎𝑖) = ∅.

𝐻𝜎-Ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ Θ-значной, åñëè êàæäîå åå íåïóñòîå çíà÷åíèå ïðèíàäëåæèò ðå-
øåòêå Θ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé ðåøåòêè êëàññîâ Ôèòòèíãà Θ ñèìâîëîì Θ𝜎𝑙 îáîçíà÷àåòñÿ
ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ êëàññîâ Ôèòòèíãà, êîòîðûå îáëàäàþò Θ-çíà÷íîé 𝐻𝜎-ôóíêöèåé. 𝐻𝜎-
Ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ внутренней, åñëè 𝑓(𝜎𝑖) ⊆ 𝐿𝑅𝜎(𝑓) äëÿ âñåõ 𝑖.

Ïóñòü Θ � ïîëíàÿ ðåøåòêà êëàññîâ Ôèòòèíãà. Òîãäà âåðõíÿÿ ãðàíü ïðîèçâîëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} ýëåìåíòîâ èç Θ𝜎𝑙 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∨Θ𝜎𝑙 (F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽). Ðåøåòêà Θ𝜎𝑙

íàçûâàåòñÿ индуктивной (ñì. [2, 6]), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà {F𝑗 = 𝐿𝑅𝜎(𝑓𝑗) | 𝑗 ∈ 𝐽} êëàññîâ
Ôèòòèíãà F𝑗 ∈ Θ𝜎𝑙 è äëÿ âñÿêîãî íàáîðà {𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} Θ-çíà÷íûõ 𝐻𝜎-ôóíêöèé 𝑓𝑗 , ãäå 𝑓𝑗 �
âíóòðåííÿÿ 𝐻𝜎-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà F𝑗 , èìååò ìåñòî

∨Θ𝜎𝑙 (F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽) = 𝐿𝑅𝜎

(︀
∨Θ(𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽)

)︀
,

ãäå ñèìâîë ∨Θ(𝑓𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽) îáîçíà÷àåò òàêóþ 𝐻𝜎-ôóíêöèþ 𝑓 , ÷òî 𝑓(𝜎𝑖) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ
äëÿ {𝑓𝑗(𝜎𝑖) | 𝑗 ∈ 𝐽} â Θ, åñëè

⋃︀
𝑗∈𝐽

𝑓𝑗(𝜎𝑖) ̸= ∅, è 𝑓(𝜎𝑖) = ∅ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Решетка всех 𝜎-локальных классов Фиттинга 𝑙𝜎 индуктивна.

Â ñëó÷àå, êîãäà 𝜎 = 𝜎1 = {{2}, {3}, . . .} èç òåîðåìû ïîëó÷àåì

Следствие 1. Решетка всех локальных классов Фиттинга 𝑙 индуктивна.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Øåìåòêîâ Ë. À., Ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï. � Ì. : Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàòåì. ëèò., 1978.
272 c. (Ñîâðåì. àëãåáðà).

2. Ñêèáà À. Í., Àëãåáðà ôîðìàöèé. � Ìí.: Áåëàðóñêàÿ íàâóêà, 1997. 240 c.

3. Ñêèáà À. Í., Øåìåòêîâ Ë. À. Êðàòíî 𝜔-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè è êëàññû Ôèòòèíãà êîíå÷íûõ
ãðóïï // Ìàòåì. òðóäû. 1999. Òîì 2, � 2. Ñ. 114�147.

4. Chi Z., Safonov V. G., Skiba A. N. On 𝑛-multiply 𝜎-local formations of �nite groups // Comm.
Algebra. 2019. Vol. 47, no. 3. P. 957�968.



50 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

5. Guo W., Zhang Li, Vorob'ev N. T. On 𝜎-local Fitting classes // Journal of Algebra. 2020.
Vol. 546. P. 116�129.

6. Âîðîáüåâ Í. Í., Ñêèáà À. Í. Î äèñòðèáóòèâíîñòè ðåøåòêè ðàçðåøèìûõ òîòàëüíî ëîêàëü-
íûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà // Ìàòåì. çàìåòêè. 2000. Òîì 67, � 5. Ñ. 662�673.

__________________________________________

ÓÄÊ 512.5

О порождении групп SLn(Z+ iZ) и PSLn(Z+ iZ) тремя
инволюциями, две их которых перестановочны1

М. А. Всемирнов (Россия, г. Санкт-Петербург)
Санкт-Петербургское отделение Математического института им. В. А. Стеклова Рос-
сийской академии наук
e-mail: vsemir@pdmi.ras.ru
Р. И. Гвоздев (Россия, г. Красноярск)
Сибирский федеральный университет
e-mail: gvozdev.rodion@bk.ru
Я. Н. Нужин (Россия, г. Красноярск)
Сибирский федеральный университет
e-mail: nuzhin2008@rambler.ru
Т. Б. Шаипова (Россия, г. Красноярск)
Красноярский научный центр Сибирского отделения Российской академии наук
e-mail: 663431@mail.ru
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Ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ òðåìÿ èíâîëþöèÿìè, äâå èç êîòîðûõ ïåðåñòàíîâî÷íû, áóäåì íàçû-
âàòü (2× 2, 2)-порожденной. Êëàññ òàêèõ ãðóïï çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ,
åñëè ïî îïðåäåëåíèþ åäèíè÷íóþ ãðóïïó ñ÷èòàåì òàêîâîé è íå èñêëþ÷àåì ñîâïàäåíèÿ äâóõ èëè
âñåõ òðåõ èíâîëþöèé. Ì. Ê. Òàìáóðèíè è Ï. Öóêêà [1] äîêàçàëè (2×2, 2)-ïîðîæäåííîñòü íåêî-
òîðûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè 𝑛, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà 𝑑, íàä

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 22-21-00733).
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îïðåäåëåííûìè 𝑑-ïîðîæäåííûìè îáëàñòÿìè öåëîñòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îíè äîêàçàëè (2×2, 2)-
ïîðîæäåííîñòü ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïû 𝑆𝐿𝑛(Z+𝑖Z) íàä êîëüöîì öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë
Z + 𝑖Z ïðè 𝑛 ≥ 14. Ä. Â. Ëåâ÷óê è ß. Í. Íóæèí [2, 3] óñòàíîâèëè (2 × 2, 2)-ïîðîæäåííîñòü
ïðîåêòèâíîé ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïû 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z+ 𝑖Z) ïðè 𝑛 ≥ 7. Äîêàçàòåëüñòâî â [2, 3]
ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî ïîðîæäàþùèå òðîéêè óêàçûâàëèñü â ÿâíîì âèäå, áîëåå òîãî, ïðè 𝑛 ̸= 4𝑘+2
îíè âûáèðàëèñü èç ãðóïïû 𝑆𝐿𝑛(Z+ 𝑖Z). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ ðàçìåðíîñòåé ñïðàâåäëèâ
áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò. Ïðè 𝑛 ≥ 7 è 𝑛 ̸= 4𝑘 + 2 ãðóïïà 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) ÿâëÿåòñÿ (2 × 2, 2)-
ïîðîæäåííîé. Ïîýòîìó â ñèëó ðàáîò [1, 2, 3] îòâåò î (2 × 2, 2)-ïîðîæäåííîñòè ãðóïï 𝑆𝐿𝑛 è
𝑃𝑆𝐿𝑛 íàä êîëüöîì Z+ 𝑖Z íå áûë èçâåñòåí ê 2010 ãîäó òîëüêî ïðè 𝑛 = 3, 4, 5, 6, 10 äëÿ 𝑆𝐿𝑛 è
òîëüêî ïðè 𝑛 = 2, 3, 4, 5, 6 äëÿ 𝑃𝑆𝐿𝑛.

Â [4] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè𝐷 õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2 ãðóïïà
𝑆𝐿6(𝐷), â ÷àñòíîñòè, 𝑆𝐿6(Z+ 𝑖Z), íå ÿâëÿåòñÿ (2× 2, 2)-ïîðîæäåííîé, à â [5] óñòàíîâëåíî, ÷òî
ïðè 𝑛 ≤ 4 ãðóïïû 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z), à ñëåäîâàòåëüíî, è 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) íå ÿâëÿþòñÿ (2 × 2, 2)-
ïîðîæäåííûìè. Òàêèì îáðàçîì, îñòàâàëèñü íåðàññìîòðåííûìè òîëüêî ñëó÷àè 𝑆𝐿5, 𝑃𝑆𝐿6 è
𝑆𝐿10. Ñëó÷àé 𝑃𝑆𝐿5 âûïàë èç ñïèñêà, ïîñêîëüêó ïðè íå÷åòíîì 𝑛 ãðóïïû 𝑆𝐿𝑛 è 𝑃𝑆𝐿𝑛 íàä
êîëüöîì Z+ 𝑖Z ñîâïàäàþò.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ

Теорема 1. Группы 𝑆𝐿5(Z + 𝑖Z), 𝑃𝑆𝐿6(Z + 𝑖Z) и 𝑆𝐿10(Z + 𝑖Z) порождаются тремя
инволюциями, две из которых перестановочны.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîå, òî åñòü ïîðîæäàþùèå òðîéêè èíâîëþöèé óêà-
çûâàþòñÿ ÿâíî, è â óñòàíîâëåíèè ïîðîæäàåìîñòè äàííîé òðîéêîé èíâîëþöèé ìû ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåì êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ.

Îáúåäèíÿÿ òåîðåìó 1 ñ îòìå÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè ñòàòåé [1, 2, 3, 4, 5], ïîëó÷àåì
äâà ñëåäñòâèÿ.

Следствие 1. Группа 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) тогда и только тогда порождается тремя инволю-
циями, две из которых перестановочны, когда 𝑛 ≥ 5 и 𝑛 ̸= 6.

Следствие 2. Группа 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z+ 𝑖Z) тогда и только тогда порождается тремя инволю-
циями, две из которых перестановочны, когда 𝑛 ≥ 5.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû è êëàññû êîíå÷íûõ ãðóïï. Ôîðìàöèåé íàçû-
âàåòñÿ êëàññ ãðóïï, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäå-
íèé [1]. Ðåøåòî÷íûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ôîðìàöèé ãðóïï âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí À.Í. Ñêèáîé
â 1986 ãîäó [2]. Êëþ÷åâûå ñâîéñòâà ðåøåòîê âñåõ ëîêàëüíûõ è âñåõ 𝜔-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé,
ãäå 𝜔 � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, èçëîæåíû ñîîòâåòñòâåííî â
ìîíîãðàôèÿõ [1] è [3]. 𝜔-Âååðíûå ôîðìàöèè [4] áûëè ïîñòðîåíû Â.À. Âåäåðíèêîâûì â 1999 ãî-
äó â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ 𝜔-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé. Ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà 𝜔-âååðíûõ ôîðìàöèé
èññëåäîâàëèñü, íàïðèìåð, â [5]. Â 2013 ãîäó À.Í. Ñêèáà ââåë â ðàññìîòðåíèå 𝜎-êîíöåïöèþ èçó-
÷åíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, ãäå 𝜎 � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P (ñì., íàïð., [6]), è â äàëü-
íåéøåì ñ ïîìîùüþ åå ìåòîäîâ îïðåäåëèë 𝜎-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè. Â [7] íà îñíîâå 𝜎-ìåòîäîâ
À.Í. Ñêèáû áûëè ïîñòðîåíû �̄�-âååðíûå ôîðìàöèè, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì 𝜔-âååðíûõ ôîð-
ìàöèé, ãäå �̄� � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà 𝜔. Â òåîðåìå 1 èçó÷àþòñÿ ðåøåòî÷íûå
ñâîéñòâà �̄�-âååðíûõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Èñïîëüçóåìàÿ òåðìèíîëîãèÿ ñòàíäàðòíà (ñì., íàïð., [1]). ×åðåç 𝜋(𝐺) îáîçíà÷àåòñÿ ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû 𝐺; G � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï; formX
� ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ñîâîêóïíîñòüþ ãðóïï X, ò.å. ïåðåñå÷åíèå âñåõ ôîðìàöèé, ñîäåð-
æàùèõ X; äëÿ êëàññîâ ãðóïï F1 è F2 ïîëàãàþò F1F2 = {𝐺 ∈ G | ñóùåñòâóåò 𝑁 ▷ 𝐺 òàêàÿ,
÷òî 𝑁 ∈ F1 è 𝐺/𝑁 ∈ F2}. Ïóñòü 𝜔 � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë; �̄� = {𝜔𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà 𝜔, ò.å. 𝜔 = ∪𝑖∈𝐼𝜔𝑖, 𝜔𝑖 ̸= ∅
äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ 𝐼, è 𝜔𝑖 ∩ 𝜔𝑗 = ∅ äëÿ ëþáûõ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝑖 ̸= 𝑗. Äëÿ ëþáîãî 𝜔𝑖 ∈ �̄� ïîëàãàåì
G𝜔𝑖 = {𝐺 ∈ G | 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜔𝑖}, G𝜔𝑖

′ = {𝐺 ∈ G | 𝜋(𝐺) ∩ 𝜔𝑖 = ∅}. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû 𝐺 ïîëàãàåì
�̄�(𝐺) = {𝜔𝑖 ∈ �̄� | 𝜔𝑖 ∩ 𝜋(𝐺) ̸= ∅}.
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Ôóíêöèÿ 𝑓 : �̄�∪{�̄�′} → {ôîðìàöèè ãðóïï}, ãäå 𝑓(�̄�′) ̸= ∅, íàçûâàåòñÿ �̄�𝐹 -функцией; ôóíê-
öèÿ 𝛾 : �̄� → {íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà ãðóïï}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ G𝜔𝑖

′ ⊆ 𝛾(𝜔𝑖)
äëÿ ëþáîãî 𝜔𝑖 ∈ �̄�, íàçûâàåòñÿ �̄�𝐹𝑅-функцией. Ôîðìàöèÿ F = {𝐺 ∈ G | 𝐺/𝑂𝜔(𝐺) ∈
𝑓(�̄�′) è 𝐺/𝐺𝛾(𝜔𝑖) ∈ 𝑓(𝜔𝑖) äëÿ ëþáîãî 𝜔𝑖 ∈ �̄�(𝐺)} íàçûâàåòñÿ �̄�-веерной формацией с направле-
нием 𝛾 (êðàòêî, �̄�𝛾-âååðíîé ôîðìàöèåé) è �̄�-ñïóòíèêîì 𝑓 è îáîçíà÷àåòñÿ F = �̄�𝐹 (𝑓, 𝛾) [7], ãäå
𝑂𝜔(𝐺) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺; 𝐺𝛾(𝜔𝑖) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺, ïðèíàäëåæàùàÿ ôîðìàöèè 𝛾(𝜔𝑖). Íàïðàâëåíèå 𝛾 �̄�-âååðíîé ôîðìàöèè
íàçûâàåòñÿ 𝑝-направлением, åñëè 𝛾(𝜔𝑖) = G𝜔𝑖

′𝛾(𝜔𝑖) äëÿ ëþáîãî 𝜔𝑖 ∈ �̄�; 𝑏-направлением, åñëè
𝛾(𝜔𝑖)G𝜔𝑖 = 𝛾(𝜔𝑖) äëÿ ëþáîãî 𝜔𝑖 ∈ �̄� [7].

Íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ôîðìàöèé Θ íàçûâàåòñÿ полной решеткой формаций, åñëè ïåðå-
ñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ôîðìàöèé èç Θ ïðèíàäëåæèò Θ è â Θ èìååòñÿ òàêàÿ ôîðìàöèÿ
F, ÷òî M ⊆ F äëÿ ëþáîé ôîðìàöèè M ∈ Θ [1]. Ïóñòü 𝛾 � ïðîèçâîëüíàÿ �̄�𝐹𝑅-ôóíêöèÿ,
Θ�̄�𝛾 � ñîâîêóïíîñòü âñåõ �̄�𝛾-âååðíûõ ôîðìàöèé. Â [7] óñòàíîâëåíî, ÷òî G ∈ Θ�̄�𝛾 è ïåðåñå÷å-
íèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè �̄�𝛾-âååðíûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ �̄�𝛾-âååðíîé ôîðìàöèåé, òåì ñàìûì
óñòàíîâëåíî, ÷òî Θ�̄�𝛾 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé ôîðìàöèé. Ïóñòü Θ = Θ�̄�𝛾 è {F𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽} ⊆ Θ.
Â ñîîòâåòñòâèèè ñ [1], ÷åðåç ∨Θ

𝑗∈𝐽
F𝑗 îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòî÷íîå îáúåäèíåíèå ôîðìàöèé F𝑗 ,

𝑖 ∈ 𝐽 , ò.å. ∨Θ
𝑗∈𝐽

F𝑗 � íàèìåíüøàÿ �̄�𝛾-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ ∪𝑗∈𝐽F𝑗 . Äëÿ ñîâîêóïíî-
ñòè �̄�𝐹 -ôóíêöèé {𝑓𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽} ÷åðåç ∨𝑗∈𝐽𝑓𝑗 îáîçíà÷àåòñÿ òàêàÿ �̄�𝐹 -ôóíêöèÿ 𝑓 , ÷òî äëÿ ëþáîãî
𝑥 ∈ �̄� ∪ {�̄�′} èìååò ìåñòî: 𝑓(𝑥) = form(∪𝑗∈𝐽𝑓𝑗(𝑥)), åñëè 𝑓𝑘(𝑥) ̸= ∅ äëÿ íåêîòîðîãî 𝑘 ∈ 𝐽 , è
𝑓(𝑥) = ∅, åñëè 𝑓𝑗(𝑥) = ∅ äëÿ ëþáîãî 𝑗 ∈ 𝐽 . Â òåîðåìå 1 ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî �̄�-ñïóòíèêà �̄�𝛾-âååðíîé ôîðìàöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåòî÷íûì îáúåäèíåíèåì íåêîòî-
ðîé ñîâîêóïíîñòè �̄�𝛾-âååðíûõ ôîðìàöèé.

Теорема 1. Пусть Θ — полная решетка всех �̄�-веерных формаций с 𝑏𝑝-направлением 𝛾,
{F𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽} ⊆ Θ, 𝑓𝑗 — минимальный �̄�-спутник формации F𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 , и F = ∨Θ

𝑖∈𝐼
F𝑖. Тогда

𝑓 = ∨𝑗∈𝐽𝑓𝑗 — минимальный �̄�-спутник �̄�𝛾-веерной формации F.

Â ñëó÷àå, êîãäà �̄� � íàèìåíüøåå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà 𝜔 (ò.å. äëÿ ëþáîãî 𝜔𝑖 ∈ �̄� ìíîæåñòâî
𝜔𝑖 îäíîýëåìåíòíî (ñì., íàïð., [6])), â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò èçâåñòíûé
ðåçóëüòàò äëÿ 𝜔-âååðíûõ ôîðìàöèé [5].
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Ïóñòü 𝐺 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà, çàäàííàÿ êîïðåäñòàâëåíèåì 𝐺 =
⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛; (𝑎𝑖𝑎𝑗)𝑚𝑖𝑗 = 1, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛⟩, ãäå 𝑚𝑖𝑗 � ýëåìåíòû ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû Êîêñòå-
ðà: ∀𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛, 𝑚𝑖𝑖 = 1, 𝑚𝑖𝑗 ≥ 2, 𝑖 ̸= 𝑗 [1].

Ãðóïïû Êîêñòåðà ââåäåíû Õ. Ñ. Ì. Êîêñòåðîì â 1934 ãîäó. Ïîíÿòèå ãðóïïû Êîêñòåðà
âîçíèêëî â òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï, ïîðîæäàåìûõ îòðàæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêî-
ñòåé.

Â àëãåáðàè÷åñêîì àñïåêòå äàííûå ãðóïïû ñòàëè èçó÷àòüñÿ ñ ðàáîò Æ. Òèòñà (1962-1964).
Åñëè ãðóïïå 𝐺 ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íûé äåðåâî-ãðàô Γ òàêîé, ÷òî âåðøèíàì ãðàôà Γ ñîîò-

âåòñòâóþò îáðàçóþùèå 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, à âñÿêîìó ðåáðó 𝑒, ñîåäèíÿþùåìó âåðøèíû ñ îáðàçóþùèìè
𝑎𝑖 è 𝑎𝑗 , ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå (𝑎𝑖𝑎𝑗)

𝑚𝑖𝑗 = 1, òî ìû èìååì ãðóïïó Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé
ñòðóêòóðîé [2].

Äàííûé êëàññ ãðóïï ââåäåí â ðàññìîòðåíèå Â. Í. Áåçâåðõíèì â 2003 ãîäó [3].
Ãðóïïó Êîêñòåðà 𝐺 ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äðåâåñíîå ïðîèçâåäå-

íèå äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà, îáúåäèíåííûõ ïî öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì.

Теорема 1. [2] Пересечение двух конечно порожденных подгрупп группы Кокстера с дре-
весной структурой конечно порождено и существует алгоритм, выписывающий образующие
данного пересечения.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ãðóïïå 𝐺 ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ ñìåæíîñòè êî-
íå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï, åñëè äëÿ ëþáûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï 𝐻1, . . . ,𝐻𝑠

ãðóïïû 𝐺 è ëþáûõ ñëîâ 𝑤1, . . . , 𝑤𝑠 ∈ 𝐺 ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé óñòàíîâèòü, ïóñòî
èëè íåò ïåðåñå÷åíèå 𝑤1𝐻1 ∩ . . . ∩ 𝑤𝑠𝐻𝑠.

Теорема 2. [4] В группе Кокстера с древесной структурой разрешима проблема пересе-
чения классов смежности конечно порожденных подгрупп.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà𝐺 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè, åñëè âñÿêàÿ âîçðàñ-
òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ïîäãðóïï 𝐻1 ≤ 𝐻2 ≤ . . . ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑁 , ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑛, 𝑛 > 𝑁, 𝐻𝑛 = 𝐻𝑛+1 = . . ..
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Определение 1. Под проблемой вхождения будем понимать проблему нахождения ал-
горитма, позволяющего для всякой конечно порожденной подгруппы 𝐻 конечно определенной
группы 𝐺 определить, принадлежит ли произвольно выбранный элемент группы 𝐺 подгруппе
𝐻 или нет.

Ï. Øóïïîì ïîêàçàíà íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â êëàññå ãðóïï Êîêñòåðà.

Теорема 3. [5] Пусть группа 𝐺 = ⟨
∏︀𝑛

𝑠=1 *𝐺𝑠; 𝑟𝑒𝑙𝐺1, . . . , 𝑟𝑒𝑙𝐺𝑛, 𝜙𝑗𝑖(𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖⟩ есть дре-
весное произведение групп, объединенных по изоморфным подгруппам 𝑈𝑖𝑗 < 𝐺𝑖 и 𝑈𝑗𝑖 < 𝐺𝑗 с
помощью фиксированного набора конструктивных изоморфизмов {𝜙𝑗𝑖} : 𝜙𝑗𝑖(𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖. Тогда
если подгруппы 𝑈𝑖𝑗 и 𝑈𝑗𝑖 обладают условием максимальности и в сомножителях разрешимы:

1) проблема вхождения;
2) проблема пересечения классов смежности любой конечно порожденной подгруппы 𝐻 <

𝐺𝑖 с подгруппой 𝑈𝑖𝑗 < 𝐺𝑖;
3) существует алгоритм, выписывающий образующие пересечения любой конечно порож-

денной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖 с подгруппой 𝑈𝑖𝑗 < 𝐺𝑖,
то в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения.

Ãðóïïà Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå
äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà, îáúåäèíåííûõ ïî êîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äàííîé òåîðåìû, ïîýòîìó äëÿ äàííîãî êëàññà ãðóïï ñïðàâåäëèâî ñëåäó-
þùåå ñëåäñòâèå.

Следствие 1. [5]. В группах Кокстера с древесной структурой разрешима проблема
вхождения.

Ïîíÿòèÿ èçîëèðîâàííîé ïîäãðóïïû è èçîëÿòîðà îïðåäåëèì, ñëåäóÿ ðàáîòå Ï. Ã. Êîíòîðî-
âè÷à [6].

Определение 2. [6] Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется изолированной в группе 𝐺, ес-
ли для любого элемента 𝑔 из 𝐺 из того, что 𝑔𝑘 принадлежит 𝐴, 𝑔𝑘 ̸= 1, следует, что 𝑔
принадлежит 𝐴.

Определение 3. [6] Подгруппа, равная пересечению всех изолированных в группе 𝐺 под-
групп, содержащих подгруппу 𝐴, называется изолятором или корневым замыканием под-
группы 𝐴 в 𝐺.

T. Ìàêäîíîó ïîêàçàë, ÷òî â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ ãðóïï èçîëÿòîð êî-
íå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû êîíå÷íî ïîðîæäåí è óêàçàë àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîé ïîä-
ãðóïïû [7].

Â. Í. Áåçâåðõíèé, Â. À. Ãðèíáëàò äîêàçàëè, ÷òî åñëè 𝐺 = 𝐴1*𝐴2 � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå
ïîäãðóïï 𝐴1, 𝐴2, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: èçîëÿòîð âñÿêîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû
êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû 𝐴 èç 𝐺 èçîëÿòîð êîíå÷íî
ïîðîæäåí [8].

È. Ñ. Áåçâåðõíÿÿ äîêàçàëà, ÷òî åñëè 𝐺 = 𝐴1 *𝐻 𝐴2 � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï 𝐴1

è 𝐴2 ñ îáúåäèíåíèåì ïî èçîëèðîâàííîé ïîäãðóïïå 𝐻, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ìàêñèìàëüíîñòè
è ìíîæèòåëè 𝐴1 è 𝐴2 îáëàäàþò ñâîéñòâîì: èçîëÿòîð âñÿêîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû
êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû 𝐴 èç 𝐺 åå èçîëÿòîð êîíå÷íî
ïîðîæäåí [9].

Теорема 4. [10] В группах Кокстера с древесной структурой изолятор всякой конеч-
но порожденной подгруппы конечно порожден. Существует алгоритм, выписывающий его
образующие.
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Ïóñòü 𝑃 � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, à 𝜋 � íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî.

Определение 4. [11] Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется 𝜋-изолированной в группе 𝐺,
если для любого элемента 𝑔 из 𝐺 из того, что 𝑔𝑝 принадлежит 𝐴 для некоторого числа
𝑝 /∈ 𝜋, 𝑔𝑝 ̸= 1, следует, что 𝑔 принадлежит 𝐴.

Определение 5. [11] Подгруппа, равная пересечению всех 𝜋-изолированных в группе 𝐺
подгрупп, содержащих подгруппу 𝐴, называется 𝜋-изолятором подгруппы 𝐴 в 𝐺.

Åñëè 𝜋 � ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ïîíÿòèÿ 𝜋-èçîëèðîâàííîé ïîäãðóïïû è 𝜋-èçîëÿòîðà ñîâ-
ïàäàþò ñ ïîíÿòèÿìè èçîëèðîâàííîé ïîäãðóïïû è èçîëÿòîðà ñîîòâåòñòâåííî.

Â. Í. Áåçâåðõíèé äîêàçàë êîíå÷íóþ ïîðîæäåííîñòü 𝜋-èçîëÿòîðà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé
ïîäãðóïïû ñâîáîäíîé ãðóïïû è óêàçàë àëãîðèòì åãî ïîñòðîåíèÿ [11], îáîáùèâ òåì ñàìûì
ðåçóëüòàò T. Ìàêäîíîó.

Теорема 5. [12] Пусть 𝐺 = 𝐴1 *𝐻 𝐴2 — свободное произведение подгрупп 𝐴1 и 𝐴2 с
объединением по изолированной подгруппе 𝐻, обладающей свойством максимальности. Если
𝐴1 и 𝐴2 обладают свойством: 𝜋-изолятор всякой конечно порожденной подгруппы конечно
порожден, то для любой конечно порожденной подгруппы 𝐴 из 𝐺 ее 𝜋-изолятор конечно
порожден.

Теорема 6. В группах Кокстера с древесной структурой 𝜋-изолятор всякой конечно
порожденной подгруппы конечно порожден.

Теорема 7. Пусть 𝜋 — рекурсивно. Существует алгоритм, выписывающий образующие
𝜋-изолятора конечно порожденной подгруппы группы Кокстера с древесной структурой.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 6, 7 ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà 𝐺 ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé, ïðåä-

ñòàâëåííàÿ â âèäå ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà, îáúåäèíåííûõ
ïî êîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì:

𝐺 =<
𝑛∏︁

𝑠=1

*𝐺𝑠; 𝑟𝑒𝑙𝐺1, . . . , 𝑟𝑒𝑙𝐺𝑠, 𝑎𝑗 = 𝑎′𝑗 > .

Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïå Êîêñòåðà 𝐺 ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî - ãðàô Γ: âåðøèíàì ãðàôà Γ ñî-
îòâåòñòâóþò ãðóïïû Êîêñòåðà íà äâóõ îáðàçóþùèõ 𝐺𝑖𝑗 =< 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ; 𝑎

2
𝑖 = 𝑎2𝑗 = 1, (𝑎𝑖𝑎𝑗)

𝑚𝑖𝑗 = 1 >

è 𝐺𝑗𝑘 =< 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘; 𝑎
2
𝑗 = 𝑎2𝑘 = 1, (𝑎𝑗𝑎𝑘)

𝑚𝑗𝑘 = 1 >, à âñÿêîìó ðåáðó 𝑒, ñîåäèíÿþùåìó âåðøèíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå 𝐺𝑖𝑗 è 𝐺𝑗𝑘 � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà < 𝑎𝑗 ; 𝑎

2
𝑗 = 1 >.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áàçà èíäóêöèè.
Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàò Â. Í. Áåçâåðõíåãî, ñòðîèòñÿ 𝜋-èçîëÿòîð êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîä-

ãðóïïû â ãðóïïå
𝐺 = 𝐺𝑖𝑗 *<𝑎𝑗 ; 𝑎2𝑗=1> 𝐺𝑗𝑘,

ÿâëÿþùåéñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà

𝐺𝑖𝑗 =< 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ; 𝑎
2
𝑖 = 𝑎2𝑗 = 1, (𝑎𝑖𝑎𝑗)

𝑚𝑖𝑗 = 1 >

è
𝐺𝑗𝑘 =< 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘; 𝑎

2
𝑗 = 𝑎2𝑘 = 1, (𝑎𝑗𝑎𝑘)

𝑚𝑗𝑘 = 1 >,

îáúåäèíåííûõ ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå < 𝑎𝑗 ; 𝑎
2
𝑗 = 1 > .

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå 𝑛−1 ñîìíîæèòåëåé, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâó-
åò ñâÿçíûé äåðåâî-ãðàô Γ𝑛−1,Γ𝑛−1 ⊂ Γ. Ãðóïïó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàôó Γ𝑛−1, îáîçíà÷èì
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÷åðåç 𝐺𝑛−1. Ïóñòü 𝑛-ûé ñîìíîæèòåëü, ïîäãðóïïà 𝐺𝑥𝑦, ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå äåðåâà-ãðàôà
Γ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ãðàôîì Γ𝑛−1 ðåáðîì 𝑒𝑡. Ïðè ýòîì ðåáðó 𝑒𝑡 ñîîòâåòñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà < 𝑎𝑥; 𝑎

2
𝑥 = 1 >. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà 𝐺 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï 𝐺𝑛−1 è 𝐺𝑥𝑦, îáúåäèíåííûõ ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå
ïîðÿäêà äâà < 𝑎𝑥; 𝑎

2
𝑥 = 1 >, òî åñòü

𝐺 = 𝐺𝑛−1 *<𝑎𝑥; 𝑎2𝑥=1> 𝐺𝑥𝑦.

Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ ãðóïïû 𝐺𝑛−1, äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì
6, 7 äëÿ ãðóïïû 𝐺.
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Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû êîíå÷íû. Â îïðåäåëåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ìû ñëåäóåì [1]. Ëî-
êàëüíûé ìåòîä èçó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëîâ è êëàññîâ Ôèò-
òèíãà áûë ïðåäëîæåí Õàðòëè [2]. Èäåÿ ëîêàëèçàöèè Õàðòëè ñîñòîèò â èçó÷åíèè êëàññîâ ãðóïï
â òåðìèíàõ 𝑝-ãðóïï è ðàäèêàëîâ, îïðåäåëÿåìûõ îòîáðàæåíèÿìè (ëîêàëüíûìè 𝐻-ôóíêöèÿìè
èëè ôóíêöèÿìè Õàðòëè) ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë âî ìíîæåñòâà êëàññîâ Ôèòòèíãà.
Áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ ëîêàëüíîãî ìåòîäà Ãàøþöîì, Ôèøåðîì è Õàðòëè â [3] áûëè îáîáùåíû
êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Ñèëîâà è Õîëëà. Èìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè F � íåïóñòîé êëàññ
Ôèòòèíãà, òî ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà èìååò òî÷íî îäèí êëàññ ñîïðÿæåííûõ F-èíúåêòîðîâ.

Êëàññîì Ôèòòèíãà íàçûâàþò êëàññ ãðóïï F, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíûõ ïîä-
ãðóïï è ïðîèçâåäåíèé íîðìàëüíûõ F-ïîäãðóïï. Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà Ôèòòèíãà ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî êëàññà Ôèòòèíãà F ëþáàÿ ãðóïïà 𝐺 èìååò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëü-
íóþ íîðìàëüíóþ F-ïîäãðóïïó, êîòîðóþ íàçûâàþò F-ðàäèêàëîì 𝐺 è îáîçíà÷àþò 𝐺F.

Åñëè F � íåïóñòîé êëàññ Ôèòòèíãà, òî ïîäãðóïïà 𝑉 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåòñÿ:
(1) F-ìàêñèìàëüíîé, åñëè 𝑉 ∈ F è 𝑈 = 𝑉 ïðè óñëîâèè, ÷òî 𝑉 ≤ 𝑈 ≤ 𝐺 è 𝑈 ∈ F;
(2) F-èíúåêòîðîì, åñëè 𝑉 ∩𝐾 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé 𝐾 äëÿ âñÿêîé ñóáíîð-

ìàëüíîé ïîäãðóïïû 𝐾 ãðóïïû 𝐺.
Ñëåäóÿ [4], ìíîæåñòâî ℱ ïîäãðóïï ãðóïïû 𝐺 íàçûâàþò ôèòòèíãîâûì ìíîæåñòâîì 𝐺, êîãäà

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (1) åñëè 𝑇 �𝑆 ∈ ℱ , òî 𝑇 ∈ ℱ ; (2) åñëè 𝑆, 𝑇 ∈ ℱ è 𝑆, 𝑇 �𝑆𝑇 ,
òî 𝑆𝑇 ∈ ℱ ; (3) åñëè 𝑆 ∈ ℱ è 𝑥 ∈ 𝐺, òî 𝑆𝑥 ∈ ℱ .

Ïîíÿòèå ℱ-èíúåêòîðà ãðóïïû äëÿ ôèòòèíãîâà ìíîæåñòâà ãðóïïû 𝐺 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî êàê è äëÿ êëàññà Ôèòòèíãà.

Ñëåäóÿ [5], ôóíêöèþ ℎ : P −→ {ôèòòèíãîâû ìíîæåñòâà ãðóïïû 𝐺} íàçîâåì ôóíêöèåé
Õàðòëè (èëè êðàòêî 𝐻-ôóíêöèåé) ãðóïïû 𝐺. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèåì ℱ ∘X ôèòòèíãîâà
ìíîæåñòâà ãðóïïû 𝐺 è êëàññà Ôèòòèíãà X [6] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîäãðóïï {𝐻 ≤ 𝐺 :
𝐻/𝐻ℱ ∈ X}.

Ñèìâîëû E𝑝′ , N𝑝 îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî êëàññ âñåõ 𝑝′-ãðóïï, âñåõ íèëüïîòåíòíûõ 𝑝-
ãðóïï.

Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, à 𝜋 � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P.
Äîïîëíåíèå ê 𝜋 âî ìíîæåñòâå P îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜋′, òî åñòü 𝜋′ = P ∖ 𝜋.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èäåÿ ëîêàëèçàöèè ñîñòîèò â èçó÷åíèè ôèòòèíãîâûõ ìíîæåñòâ ãðóï-
ïû 𝐺, îïðåäåëÿåìûõ ëîêàëüíûìè 𝐻-ôóíêöèÿìè. Ôèòòèíãîâî ìíîæåñòâî ℱ ãðóïïû 𝐺 íàçû-
âàåòñÿ ëîêàëüíûì [7], åñëè ℱ = ∩𝑝∈𝜋ℎ(𝑝) ∘ (N𝑝E𝑝′) äëÿ íåêîòîðîé 𝐻-ôóíêöèè ℎ ãðóïïû 𝐺.
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Ïóñòü ∅ ̸= 𝜋 ⊆ P, ℎ � ôóíêöèÿ Õàðòëè ãðóïïû 𝐺 è 𝐻𝑆(ℎ) = ∩𝑝∈𝜋ℎ(𝑝) ∘ (E𝑝′N𝑝). Ôèò-
òèíãîâî ìíîæåñòâî ℋ ãðóïïû 𝐺 íàçîâåì ìíîæåñòâîì Õàðòëè ãðóïïû 𝐺, åñëè ℋ = 𝐻𝑆(ℎ) äëÿ
íåêîòîðîé ℎ-ôóíêöèè ℎ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Каждое множество Хартли ℋ группы 𝐺 является локальным фиттинго-
вым множеством.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî.

Теорема 2. Существует локальное фиттингово множество, которое не является мно-
жеством Хартли ℋ группы 𝐺.

Ïóñòü 𝑉 � ℋ-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî
óêàçàòü íåêîòîðûå ïðèìåðû ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ ôàêòîð 𝑉/𝐺ℋ íå íèëüïîòåíòåí.

Åñëè H � êëàññ Ôèòòèíãà âñåõ 𝑝-çàìêíóòûõ ãðóïï è ôèòòèíãîâî ìíîæåñòâî ℋ = {𝐻 ≤ 𝐺 :
𝐻 ∈ H} � ñëåä êëàññà Ôèòòèíãà H â ãðóïïå 𝐺, òî 𝐺H = 𝐺ℋ è 𝐼𝑛𝑗H(𝐺) = 𝐼𝑛𝑗ℋ(𝐺). Ïîýòîìó
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà íå íèëüïîòåíòíîãî ôàêòîðà ìîæíî âçÿòü êëàññ H = N𝑝S𝑝′ [2].
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Ãðóïïîé Øìèäòà íàçûâàþò êîíå÷íóþ íåíèëü-
ïîòåíòíóþ ãðóïïó, âñå ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû êîòîðîé íèëüïîòåíòíû. Ãðóïïàì Øìèäòà ïî-
ñâÿùåíû îòäåëüíûå ïàðàãðàôû ìíîãèõ ìîíîãðàôèé ïî òåîðèè ãðóïï. Ïîäðîáíûé îáçîð ðå-
çóëüòàòîâ î ñâîéñòâàõ ãðóïï Øìèäòà, ñóùåñòâîâàíèè ïîäãðóïï Øìèäòà â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ
è èõ ïðèëîæåíèÿõ â òåîðèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå Â.Ñ. Ìîíàõîâà [1].

Ãðóïïû ñ ñóáíîðìàëüíûìè {𝑝, 𝑞}-ïîäãðóïïàìè Øìèäòà, 𝑝 è 𝑞 � ðàçëè÷íûå ôèêñèðîâàí-
íûå ïðîñòûå ÷èñëà, èññëåäîâàëèñü â [2]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðóïïû 𝐺, â êîòîðîé ñóáíîðìàëüíû
âñå 𝑝𝑑-ïîäãðóïïû Øìèäòà, óñòàíîâëåíà 𝑝-ðàçëîæèìîñòü ôàêòîð-ãðóïïû 𝐺/𝐹 (𝐺), à â ñëó-
÷àå, êîãäà ñóáíîðìàëüíû âñå ïîäãðóïïû Øìèäòà � 𝐺/𝐹 (𝐺) àáåëåâà. Â.À. Âåäåðíèêîâ [3]
äëÿ ãðóïïû 𝐺, â êîòîðîé âñå ïîäãðóïïû Øìèäòà ñóáíîðìàëüíû, äîêàçàë, ÷òî 𝐺/𝐻(𝐺) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà êîíêðåòíûõ òèïîâ, îòêóäà âûòåêàåò öèê-
ëè÷íîñòü 𝐺/𝐹 (𝐺). Çäåñü 𝐹 (𝐺) è 𝐻(𝐺) � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà è ãèïåðöåíòð ãðóïïû 𝐺 ñî-
îòâåòñòâåííî. Ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ 𝜎-ñóáíîðìàëüíûõ è KF-ñóáíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï Øìèäòà
ðàçâèâàëèñü â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, íàïðèìåð, â [4]�[6].

Определение 1. Подгруппа 𝐻 называется полунормальной в группе 𝐺, если существу-
ет подгруппа 𝐵 такая, что 𝐺 = 𝐴𝐵 и 𝐴𝑋 — подгруппа для каждой подгруппы 𝑋 из 𝐵.

Ãðóïïû ñ ïîëóíîðìàëüíûìè {𝑝, 𝑞}-ïîäãðóïïàìè Øìèäòà, 𝑝 è 𝑞 � ðàçëè÷íûå ôèêñèðî-
âàííûå ïðîñòûå ÷èñëà, èññëåäîâàëèñü â [7]. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû,
â êîòîðîé ïîëóíîðìàëüíû âñå {2, 3}-ïîäãðóïïû Øìèäòà è âñå 5-çàìêíóòûå {2, 5}-ïîäãðóïïû
Øìèäòà.

À.Í. Ñêèáà [8] ïðåäëîæèë ïîíÿòèå ñëàáî ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû.

Определение 2. Подгруппа 𝐻 называется слабо субнормальной в 𝐺, если 𝐻 = ⟨𝐴,𝐵⟩
для некоторой субнормальной в 𝐺 подгруппы 𝐴 и полунормальной подгруппы 𝐵 из 𝐺.

Êàæäàÿ ñëàáî ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â ïðîñòîé ãðóïïå ïîëóíîðìàëüíà, à â íèëüïîòåíò-
íîé ãðóïïå � ñóáíîðìàëüíà. ßñíî, ÷òî âñå ñóáíîðìàëüíûå è âñå ïîëóíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû
ñëàáî ñóáíîðìàëüíû. Îáðàòíîå íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.

Пример 1. Â ãðóïïå 𝐺 = 𝐴4×𝐷10, 𝐴4 = ⟨𝑎, 𝑏, 𝑐⟩, |𝑎| = 2, è 𝐷10 = ⟨𝑘, ℎ⟩, |𝑘| = 2, ïîäãðóïïà
𝐻 = ⟨𝑎⟩× ⟨𝑘⟩ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñóáíîðìàëüíîé â 𝐺, íî 𝐻 íå ïîëóíîðìàëüíà è íå ñóáíîðìàëüíà.
Çäåñü 𝐴4 � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ñòåïåíè 4, à 𝐷10 � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 10.

Ìû èññëåäîâàëè ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ ôèêñèðîâàííûìè ñëàáî ñóáíîðìàëüíûìè ïîä-
ãðóïïàìè Øìèäòà. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Теорема 1. Пусть 𝐻 — слабо субнормальная подгруппа Шмидта группы 𝐺.
(1) Если подгруппа 𝐻𝐺 неразрешима, то 𝐻/𝑍(𝐻) ∼= 𝐴4.
(2) Если подгруппа 𝐻𝐺 простая, то 𝐻 ∼= 𝐴4 и 𝐻

𝐺 ∼= 𝑆𝐿(2, 4).

Теорема 2. Если в группе 𝐺 все {2, 3}-подгруппы Шмидта слабо субнормальны, то
группа 𝐺 3-разрешима.

Следствие 1. Если в группе 𝐺 слабо субнормальны все {2, 3}-подгруппы Шмидта и все
5-замкнутые {2, 5}-подгруппы Шмидта, то группа 𝐺 разрешима.
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Пример 2. (1) Â 𝑃𝑆𝐿(2, 33) íåò 𝑆<5,2>-ïîäãðóïï è 𝑆<3,2>-ïîäãðóïï, ïîýòîìó óñëîâèå
ñëàáîé ñóáíîðìàëüíîñòè 𝑆<2,3>-ïîäãðóïï â ñëåäñòâèè 1 íå ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì.

(2) Â 𝑆𝐿(2, 8) íåò 𝑆<5,2>-ïîäãðóïï è 𝑆<2,3>-ïîäãðóïï, ïîýòîìó ãðóïïû ñî ñëàáî ñóáíîð-
ìàëüíûìè 𝑆<5,2>-ïîäãðóïïàìè è 𝑆<2,3>-ïîäãðóïïàìè ìîãóò áûòü íåðàçðåøèìûìè, à óñëîâèå
ñëàáîé ñóáíîðìàëüíîñòè 𝑆<3,2>-ïîäãðóïï â ñëåäñòâèè 1 íå ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì.

(3) Â 𝑆𝑧(8) íåò {2, 3}-ïîäãðóïï Øìèäòà, ïîýòîìó ãðóïïû ñî ñëàáîé ñóáíîðìàëüíûìè
{2, 3}-ïîäãðóïïàìè Øìèäòà ìîãóò áûòü íåðàçðåøèìûìè è óñëîâèå ñëàáîé ñóáíîðìàëüíîñòè
5-çàìêíóòûõ 𝑆<5,2>-ïîäãðóïï â ñëåäñòâèè 1 íå ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì.

Теорема 3. Если в группе 𝐺 каждая подгруппа Шмидта слабо субнормальна, то ее
коммутант нильпотентен.

Пример 3. Ïóñòü 𝐷𝑛 � äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 𝑛 è

𝐺 = 𝐷6 ×𝐷10 = ([⟨𝑥⟩]⟨𝑎⟩)× ([⟨𝑦⟩]⟨𝑏⟩), |𝑥| = 3, |𝑦| = 5, |𝑎| = |𝑏| = 2.

ßñíî, ÷òî 𝐹 (𝐺) = ⟨𝑥⟩ × ⟨𝑦⟩ è 𝐺/𝐹 (𝐺) ∼= ⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩ � íåöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Â 𝐺 êàæäàÿ
ïîäãðóïïà Øìèäòà èçîìîðôíà 𝐷6 èëè 𝐷10. Â ãðóïïå 𝐺 êàæäàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà ïîëóíîð-
ìàëüíà, à çíà÷èò è ñëàáî ñóáíîðìàëüíà. Ïîýòîìó â òåîðåìå 3 ôàêòîð-ãðóïïà 𝐺/𝐹 (𝐺) ìîæåò
áûòü íåöèêëè÷åñêîé.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå [1], â êîòîðîé äàåòñÿ îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ
ñåòåé íàä ïîëåì ÷àñòíûõ îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Ñèñòåìà 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, àääèòèâíûõ ïîäãðóïï 𝜎𝑖𝑗 ïîëÿ 𝐾 íàçûâàåòñÿ сетью
(ковром) [2, 3] íàä ïîëåì 𝐾 ïîðÿäêà 𝑛, åñëè 𝜎𝑖𝑟𝜎𝑟𝑗 ⊆ 𝜎𝑖𝑗 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ 𝑖, 𝑟, 𝑗.
Ñåòü, ðàññìàòðèâàåìàÿ áåç äèàãîíàëè, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ñåòüþ. ßñíî, ÷òî, âû÷åðêíóâ
äèàãîíàëü èç ïðîèçâîëüíîé ñåòè, ìû ïîëó÷èì ýëåìåíòàðíóþ ñåòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëå-
ìåíòàðíàÿ ñåòü 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗) íàçûâàåòñÿ äîïîëíÿåìîé, åñëè åå ìîæíî äîïîëíèòü äèàãîíàëüþ äî
(ïîëíîé) ñåòè. Ñåòü 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗) ìû íàçûâàåì неприводимой, åñëè âñå àääèòèâíûå ïîäãðóïïû
𝜎𝑖𝑗 îòëè÷íû îò íóëÿ, äàëåå, ñåòü 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗) íàçûâàåòñÿ 𝐷-ñåòüþ, åñëè 1 ∈ 𝜎𝑖𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Èç
ñåòåâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå äèàãîíàëüíûå àääèòèâíûå ïîäãðóïïû 𝜎𝑖𝑖 𝐷-ñåòè 𝜎 ÿâëÿþòñÿ
êîëüöàìè ñ åäèíèöåé. ×åðåç 𝐷(𝑛,𝐾) îáîçíà÷èì ãðóïïó îáðàòèìûõ äèàãîíàëüíûõ 𝑛×𝑛 ìàòðèö
íàä ïîëåì 𝐾. Ïî ñåòè 𝜎 è ëþáîé ìàòðèöå 𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜀1, . . . , 𝜀𝑛) èç 𝐷(𝑛,𝐾) ìîæíî îïðåäåëèòü
ñîïðÿæåííóþ ñåòü 𝜋 = 𝑑𝜎𝑑−1, ãäå 𝜋𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝜎𝑖𝑗𝜀

−1
𝑗 . Äëÿ ýëåìåíòàðíîé ñåòè (èëè ñåòè) 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗)

÷åðåç 𝐸(𝜎) îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñåòåâàÿ ãðóïïà:

𝐸(𝜎) = ⟨𝑡𝑖𝑗(𝜎𝑖𝑗) : 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛⟩.

Íàçîâåì ýëåìåíòàðíóþ ñåòü 𝜎 çàìêíóòîé (äîïóñòèìîé) [5, 4, âîïðîñ 15.46], åñëè ýëåìåíòàðíàÿ
ñåòåâàÿ ïîäãðóïïà 𝐸(𝜎) íå ñîäåðæèò íîâûõ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé: åñëè èç âêëþ÷åíèÿ
𝑡𝑖𝑗(𝛼) ∈ 𝐸(𝜎) ñëåäóåò, ÷òî 𝛼 ∈ 𝜎𝑖𝑗 äëÿ âñåõ 𝑖 ̸= 𝑗. Çàìêíóòûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, äîïîëíÿ-
åìûå ýëåìåíòàðíûå ñåòè (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ïóñòü 𝐾 � ïîëå ÷àñòíûõ îáëàñòè 𝑅. 𝑅-ìîäóëü 𝐴 ïîëÿ 𝐾 íàçûâàåòñÿ äðîáíûì èäåàëîì
êîëüöà 𝑅, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò 𝑥 èç 𝐾, òàêîé ÷òî 𝑥𝐴 ⊆ 𝑅 [6]. Èäåàë 𝐴 íàçûâà-
åòñÿ öåëûì, åñëè îí ñîäåðæèòñÿ â 𝑅. ßñíî, ÷òî öåëûé èäåàë, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì
èäåàëîì. Äëÿ äðîáíîãî èäåàëà 𝐴 êîëüöà 𝑅, 𝑅 ⊆ 𝐾, ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ 𝑥 ∈ 𝐾 ñî ñâîé-
ñòâîì 𝑥𝐴 ⊆ 𝑅 îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (𝑅 : 𝐴). Ìíîæåñòâî (𝑅 : 𝐴) òàêæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì
èäåàëîì êîëüöà 𝑅. Äðîáíûé èäåàë 𝐴 íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì [6], åñëè (𝑅 : 𝐴)𝐴 = 𝑅. Â ýòîì
ñëó÷àå èäåàë (𝑅 : 𝐴) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê èäåàëó 𝐴.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ, cоглашение
№ 075-02-2023-939
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Ïóñòü 𝐾 � ïîëå ÷àñòíûõ îáëàñòè 𝑅. Îáëàñòü öåëîñòíîñòè 𝑅 íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâîé
îáëàñòüþ ([6], òåîðåìà 9.8), åñëè ëþáîé íåíóëåâîé äðîáíûé èäåàë êîëüöà 𝑅 îáðàòèì. Îòìåòèì,
÷òî äåäåêèíäîâà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé îäíîìåðíîîé îáëàñòüþ (òî åñòü âñÿêèé íåíóëåâîé
ïðîñòîé èäåàë ìàêñèìàëåí).

Ïóñòü 𝑅 � äåäåêèíäîâà îáëàñòü. Äëÿ äâóõ äðîáíûõ èäåàëîâ 𝐴,𝐵 ìîæíî îïðåäåëèòü èõ
ïðîèçâåäåíèå 𝐴𝐵 êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñóìì

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑏𝑖, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵. Ïðîèçâåäåíèå

𝐴𝐵 òàêæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì èäåàëîì. Èç îïðåäåëåíèÿ äåäåêèíäîâîé îáëàñòè 𝑅 ñëåäóåò, ÷òî
íåíóëåâûå äðîáíûå èäåàëû êîëüöà 𝑅 îáðàòèìû, îíè îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ. Ýòà
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ группой идеалов кольца 𝑅; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç 𝐼 ([6], ãë.9). Ïîäãðóïïà
𝑃 = {𝑢𝑅 : 𝑢 ∈ 𝐾*} ãëàâíûõ äðîáíûõ èäåàëîâ ãðóïïû 𝐼 íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ãëàâíûõ äðîáíûõ
èäåàëîâ. Ôàêòîðãðóïïà 𝐻 = 𝐼/𝑃 íàçûâàåòñÿ группой классов идеалов кольца 𝑅. Èçâåñòíî,
íàïðèìåð, ÷òî êîãäà𝐾 � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë (êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë Q), òî êîëüöî öåëûõ D ïîëÿ 𝐾 (êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë 𝐾)
ÿâëÿåòñÿ äåäåêèíäîâîé îáëàñòüþ, ïðè÷åì ãðóïïà êëàññîâ èäåàëîâ êîëüöà D êîíå÷íà è åå
ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì êëàññîâ ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë 𝐾 [6].

Ïóñòü 𝑅 � îáëàñòü öåëîñòíîñòè è 𝐾 � åå ïîëå ÷àñòíûõ. Ìû ãîâîðèì [7], ÷òî êîëüöî 𝑅 îá-
ëàäàåò QR-ñâîéñòâîì (QR-property), åñëè âñÿêîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîäêîëüöî, ëåæàùåå ìåæäó
𝑅 è 𝐾 ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ÷àñòíûõ (quotient ring) êîëüöà 𝑅.

Лемма 1. ([7], следствие 2.6). Если 𝑅 нетерова область то следующие условия эквива-
лентны:

(1) 𝑅 обладает (QR)-свойством;

(2) 𝑅 – дедекиндова область и группа классов идеалов кольца 𝑅 периодическая.

Äëÿ ýëåìåíòàðíîé ñåòè 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗) îïðåäåëÿþòñÿ äâå (ïîëíûå) ñåòè: ïðîèçâîäíàÿ ñåòü 𝜔 =
(𝜔𝑖𝑗) è ñåòü Ω = (Ω𝑖𝑗), àññîöèèðîâàííàÿ 𝜎 [8].

Предложение 1. Пусть 𝑅 – дедекиндова область и группа классов идеалов кольца 𝑅
периодическая, 𝐾 – поле частных области 𝑅, 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗) — неприводимая элементарная сеть
аддитивных подгрупп 𝜎𝑖𝑗 порядка 𝑛 ≥ 3 над полем частных 𝐾 дедекиндовой области 𝑅,
причем для любых 𝑖, 𝑗 подгруппы 𝜎𝑖𝑗 являются 𝑅-модулями. Пусть, далее, 𝜔 = (𝜔𝑖𝑗) и Ω =
(Ω𝑖𝑗) производная (полная) сеть и (полная) сеть, ассоциированная с элементарной группой
𝐸(𝜎) соответственно. Тогда для некоторого промежуточного подкольца 𝑃, 𝑅 ⊆ 𝑃 ⊆ 𝐾 с
точностью до сопряженности диагональной матрицей из 𝐷(𝑛,𝐾) справедливы включения
(на недиагональных позициях) 𝜔 ⊆ 𝜎 ⊆ Ω, причем 𝜔𝑖𝑖 = Ω𝑖𝑖 = 𝑃, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Далее, 𝜔𝑖𝑗 и Ω𝑖𝑗

являются дробными идеалами кольца 𝑃 для всех 𝑖, 𝑗, причем при 𝑖 < 𝑗 эти идеалы являются
целыми идеалами, а при 𝑖 > 𝑗 они содержат кольцо 𝑃 .

Теорема 1. Пусть 𝑅 – дедекиндова область и группа классов идеалов кольца 𝑅 перио-
дическая, 𝐾 – поле частных области 𝑅, 𝜎 = (𝜎𝑖𝑗) — неприводимая элементарная сеть адди-
тивных подгрупп 𝜎𝑖𝑗 порядка 𝑛 ≥ 3 над полем частных 𝐾 дедекиндовой области 𝑅, причем
для любых 𝑖, 𝑗 подгруппы 𝜎𝑖𝑗 являются 𝑅-модулями. Тогда элементарная сеть 𝜎 является
замкнутой.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Âñå îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ ñî-
îòâåòñòâóþò [1].

Ïóñòü N è P � ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ è âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.

Определение 1. Пусть X ⊆ N. Подгруппа 𝐻 называется X-субнормальной подгруппой
группы 𝐺, если 𝐻 = 𝐺 или существует цепочка подгрупп

𝐻 = 𝐺0 < 𝐺1 < . . . < 𝐺𝑛−1 < 𝐺𝑛 = 𝐺, |𝐺𝑖 : 𝐺𝑖−1| ∈ X, ∀𝑖.

Ïðè X = P ïîëó÷àåì ïîíÿòèå P-ñóáíîðìàëüíîñòè, ââåäåííîå À.Ô. Âàñèëüåâûì, Ò.È. Âà-
ñèëüåâîé è Â.Í. Òþòÿíîâûì [2].

Ñëåäóÿ [3] äëÿ ôèêñèðîâàííûõ 𝑡 ∈ N è 𝑟 ∈ P ïîëîæèì

P𝑡 = {𝑝𝑘 | 𝑝 ∈ P, 𝑘 ∈ {0} ∪ N, 𝑘 6 𝑡};

P𝑡𝑟 = {𝑝𝑘 | 𝑝 ∈ P ∖ {𝑟}, 𝑘 ∈ {0} ∪ N} ∪ {𝑟𝑘 | 𝑘 ∈ {0} ∪ N, 𝑘 ≤ 𝑡};

P∞ = {𝑝𝑘 | 𝑝 ∈ P, 𝑘 ∈ {0} ∪ N};

L = {2, 4} ∪ {2𝑛− 1 | 𝑛 ∈ N}.
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Ôàêòîðèçóåìûå ãðóïïû 𝐺 = 𝐴𝐵 ñ X-ñóáíîðìàëüíûìè ñîìíîæèòåëÿìè 𝐴 è 𝐵 èññëåäîâà-
ëèñü â ðàáîòàõ [2]�[5].

Ïðåäëîæåííûå À.Í. Ñêèáîé [6] ïîíÿòèÿ ñëàáî ñóáíîðìàëüíîé è ÷àñòè÷íî ñóáíîðìàëüíîé
ïîäãðóïïû, ñâÿçàíû ñ ïîðîæäåíèåì ïîäãðóïïû äâóìÿ ïîäãðóïïàìè, îäíà èç êîòîðûõ ñóáíîð-
ìàëüíà â ãðóïïå, à äðóãàÿ îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. Èñïîëüçóÿ ýòó èäåþ ââåäåì
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Определение 2. Пусть 𝐺 — группа и X ⊆ N. Подгруппу 𝐻 группы 𝐺 будем называть
слабо X-субнормальной в группе 𝐺, если 𝐻 = ⟨𝐻1, 𝐻2⟩, подгруппа 𝐻1 субнормальна в 𝐺, а 𝐻2

X-субнормальна в 𝐺.

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [4]�[5] ïðèçíàêè ÷àñòè÷íîé ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû 𝐺 = 𝐴𝐵 ñ X-ñóá-
íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè 𝐴 è 𝐵 ïåðåíîñÿòñÿ íà ôàêòîðèçóåìûå ãðóïïû ñî ñëàáî X-ñóáíîð-
ìàëüíûìè ñîìíîæèòåëÿìè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Теорема 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 слабо X-субнормальные подгруппы в группе 𝐺 = 𝐴𝐵. Если 𝐴
и 𝐵 𝑟-разрешимы, то 𝐺 𝑟-разрешима в каждом из следующих случаев:

(1) X = P22;
(2) X = P∞ и 𝑟 ∈ 𝜋(𝐺) ∖ {2, 3, 7}

Теорема 2. Если 𝐴 и 𝐵 — слабо P22- или L-субнормальные подгруппы группы 𝐺 = 𝐴𝐵,
то 𝐺 разрешима.

Следствие 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 слабо P2-субнормальные подгруппы в группе 𝐺 = 𝐴𝐵. Если
𝐴 и 𝐵 сверхразрешимы, то в 𝐺 существует нормальная {2, 3}′-холлова подгруппа 𝐻 и 𝐻
дисперсивна по Оре.

Äëÿ ðàçðåøèìûõ ãðóïï ñïðàâåäëèâà

Лемма 1. Если 𝐺 — разрешимая группа и 𝜋(𝐺) ⊆ X, то каждая слабо X-субнормальная
в 𝐺 подгруппа будет X-субнормальной.

Â ñëó÷àå êîãäà X = P äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 íàì ñîîáùèëà È.Ë. Ñîõîð.
Òåîðåìû 1 è 2 âìåñòå ñ ëåììîé 1 ïîçâîëÿþò óñòàíàâëèâàòü ïðèçíàêè ñâåðõðàçðåøèìîñòè

ôàêòîðèçóåìîé ãðóïïû ñî ñëàáî X-ñóáíîðìàëüíûìè ñîìíîæèòåëÿìè. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî

Предложение 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 — сверхразрешимые слабо P-субнормальные подгруппы
группы 𝐺 = 𝐴𝐵. Тогда 𝐺 сверхразрешима в каждом из следующих случаев:

(1) коммутант 𝐺′ нильпотентен;
(2) |𝐺 : 𝐴| = 𝑟𝛼, 𝑟 ∈ 𝜋(𝐺), группа 𝐺 𝑟-замкнута;
(3) |𝐺 : 𝐴| = 𝑟𝛼, 𝑟 = max𝜋(𝐺),
(4) 𝐵 нильпотентна и нормальна в 𝐺;
(5) 𝐵 нильпотентна и |𝐺 : 𝐵| ∈ P.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíû è ñîîòâåò-
ñòâóþò [1]. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíîé, åñëè åå ïîðÿäîê åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, è
áèïðèìàðíîé, åñëè åå ïîðÿäîê äåëèòñÿ â òî÷íîñòè íà äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà.

Ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ íîðìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìîäóëÿðíîñòè, ïðèøåäøåå èç òåî-
ðèè ðåøåòîê. Ïîäãðóïïà 𝐻 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé, åñëè 𝐻 ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì
ýëåìåíòîì ðåøåòêè ïîäãðóïï ãðóïïû 𝐺, à çíà÷èò, ïîäãðóïïà 𝐻 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì:

(1) ⟨𝐴,𝐻⟩ ∩𝐵 = ⟨𝐴,𝐻 ∩𝐵⟩ äëÿ âñåõ 𝐴,𝐵 ≤ 𝐺 òàêèõ, ÷òî 𝐴 ≤ 𝐵;
(2) ⟨𝐴,𝐻⟩ ∩𝐵 = ⟨𝐻,𝐴 ∩𝐵⟩ äëÿ âñåõ 𝐴,𝐵 ≤ 𝐺 òàêèõ, ÷òî 𝐻 ≤ 𝐵.
Ìîäóëÿðíûì ïîäãðóïïàì ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ Ð. Øìèäò [2]. Ìîäóëÿðíîñòü, êàê è íîð-

ìàëüíîñòü, íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè, ò. å. ïîäãðóïïà, ìîäóëÿðíàÿ â ìîäóëÿðíîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû, ìîæåò áûòü íå ìîäóëÿðíà â ãðóïïå. Ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ ìîäóëÿðíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñóáìîäóëÿðíîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì.

Определение 1. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется субмодулярной в 𝐺, если суще-
ствует цепочка подгрупп

𝐻 = 𝐻0 ≤ . . . ≤ 𝐻𝑖 ≤ 𝐻𝑖+1 ≤ . . . ≤ 𝐻𝑛 = 𝐺 (1)

такая, что подгруппа 𝐻𝑖 модулярна в 𝐻𝑖+1 для каждого 𝑖.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фундаментальных
исследований (Ф23РНФ-237)
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Ãðóïïû ñ ñóáìîäóëÿðíûìè ïîäãðóïïàìè âïåðâûå èçó÷àëèñü â [3]. Íàïîìíèì îñíîâíûå
ñâîéñòâà ñóáìîäóëÿðíûõ ïîäãðóïï.

Лемма 1. Пусть 𝐺 — группа, 𝐻, 𝐾, 𝑁 — подгруппы группы 𝐺, причем 𝐻 субмодулярна
в 𝐺, а 𝑁 нормальна в 𝐺. Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) 𝐻𝑥 субмодулярна в 𝐺 для любого 𝑥 ∈ 𝐺.
(2) 𝐻 ∩𝐾 субмодулярна в 𝐾.
(3) Если 𝐾 субмодулярна в 𝐻, то 𝐾 субмодулярна в 𝐺.
(4) 𝐻𝑁/𝑁 субмодулярна в 𝐺 и 𝐻𝑁 субмодулярна в 𝐺.
(5) Если 𝐾/𝑁 субмодулярна в 𝐺/𝑁 , то 𝐾 субмодулярна в 𝐺.
(6) Если 𝐾 субнормальна в 𝐺, то 𝐾 субмодулярна в 𝐺.

Пример 4. Â ãðóïïå Ôðîáåíèóñà 𝐹7 ïîðÿäêà 42 ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà 𝐶6 ïîðîæäàåòñÿ
ïîäãðóïïàìè 𝐶2 è 𝐶3, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñóáìîäóëÿðíà â 𝐹7. Ïðè ýòîì ïîäãðóïïà 𝐶6 íå
ìîäóëÿðíà â 𝐹7.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñóáìîäóëÿðíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû íå îáðàçóåò ðåøåòêó.

Â [3, 4] èññëåäîâàëèñü ãðóïïû, â êîòîðûõ êàæäàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà ñóáìîäóëÿðíà.
Êëàññ òàêèõ ãðóïï áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Z. Êàæäàÿ ãðóïïà èç êëàññà Z èìååò ñèëîâñêóþ
áàøíþ ñâåðõðàçðåøèìîãî òèïà. Êðîìå òîãî, â [3, 4] íàéäåíû êðèòåðèè ñóáìîäóëÿðíîñòè ñè-
ëîâñêèõ ïîäãðóïï â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå.

Óñòàíîâëåíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèè ãðóïï èç êëàññà Z.

Теорема 1. Для группы 𝐺 следующие утверждения эквивалентны.
(1) Каждая силовская подгруппа группы 𝐺 субмодулярна в 𝐺, т. е. 𝐺 ∈ Z.
(2) 𝐺/Φ(𝐺) ∈ Z1.
(3) 𝐴/Φ(𝐴) ∈ U1 для каждой метанильпотентной подгруппы 𝐴 группы 𝐺.
(4) 𝐵/Φ(𝐵) ∈ U1 для каждой бипримарной подгруппы 𝐵 группы 𝐺.

Çäåñü Z1 � êëàññ âñåõ ãðóïï èç Z ýêñïîíåíòû ñâîáîäíîé îò êâàäðàòîâ, U1 � êëàññ âñåõ
ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï ýêñïîíåíòû ñâîáîäíîé îò êâàäðàòîâ.

Äàííûé ðåçóëüòàò óòî÷íåí äëÿ ìåòàíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Следствие 1. Если каждая силовская подгруппа метанильпотеной группы 𝐺 субмо-
дулярна в 𝐺, то группа 𝐺 сверхразрешима и экспонента 𝐺/𝐹 (𝐺) свободна от квадратов.
Обратно, если группа 𝐺 сверхразрешима и экспонента 𝐺/𝐹 (𝐺) свободна от квадратов, то
каждая силовская подгруппа группы 𝐺 субмодулярна в 𝐺.

Óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñóáìîäóëÿðíîñòüþ è ôîðìàöèîííîé ñóáíîðìàëüíîñòüþ
ïðèìàðíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïå.

Теорема 2. Примарная подгруппа 𝑃 группы 𝐺 субмодулярна в 𝐺 тогда и только тогда,
когда подгруппа 𝑃 KU1-субнормальна в 𝐺.



68 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ. Íàïîìíèì, ïîäãðóïïà 𝐻 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåòñÿ KF-ñóáíîðìàëüíîé
â 𝐺, åñëè ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïîäãðóïï (1) òàêàÿ, ÷òî ëèáî ïîäãðóïïà 𝐻𝑖 íîðìàëüíà â 𝐻𝑖+1,
ëèáî F-êîðàäèêàë ïîäãðóïïû 𝐻𝑖+1 ñîäåðæèòñÿ â 𝐻𝑖 äëÿ êàæäîãî 𝑖.

Пример 5. Â ãðóïïå Ôðîáåíèóñà 𝐹7 ïîðÿäêà 42 ïîäãðóïïà 𝐶6 KU1-ñóáíîðìàëüíà, íî
íå ñóáìîäóëÿðíà. Òàêèì îáðàçîì, KU1-ñóáíîðìàëüíàÿ íåïðèìàðíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû ìîæåò
áûòü íåñóáìîäóëÿðíîé â ãðóïïå.
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Âñå îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ òåîðèè ãðóïï è èõ êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò [1]. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé
ïîäãðóïïîé, òî êëàññN âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì êëàññîì (:= êëàññîì
Ôèòòèíãà). Êëàññ S âñåõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï òàêæå ðàäèêàëåí. Êëàññû A è U âñåõ àáåëåâûõ è
ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï íå ðàäèêàëüíû. Íà íåðàäèêàëüíîñòü êëàññà A óêàçûâàåò íåàáåëåâà

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики Беларусь, грант
20211780 «Конвергенция-2025».
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ãðóïïà ïîðÿäêà 𝑝3, 𝑝 � ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ïåðâûé ïðèìåð, ïîÿñíÿþùèé íåðàäèêàëüíîñòü
êëàññà U, ïîñòðîèë Õóïïåðò [2]. Ïðèçíàêè ñâåðõðàçðåøèìîñòè ôàêòîðèçóåìîé ãðóïïû 𝐺 =
𝐴𝐵 ñ íîðìàëüíûìè ñâåðõðàçðåøèìûìè ïîäãðóïïàìè 𝐴 è 𝐵 óñòàíîâèëè Áýð [3], À.Ô. è Ò.È.
Âàñèëüåâû [4]. Òàêèå ôàêòîðèçàöèè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [5]�[6].

Â ðàáîòå [7] èññëåäîâàíà ãðóïïà 𝐺 = 𝐴𝐵 ñ ñóáíîðìàëüíûìè ñâåðõðàçðåøèìûìè ïîäãðóï-
ïàìè 𝐴 è 𝐵. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâåðõðàçðåøèìûé êîðàäèêàë òàêîé ãðóïïû ñîâ-
ïàäàåò ñ íèëüïîòåíòíûì êîðàäèêàëîì êîììóòàíòà ãðóïïû. Ïîëó÷åíû òàêæå íîâûå ïðèçíàêè
ñâåðõðàçðåøèìîñòè ôàêòîðèçóåìîé ãðóïïû ñ ñóáíîðìàëüíûìè ñâåðõðàçðåøèìûìè ñîìíîæè-
òåëÿìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H êëàññ âñåõ ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñóáíîðìàëüíûõ
ñâåðõðàçðåøèìûõ ïîäãðóïï. ßñíî, ÷òî U ⊂ H è ëþáàÿ íåñâåðõðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñ åäèí-
ñòâåííîé íîðìàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé (íàïðèìåð, çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà 𝐴4) íå
ïðèíàäëåæèò H. Ïðèìåð Õóïïåðòà ïîäòâåðæäàåò, ÷òî âêëþ÷åíèå U ⊂ H ñîáñòâåííîå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êëàññ âñåõ ãðóïï ñ ñèëîâñêèìè áàøíÿìè ñâåðõðàçðåøèìîãî òèïà, à
𝒜 � êëàññ âñåõ ãðóïï ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè. Êëàññ D ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåí-
íîé íàñûùåííîé ðàäèêàëüíîé ôîðìàöèåé, à êëàññ 𝒜 � íàñëåäñòâåííàÿ ôîðìàöèÿ, íî îíà íå
íàñûùåííàÿ è íå ðàäèêàëüíàÿ.

Ñâîéñòâà êëàññà H ïåðå÷èñëåíû â ñëåäóþùåé ëåììå.

Лемма 1. (1) U ⊂ H ⊂ D.

(2) H — гомоморф, т. е. если 𝐺 ∈ H и 𝑁 �𝐺, то 𝐺/𝑁 ∈ H.

(3) H замкнут относительно прямых произведений, т. е. если 𝐺𝑖 ∈ H, 𝑖 = 1, 2, то 𝐺1 ×
𝐺2 ∈ H.

(4) H замкнут относительно холловых подгрупп, т. е. если 𝐺 ∈ H, то 𝐺𝜋 ∈ H для всех
𝜋 ⊆ 𝜋(𝐺).

(5) H — насыщенный класс, т. е. если 𝐺/Φ(𝐺) ∈ H, то 𝐺 ∈ H.

(6) H не является классом Шунка и не является формацией.

(7) Минимальная несверхразрешимая группа 𝐺 ∈ H тогда и только тогда, когда 𝐺 — би-
примарная минимальная несверхразрешимая группа с нециклическими силовскими подгруп-
пами.

Â òåðìèíàõ òåîðèè êëàññîâ ãðóïï ïðèçíàêè ñâåðõðàçðåøèìîñòè ãðóïïû 𝐺 = 𝐴𝐵 ñ ñóá-
íîðìàëüíûìè ñâåðõðàçðåøèìûìè ïîäãðóïïàìè 𝐴 è 𝐵, ïîëó÷åííûå â [7, òåîðåìà 3], ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Предложение 1. H ∩N𝒜 = H ∩NA = U.

Ãðóïïîé Øìèäòà íàçûâàþò íåíèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó ñ íèëüïîòåíòíûìè ñîáñòâåííûìè
ïîäãðóïïàìè. Â ðàáîòå [8] ââåäåíû è èçó÷åíû êëàññû ãðóïï shU è shU, ñîñòîÿùèå èç âñåõ
ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà ñâåðõðàçðåøèìà è íåñâåðõðàçðåøèìà ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îáà êëàññà ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè íàñûùåííûìè ðàäèêàëüíûìè ôîðìàöèÿìè è
ïîëíîñòüþ îïèñàíû ãðóïïû èç ýòèõ äâóõ êëàññîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî

Предложение 2. [8, òåîðåìà 1] Для группы 𝐺 следующие утверждения эквивалентны:

(1) 𝐺 ∈ shU;

(2) 𝐺 ∈ D и для каждой пары простых чисел 𝑝 > 𝑞, 𝑞 не делит 𝑝 − 1, бипримарная
{𝑝, 𝑞}-холлова в 𝐺 подгруппа нильпотентна.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. H ⊆ shU ∩N2 ∩NA2.
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Следствие 1. В группе 𝐺 = 𝐴𝐵 с субнормальными сверхразрешимыми подгруппами 𝐴
и 𝐵 любая подгруппа Шмидта сверхразрешима.

Ðàäèêàëüíàÿ íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ shU ñîäåðæèò íàñûùåííûé ãîìîìîðô H è òðè íåðà-
äèêàëüíûå íàñûùåííûå ôîðìàöèè U, wU è vU, ïðè÷åì U ⊂ wU ⊂ vU ⊂ shU, [9]. Ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó íèìè îïèñûâàåò

Следствие 2. U = H ∩ wU ⊂ H ∩ vU.

Âêëþ÷åíèå â ýòîì ñëåäñòâèè ñîáñòâåííîå. Íåñâåðõðàçðåøèìàÿ ãðóïïà 𝐶2
5 o 𝑄 ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íîðìàëüíûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ 𝐶2
5 o 𝐶4. Çäåñü

𝐶𝑛 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 𝑛, 𝑄 � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8, 𝐶2
5 � ýëåìåíòàðíàÿ

àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 25. Ãðóïïà 𝐶2
5 o𝑄8 ïðèíàäëåæèò ðàçíîñòè H∩ vU ∖wU, [9, ïðèìåð 3].
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In this research we continue our previous investigation [5, 6, 7, 8]. Let 𝑆𝐿2(F𝑝) denotes the
special linear group of degree 2 over a �nite �eld of order 𝑝 and F is arbitrary �eld.

Definition 1. The set of matrices

{𝑀𝑖 : 𝐷𝑒𝑡(𝑀𝑖) = ±1,𝑀𝑖 ∈ 𝐺𝐿2(F𝑝)}

forms extended special linear group in 𝐺𝐿2(F𝑝) and is denoted by ESL2(F𝑝).
As it is studied by us, 𝐸𝑆𝐿2(F𝑝) ∼= 𝑆𝐿2(F𝑝) o 𝒞2, where 𝒞2 is generated by reflection(︂
−1 0
0 1

)︂
. The involution from the top-subgroup 𝒞2 ≃

⟨(︂
−1 0
0 1

)︂⟩
induces the sign of

automorphism in 𝐴𝑢𝑡 (𝑆𝐿2(𝐹𝑝)).

Matrices with determinant -1 correspond to the elements changing Euclidean space orientation.
Recall the definition of TI− subgroup [3]. Let 𝐺 be a group and 𝐴 < 𝐺, then 𝐴 is called

TI−subgroup i� 𝐴 ∩𝐴𝑔 = 𝑒 for each 𝑔 ∈ 𝐺 ∖𝑁𝐺(𝐴).
In view of 𝒞2 is one generated then its centralizer coincides with its normalizer. One easy can

verify that centralizer consists of all diagonal matrices from 𝐸𝑆𝐿2(F𝑝). For the rest of elements
condition of 𝐴∩𝐴𝑔 = 𝑒 for each 𝑔 ∈ 𝐸𝑆𝐿2(F𝑝) ∖𝑁𝐸𝑆𝐿2(F𝑝)(𝒞2) holds. Thus, 𝒞2 is TI− subgroup,
hence 𝒞2 is antinormal subgroup.

We brie�y introduce the minimal set of generators and new relations in 𝐸𝑆𝐿2 (Z) [4] i.e. this

group over integer ring. Each relation of 𝑆𝐿2 (Z) holds. We denote

(︂
1 1
0 1

)︂
by 𝑠 and

(︂
0 −1
1 0

)︂
as 𝑡 they generate 𝑆𝐿2 (Z), new generator

(︂
−1 0
0 1

)︂
is denoted by 𝑖. Then new relation is 𝑖𝑠𝑖−1 =

𝑠−1. The second relation is 𝑖𝑡𝑖−1 = 𝑡−1 and the rest of them are 𝑡4 = 𝑖2 = 𝑒. The order of 𝑠 is ∞
because 𝑠 is shift.

Theorem 1. Let 𝐴 be simple matrix and 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(F) [2], then for 𝐴 there is a solution
𝐵 ∈ 𝑆𝐿2(F) of the matrix equation

𝑋2 = 𝐴 (1)

if and only if
𝑡𝑟𝐴+ 2 (2)

is quadratic element in F or 0, where F is a field.
If 𝑋 ∈ 𝐸𝑆𝐿2(F) then the matrix equation (1) has a solutions iff

𝑡𝑟𝐴± 2 (3)

is a quadratic element in F or 0.
This solution 𝑋 ∈ 𝐸𝑆𝐿2(F) ∖ 𝑆𝐿2(F) iff (𝑡𝑟𝐴− 2) is quadratic element or 0 in F but (𝑡𝑟𝐴+ 2)

is not. Conversely 𝑋 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝) iff (𝑡𝑟𝐴+ 2) is quadratic element. Solutions belong to 𝐸𝑆𝐿2(F)
and 𝑆𝐿2(F) iff (𝑡𝑟𝐴+ 2) and (𝑡𝑟𝐴− 2) are quadratic elements.

In the case 𝐴 ∈ 𝐺𝐿2(F) this condition (2) takes form:

𝑡𝑟𝐴± 2
√
𝑑𝑒𝑡𝐴 (4)

is quadratic element in F or 0 and 𝑑𝑒𝑡𝐴 is is quadratic too.

For case F = F𝑝 our criterion can be formulated in terms of Legendre symbol.
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Corollary 1. Let 𝐴 be simple matrix and 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝) [2], then for matrix 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝)
there is a solution 𝐵 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝) of the matrix equation

𝑋2 = 𝐴 (5)

if and only if (︂
𝑡𝑟𝐴+ 2

𝑝

)︂
∈ {0, 1}. (6)

If 𝑋 ∈ 𝐸𝑆𝐿2(F𝑝) then the matrix equation (5) has a solution iff(︂
𝑡𝑟𝐴± 2

𝑝

)︂
∈ {0, 1}. (7)

This solution 𝑋 ∈ 𝐸𝑆𝐿2(F𝑝) ∖ 𝑆𝐿2(F𝑝) iff
(︁
𝑡𝑟𝐴−2

𝑝

)︁
= 1 or 0, but

(︁
𝑡𝑟𝐴+2

𝑝

)︁
= −1. Conversely 𝑋 ∈

𝑆𝐿2(F𝑝) iff
(︁
𝑡𝑟𝐴+2

𝑝

)︁
= 1. Solutions 𝑋𝑖 ∈ 𝐸𝑆𝐿2(F) and 𝑆𝐿2(F) iff

(︁
𝑡𝑟𝐴+2

𝑝

)︁
= 1 and (𝑡𝑟𝐴− 2) = 1.

In the case 𝐴 ∈ 𝐺𝐿2(F𝑝) this condition (2) takes form:(︃
𝑡𝑟𝐴± 2

√
𝑑𝑒𝑡𝐴

𝑝

)︃
∈ {0, 1},

(︂
𝑑𝑒𝑡𝐴

𝑝

)︂
∈ {1}. (8)

Corollary 2. If 𝐴 ∈ 𝐺𝐿(𝐹2) the condition 2 takes form:(︂
𝑡𝑟𝐴

𝑝

)︂
∈ {0, 1}.

Theorem 3. If a matrix 𝐴 ∈ 𝐺𝐿2(F𝑝) is semisimple [1, 2] with different eigenvalues and at
least one an eigenvalue 𝜆𝑖 ∈ F𝑝2 ∖ F𝑝, 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝑝 > 2, then

√
𝐴 ∈ 𝐺𝐿2(F𝑝) iff of 𝐴 satisfies:

(
𝜆𝑖
𝑝
) = 1 𝑖𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑖𝑠 F𝑝2 .

Furthermore we �nd some way to compute such roots.

Proposition 1. If a simple matrix 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝) and
(︁
𝑇𝑟(𝐴)+2

𝑝

)︁
= 1, then

√
𝐴 =

1

±
√
𝑡𝑟𝐴± 2

(𝐴± 𝐸) ,

where 𝐸 is identity element of 𝑆𝐿2(F𝑝), in case of sign ’-’ in (𝐴± 𝐸) roots
√
𝐴 ∈ 𝐸𝑆𝐿2(F𝑝).

Namely for 𝐴 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
in a coordinate form in case

√
𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝) we have

√
𝐴 =

1

±
√

𝑡𝑟(𝐴)+2

(︂
𝑎+ 1 𝑏
𝑐 𝑑+ 1

)︂
.

Corollary 3. The formula of 4-th power root is the following

4
√
𝐴 =

𝐴± 𝐸 ±
√
𝑡𝑟𝐴± 2

±
√︀
±
√
𝑡𝑟𝐴± 2± 2

.

Proposition 2. If matrix 𝐴 do not admits diagonal form over F2 then 𝐴 is not square in
𝐺𝐿2 (F2) over F2.
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Theorem 2. Under conditions (𝜆𝑝 ) = 1 in 𝐹𝑝 and matrix 𝐴 is similar to a Jordan block of the
form

𝐽𝐴 =

(︂
𝜆 1
0 𝜆

)︂
(9)

a square root 𝐵 of 𝐴 exists in 𝑆𝐿2(𝐹𝑝).

Proposition 3. If 𝐵 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝) is root of equation 𝑋3 = 𝐴, then

𝐵 =
𝐴+ 𝑡𝑟( 3

√
𝐴) 3
√︀

det(𝐴)

𝑡𝑟
(︁√

𝐴
)︁2
− 3
√︀
det(𝐴)

,

where 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(F𝑝).
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíû è ñîîòâåò-
ñòâóþò [1]. Áóäåì ïèñàòü 𝐴l𝐵, åñëè 𝐴 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐵.

Ñòðîåíèå ãðóïïû âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîá âëîæåíèÿ åå ïîäãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, ñóá-
íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû èìåþò îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå â ñòðîåíèè íåïðîñòûõ ãðóïï. Îáîáùå-
íèåì òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîíÿòèÿ ñóáíîðìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ôîðìàöèîííîé ñóá-
íîðìàëüíîñòè.

Определение 1. Пусть F — формация. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется F-субнор-
мальной, если существует такая цепочка подгрупп

𝐻 = 𝐻0 l 𝐻1 l . . .l𝐻𝑖 l𝐻𝑖+1 l . . .l𝐻𝑛 = 𝐺,

что F-корадикал подгруппы 𝐻𝑖+1 содержится в 𝐻𝑖 для всех 𝑖.

Ãðóïïû ñ ôîðìàöèîííî ñóáíîðìàëüíûìè 𝑛-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ
𝑛 èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ, ñì., íàïðèìåð, [2, 3, 4] è ëèòåðàòóðó â íèõ. Íà-
ïîìíèì, ïîäãðóïïà 𝑀 íàçûâàåòñÿ 𝑛-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 𝐺, åñëè ñóùåñòâóåò
öåïî÷êà ïîäãðóïï

𝑀 =𝑀𝑛 l𝑀𝑛−1 l . . .l𝑀1 l𝑀0 = 𝐺.

Определение 2 ([5]). Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется абсолютно F-субнормальной
в 𝐺, если любая содержащая ее подгруппа F-субнормальна в 𝐺.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè F � íàñëåäñòâåííàÿ ôîðìàöèÿ è ãðóïïà 𝐺 ∈ F, òî â ãðóïïå 𝐺 êàæäàÿ
ïîäãðóïïà àáñîëþòíî F-ñóáíîðìàëüíà.

Èçó÷åíû ãðóïïû, â êîòîðûõ êàæäàÿ 𝑛-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà àáñîëþòíî F-ñóáíîðìàëü-
íà, äëÿ íàñëåäñòâåííîé íàñûùåííîé ôîðìàöèè F, ñîäåðæàùåé âñå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû. Â
÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî

Теорема 1. Пусть F — наследственная насыщенная формация, содержащая все ниль-
потентные группы, и пусть 𝐺 – группа, каждая 𝑛-максимальная подгруппа которой абсо-
лютно F-субнормальна, тогда

(1) при 𝑛 ≤ 2 группа 𝐺 ∈ F;
(2) при 3 ≤ 𝑛 ≤ 4 либо группа 𝐺 ∈ F, либо 𝐺 — разрешимая группа, длина главного ряда

которой не превосходит 𝑛− 1;
(3) при 𝑛 ≥ 5 либо группа 𝐺 ∈ F, либо 𝐺 — разрешимая группа, длина главного ряда

которой не превосходит 𝑛−1, либо 𝐺 — неразрешимая группа, для которой 3 ≤ 𝜆(𝐺) ≤ 𝑛−1.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики Беларусь (ГПНИ
«Конвергенция-2025», № гос. рег. 20211467)
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Çäåñü 𝜆(𝐺) � ãëóáèíà ãðóïïû 𝐺 � ìèíèìàëüíàÿ äëèíà öåïî÷åê ïîäãðóïï âèäà

1 =𝑀𝑘 l𝑀𝑘−1 l . . .l𝑀1 l𝑀0 = 𝐺,

êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû äëÿ ãðóïïû 𝐺.

Следствие 1. Пусть F — наследственная насыщенная формация, содержащая все ниль-
потентные группы, и 𝑛 ≤ 4. Если 𝐺 — неразрешимая группа, в которой каждая 𝑛-
максимальная подгруппа абсолютно F-субнормальна, то 𝐺 ∈ F.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ãðóïïû ñ àáñîëþòíî F-ñóáíîðìàëü-
íûìè 𝑛-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè íàñëåäñòâåííîé íàñûùåííîé ôîðìàöèè F, ñîäåðæàùåé
âñå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Èñïîëüçóåìàÿ òåðìèíîëîãèÿ ñîîòâåòñòâóåò [1].
Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà 𝐴 íàçûâàåòñÿ полунормальной [2] â ãðóïïå 𝐺, åñëè â 𝐺 ñóùå-

ñòâóåò ïîäãðóïïà 𝐵 òàêàÿ, ÷òî 𝐺 = 𝐴𝐵 è 𝐴𝑋 � ïîäãðóïïà äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû 𝑋 èç 𝐵.

1Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ (грант №Ф23РНФ-237).
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Ãðóïïû ñ ïîëóíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ, ñì.,
íàïðèìåð, ëèòåðàòóðó â [3]. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [3] èçó÷åíî ñòðîåíèå ãðóïïû 𝐺 = 𝐴𝐵 ñ
ïîëóíîðìàëüíûìè ñâåðõðàçðåøèìûìè ïîäãðóïïàìè 𝐴 è 𝐵.

Ïîäãðóïïû 𝐴 è 𝐵 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàþòñÿ перестановочными, åñëè 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. Çàìåòèì, ÷òî
ðàâåíñòâî 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 𝐴𝐵 ≤ 𝐺. Áîëåå ñëàáîå óñëîâèå ïåðåñòàíîâî÷íîñòè
áûëî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [4]: ïîäãðóïïû 𝐴 è 𝐵 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàþòñÿ cc-перестановочными в
𝐺, åñëè 𝐴 ïåðåñòàíîâî÷íà ñ 𝐵𝑔 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà 𝑔 ∈< 𝐴,𝐵 >.

Âïîëíå åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå

Определение 1. Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется условно полунормальной подгруппой
в 𝐺, если в 𝐺 существует подгруппа 𝑇 такая, что 𝐺 = 𝐴𝑇 и 𝐴 cc-перестановочна с каждой
подгруппой из 𝑇 .

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ïîëóíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî ïîëóíîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé. Îáðàòíîå íåâåðíî. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 𝐺 = 𝑍5 o 𝑍4, â
êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî ïîëóíîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé â 𝐺, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐺.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíû ïðèçíàêè ñâåðõðàçðåøèìîñòè ãðóïïû, ôàêòîðèçóåìîé
câåðõðàçðåøèìûìè óñëîâíî ïîëóíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 — сверхразрешимые условно полунормальные подгруппы груп-
пы 𝐺 и 𝐺 = 𝐴𝐵. Тогда 𝐺 сверхразрешима в каждом из следующих случаев:

(1) коммутант 𝐺′ нильпотентен;

(2) (|𝐴|, |𝐵|) = 1;

(3) 𝐺 метанильпотентна и (|𝐺 : 𝐴|, |𝐺 : 𝐵|) = 1;

(4) 𝐺 метанильпотентна и (|𝐴/𝐴N|, |𝐵/𝐵N|) = 1.

Çäåñü N � ôîðìàöèÿ âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, à 𝐻N � N-êîðàäèêàë ãðóïïû 𝐻.

Пример 6. Несверхразрешимая группа 𝐺 = 𝐸72 o 𝑆3, ([5], IdGroup=[294,7]), факторизу-
ется сверхразрешими условно полунормальными подгруппами 𝐴 ≃ 𝑍7 ×𝐷14 и 𝐵 ≃ 𝐸72 o 𝑍3

такими, что (|𝐺 : 𝐴|, |𝐺 : 𝐵|) = 1 и (|𝐴/𝐴N|, |𝐵/𝐵N|) = 1, так как 𝐴N ≃ 𝑍7 и 𝐵N ≃ 𝐸72.
Поэтому условие метанильпотентности группы 𝐺 в п. 3–4 теоремы 1 убрать нельзя.

Следствие 1. ([3, òåîðåìà 2.2]) Пусть 𝐴 и 𝐵 — полунормальные сверхразрешимые под-
группы группы 𝐺 и 𝐺 = 𝐴𝐵. Если коммутант 𝐺′ нильпотентен, то группа 𝐺 сверхразре-
шима.

Следствие 2. ([6, òåîðåìà C]) Предположим, что 𝐺 = 𝐴𝐵, где 𝐴 и 𝐵 — сверхразре-
шимые подгруппы группы 𝐺. Пусть либо коммутант 𝐺′ нильпотентен, либо (|𝐴|, |𝐵|) = 1.
Если подгруппа 𝐴 cc-перестановочна с каждой подгруппой из подгруппы 𝐵 и подгруппа 𝐵
cc-перестановочна с каждой подгруппой из подгруппы 𝐴, то 𝐺 сверхразрешима.

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû òàêæå ðàçâèâàþò èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â ðàáî-
òå [7]. Â íåé áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå tcc-ïîäãðóïïû (ïîäãðóïïà 𝐴 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåòñÿ tcc-
подгруппой в 𝐺, åñëè â 𝐺 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà 𝑇 òàêàÿ, ÷òî 𝐺 = 𝐴𝑇 è êàæäàÿ ïîäãðóïïà 𝐴
cc-ïåðåñòàíîâî÷íà ñ êàæäîé ïîäãðóïïîé èç 𝑇 ). Êðîìå òîãî, â [7] áûëè èçó÷åíû ãðóïïû, ôàê-
òîðèçóåìûå tcc-ïîäãðóïïàìè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ôîðìàöèÿ âñåõ ñâåðõðàçðåøèìûõ
ãðóïï çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ tcc-ïîäãðóïï.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ãðóïïå 𝐺 ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï, åñëè ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï 𝐻1, 𝐻2 6 𝐺
óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè ñëîâî 𝑧 ∈ 𝐺 òàêîå, ÷òî

𝑧−1𝐻1𝑧 = 𝐻2

Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.
Íîâèêîâûì Ï.Ñ. áûëî äîêàçàíî, ÷òî â êëàññå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðóïï ïðîáëåìà ñîïðÿ-
æåííîñòè íå ðàçðåøèìà.

Âïåðâûå ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï áûëà ïîëîæèòåëüíî ðåøåíà Â. Í. Ðåìåñëåííè-
êîâûì äëÿ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï â 1967 ãîäó [1]. Â 1969 ãîäó Ä. È. Ìîëäàâàíñêèì
äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï ñâîáîäíîé
ãðóïïû [2]. Ì. Ä. Ãðèíäëèíãåðîì â 1970 ãîäó áûëè äîêàçàíû íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ñîïðÿæåííîñòè äâóïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï â ñâîáîäíîé ãðóïïå [3].
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Â 1971 ãîäó Áåçâåðõíèì Â.Í. [4] è Ìîëäàâàíñêèì Ä.È. [5] íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà áûëà
ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï ïðè óñëîâèè,
÷òî â ñîìíîæèòåëÿõ ðàçðåøèìû ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ è ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï. Â 1977 ãîäó
Áåçâåðõíèì Â.Í. [6] ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè
äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà ñ îáúåäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå, â 1983 - â
HNN -ðàñøèðåíèè ïî èçîìîðôíûì êîíå÷íûì àññîöèèðîâàííûì ïîäãðóïïàì ïðè óñëîâèè, ÷òî
â áàçîâîé ãðóïïå ðàçðåøèìû ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ è ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï [7]. Òàêæå â
1975 ãîäó Áåçâåðõíèé Â.Í. [8] ïîêàçàë, ÷òî â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï,
îáúåäèíåííûõ ïî ïîäãðóïïå ðàíãà 4, ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï íåðàçðåøèìà.

Î. Â. Èí÷åíêî ñîâìåñòíî ñ Â. Í. Áåçâåðõíèì â 2010 ãîäó áûëà ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåí-
íîñòè ïîäãðóïï â êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïïàõ Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé [9]. Å. Ñ.
Ëîãà÷åâîé â 2013 ãîäó ïîëîæèòåëüíî ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
ïîäãðóïï â äðåâåñíîì ïðîèçâåäåíèè áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï [10].

Ïóñòü 𝐺 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Àðòèíà ñ êîïðåäñòàâëåíèåì

𝐺 = ⟨𝑎1, ..., 𝑎𝑙;< 𝑎𝑖𝑎𝑗 >
𝑚𝑖𝑗=< 𝑎𝑗𝑎𝑖 >

𝑚𝑗𝑖 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑙, 𝑖 ̸= 𝑗⟩,

ãäå < 𝑎𝑖𝑎𝑗 >
𝑚𝑖𝑗 � ñëîâî äëèíû 𝑚𝑖𝑗 , ñîñòîÿùåå èç 𝑚𝑖𝑗 ÷åðåäóþùèõñÿ áóêâ 𝑎𝑖 è 𝑎𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑚𝑖𝑗 �

÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå Êîêñòåðà: 𝑚𝑖𝑗 ∈ N ∖ {1} ∪ {∞}, 𝑖 ̸= 𝑗.
Äëÿ ãðóïïû Àðòèíà 𝐺 ïîñòðîèì ãðàô Γ òàê, ÷òî îáðàçóþùèì 𝑎𝑖 ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû

ãðàôà Γ, à êàæäîìó îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ < 𝑎𝑖𝑎𝑗 >
𝑚𝑖𝑗=< 𝑎𝑗𝑎𝑖 >

𝑚𝑗𝑖 ,𝑚𝑗𝑖 < ∞, �
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå 𝑎𝑖 è 𝑎𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗. Åñëè ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ
äåðåâî-ãðàô, òî ãðóïïà Àðòèíà 𝐺 íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé.

Êëàññ ãðóïï Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ââåäåí â ðàññìîòðåíèå Â. Í. Áåçâåðõíèì â
2003 ãîäó [11].

Ðàññìîòðèì äâóïîðîæäåííóþ ãðóïïó Àðòèíà 𝐺𝑎𝑏 = ⟨𝑎, 𝑏;< 𝑎𝑏 >𝑚𝑎𝑏=< 𝑏𝑎 >𝑚𝑏𝑎⟩ (1).

Лемма 1. ([12]) Группа Артина 𝐺𝑎𝑏 при 𝑚𝑎𝑏 = 2𝑘+1 изоморфна группе ⟨𝑥, 𝑦;𝑥2𝑘+1 = 𝑦⟩,
а при 𝑚𝑎𝑏 = 2𝑘 - группе ⟨𝑡, 𝑥; 𝑡−1𝑥𝑘𝑡 = 𝑥𝑘⟩.

Определение 1. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения, если
существует алгоритм, который для любой конечно порожденной подгруппы 𝐻 группы 𝐺 и
для любого 𝑤 ∈ 𝐺 устанавливает 𝑤 ∈ 𝐻.

Èç ðàáîòà [14], [16] ñëåäóåò ëåììà.

Лемма 2. В группах Артина с двумя образующими разрешима проблема вхождения.

Лемма 3. В группах Артина с двумя образующими разрешима проблема сопряженности
подгрупп [6].

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç [6].
Ãðóïïà Àðòèíà𝐺 ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñâîáîäíîå ïðîèçâå-

äåíèå äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Àðòèíà, îáúåäèíåííûõ ïî áåñêîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîäãðóï-
ïàì: îò ãðàôà Γ ãðóïïû Àðòèíà ïåðåéäåì ê ãðàôó Γ òàê, ÷òî âåðøèíàì ãðàôà Γ ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ãðóïïû Àðòèíà íà äâóõ îáðàçóþùèõ 𝐺𝑖𝑗 , à âñÿêîìó ðåáðó 𝑒 ñîåäèíÿþùåìó
âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå 𝐺𝑖𝑗 è 𝐺𝑗𝑘 � öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ⟨𝑎𝑗⟩

Êàæäûé ýëåìåíò ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 𝑔 ∈ 𝐺 ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëåí â êàíîíè÷åñêîì âèäå:

𝑔 = 𝑙1𝑔 · · · 𝑙𝑛𝑔𝐾𝑔𝑟𝑛𝑔 · · · 𝑟1𝑔 ,

ãäå 𝑟𝑖𝑔 , 𝑙
−1
𝑖𝑔

- ïðåäñòàâèòåëè ïðàâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ãðóïïû 𝐺 ïî ïîäãðóïïå èç 𝐺1 èëè ïî
ïîäãðóïïå èç ⟨𝑎𝑛⟩, ïðè÷åì 𝑟𝑖𝑔 , 𝑟𝑖𝑔+1 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñîìíîæèòåëÿì ãðóïïû 𝐺. Ñëîã 𝐾𝑔
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íàçûâàåòñÿ ÿäðîì. Åñëè 𝐾𝑔 íå ïðèíàäëåæèò îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå 𝐶, òî ñëîãè 𝑙𝑛𝑔 è 𝑟𝑛𝑔

ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñîìíîæèòåëþ ãðóïïû 𝐺, à 𝐾𝑔 - äðóãîìó. Â òàêîì ñëó÷àå ñëîãîâàÿ äëèíà
áóäåò ðàâíà 𝐿(𝑔) = 2𝑛+1. Åñëè𝐾𝑔 ∈ 𝐶, òî ñëîãè 𝑙𝑛𝑔 è 𝑟𝑛𝑔 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñîìíîæèòåëÿì
ãðóïïû 𝐺, à äëèíà ñëîâà ðàâíà 𝐿𝑔 = 2𝑛.

Åñëè 𝑟1𝑔 · · · 𝑟1𝑔 = (𝑙1𝑔 · · · 𝑙𝑛𝑔)
−1 òî ñëîâî

𝑔 = 𝑟−1
1𝑔
· · · 𝑟−1

𝑛𝑔
𝐾𝑔𝑟𝑛𝑔 · · · 𝑟1𝑔

íàçûâàåòñÿ òðàíñôîðìîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñëîâî íàçûâàåòñÿ íåòðàíñôîðìîé íå÷åòíîé
èëè ÷åòíîé äëèíû ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁 ãðóïïû 𝐺, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðèâåäåíî
ê âèäó íåòðàíñôîðìû, òðàíñôîðìû ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé äëèíû.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ, îòêðûòîãî
Â. Í. Áåçâåðõíèì, ÿâëÿþùèìñÿ îáîáùåíèåì íèëüñåíîâñêîãî ìíîæåñòâà.

Ðàçîáüåì âñå ñëîâà ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁 íà ìíîæåñòâà: 𝑀0 - íåòðàíñ-
ôîðìû è 𝑀𝑖 - òðàíñôîðìû îäíîãî òèïà, ñîäåðæàùèåñÿ â îäíîé ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé
íåêîòîðîé ïîäãðóïïå èç 𝐺1 èëè ⟨𝑎𝑛⟩. Êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó
(𝑀𝑖), 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑘. Äëÿ 𝑖 = 1, 𝑁 ïîäãðóïïà (𝑀𝑖) èìååò âèä:

(𝑀𝑖) = 𝑟−1
1𝑔
· · · 𝑟−1

𝑛𝑔
𝐶𝑖𝑟𝑛𝑔 · · · 𝑟1𝑔 .

Çäåñü 𝐶𝑖 - ïîäãðóïïû èç 𝐺1 èëè ⟨𝑎𝑛⟩, ïîðîæäåííûå ÿäðàìè òðàíñôîðì. Ïîäãðóïïû, ïî-
ðîæäåííûå òðàíñôîðìàìè, óïîðÿäî÷èâàåì ïî äëèíàì êðûëüåâ èõ òðàíñôîðì.

Лемма 4. Подгруппа 𝑀0 , порожденная нетрансформами специального множества,
свободна и не содержит трансформ [13].

Ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ñïåöèàëüíûì ìíîæåñòâîì {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁 , áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆).
Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 𝐻𝑁𝑁 -ãðóïïó ñ îñíîâîé 𝑆, ÿâëÿþùóþñÿ äðåâåñíûì ïðîèçâåäåíèåì
ýëåìåíòîâ èç ðÿäà ïîäãðóïï, óïîðÿäî÷åííûõ ïî äëèíàì òðàíñôîðì, ïðàâèëüíîé ñèñòåìîé
ïðîõîäíûõ áóêâ êîòîðîé ñëóæàò ýëåìåíòû èç 𝑀0. Ïîäãðóïïû 𝑀0 è 𝑀𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑘, èç ðÿäà
áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèìè ïîäãðóïïàìè ïîäãðóïïû ⟨𝑤1 . . . 𝑤𝑛⟩ = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), ïðè÷åì 𝑆
ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè 𝑀1 ≤ 𝑀2 ≤ . . . ≤ 𝑀𝑛, ãäå 𝑀𝑖 - ïîäãðóïïû, óïîðÿäî÷åííûå ïî
äëèíàì òðàíñôîðì.

Определение 2. Произведением 𝑢1 · · ·𝑢𝑘 назовем слово подгруппы ⟨𝑤1 · · ·𝑤𝑛⟩ =
𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆) группы 𝐺, если:

1. 𝑢𝑖 ̸= 1;

2. 𝑢𝑖 ∈ {𝑀0 ∪𝑀−1
0 }, либо 𝑢𝑖 принадлежит некоторой подгруппе (𝑀𝑖);

3. 𝑢𝑖 ̸= 𝑢−1
𝑖+1;

4. 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1 не содержатся в одной подгруппе (𝑀𝑖);

5. в 𝑢1 · · ·𝑢𝑘 нет произведения 𝑢𝑖𝑢𝑖+1𝑢𝑖+2, (𝑖 = 1, 𝑘 − 2), где 𝑢𝑖 = 𝑢−1
𝑖+2, 𝑢𝑖 ∈ {𝑀0 ∪

𝑀−1
0 }, 𝑢𝑖+1 ∈ (𝑀𝑗) и 𝑢𝑖𝑢𝑖+1𝑢𝑖+2 ∈ (𝑀𝑠).

Лемма 5. Всякое произведение 𝑤𝜖1
𝑖1
· · ·𝑤𝜖𝑚

𝑖𝑚
, где 𝜖𝑗 = ±1, 𝑤𝑖𝑗 - образующие подгруппы

⟨{𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁}⟩ через конечное число шагов можно привести к слову 𝑢𝑖1 · · ·𝑢𝑖𝑘 , 𝑘 ≤ 𝑚, подгруппы
𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆) = ⟨{𝑤𝑖}𝑖=1,𝑁}⟩ [13].
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó ñëîâàìè 𝑣1 è 𝑣2 èìååò ìåñòî êàñàíèå ïåðâîãî, âòîðîãî èëè
òðåòüåãî ðîäà, åñëè äëèíà ïðîèçâåäåíèÿ 𝑣1𝑣2 ñîîòâåòñòâåííî áîëüøå, ðàâíà èëè ìåíüøå
𝑚𝑎𝑥𝑙(𝑣1)𝑙(𝑣2) [13].

Определение 3. Слово 𝑢1 · · ·𝑢𝑘 является простым, если 𝑙(𝑢1 · · ·𝑢𝑘) = 𝑚𝑎𝑥𝑙(𝑢1), · · · ,𝑙(𝑢𝑘)
[13].

Лемма 6. Если 𝑢1 · · ·𝑢𝑛 - слово подгруппы 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆), то 𝑙(𝑢1 · · ·𝑢𝑛) > 𝑙𝑢𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛

Следствие 1. Åñëè â ñëîâå 𝑢1 · · ·𝑢𝑛 âûïîëíèòü ñîêðàùåíèÿ â ãðóïïå 𝐺, òî â íåì ñîêðà-
ùåíèå íå çàòðîíåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ëåâóþ ïîëîâèíó 𝑢1 [13].

Следствие 2. Âñÿêîå ñëîâî ïîäãðóïïû 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ñëîâ, ìåæäó êîòîðûìè èìååò ìåñòî êàñàíèå ïåðâîãî ðîäà [13].

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòîå ñëîâî 𝑢1...𝑢𝑛 ïîäãðóïïû 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆) ìîæåò áûòü îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1. 𝑢1 · · ·𝑢𝑘 ñîäåðæèò íåòðàíñôîðìó ìàêñèìàëüíîé äëèíû;

2. ñëîâî 𝑢1 · · ·𝑢𝑘 ñîäåðæèò íåòðàíñôîðìó 𝑢𝑖 è òðàíñôîðìó 𝑢𝑖+1 ìàêñèìàëüíîé äëèíû

3. ñëîâî 𝑢1 · · ·𝑢𝑘 ñîäåðæèò íåòðàíñôîðìû 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+2 è òðàíñôîðìó 𝑢𝑖+1 ñî ñâîéñòâàìè 𝑙(𝑢𝑖) =
𝑙(𝑢𝑖+2, 𝑙(𝑢𝑖) = 𝑙(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) = 𝑙(𝑢𝑖𝑢𝑖+1𝑢𝑖+2), 𝑙(𝑢𝑖) > 𝑙𝑢𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 − 1, 𝑖 + 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, ïðè÷åì
äëèíà ñëîâà 𝑢𝑖+1 ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå äëèíû 𝑙(𝑢𝑖);

4. ñëîâî 𝑢1...𝑢𝑘 ñîäåðæèò òðàíñôîðìó 𝑢𝑖 ìàêñèìàëüíîé äëèíû.

Â ñòàòüÿõ [15], [16] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть группа

𝐺 = ⟨
𝑛∏︁

𝑠=1

*𝐺𝑆 ; 𝑟𝑒𝑡𝐺1, . . . , 𝑟𝑒𝑡𝐺𝑠, 𝜑𝑗𝑖(𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖⟩

- древесное произведение групп 𝐺𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, объединенных по изоморфным подгруп-
пам 𝑈𝑖𝑗 < 𝐺𝑖, 𝑈𝑗𝑖 < 𝐺𝑗 с помощью фиксированного набора конструктивных изоморфизмов
{𝜑𝑖𝑗}, 𝜑𝑖𝑗(𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖. Тогда, если подгруппы 𝑈𝑖𝑗, 𝑈𝑗𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑗 ∈ 𝐼2, обладают условием макси-
мальности и в сомножителях 𝐺𝑠1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 разрешимы [14]:

1. проблема вхождения;

2. проблема пересечения класса смежности любой конечно порожденной подгруппы 𝐻 <
𝐺𝑠 с подгруппой 𝑈𝛾, 𝛾 = ±1;

3. существует алгоритм, выписывающий образующие пересечения любой конечно порож-
денной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑠 с подгруппой 𝑈𝛾, 𝛾 = ±1;

то существует алгоритм, преобразующий любое конечное множество слов группы G в
специальное, порождающее подгруппу, совпадающую с подгруппой, порожденной исходным
множеством, и в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения.

Теорема 2. [17] Пусть группы 𝐺1 и 𝐺2 обладают свойством Хауссона (пересечение ко-
нечно порожденных подгрупп есть конечно порожденная подгруппа). Тогда, если в группах
𝐺1 и 𝐺2 разрешимы проблема вхождения и проблема пересечения двух конечно порожденных
подгрупп, то их свободное произведение обладает свойством Хауссона и существует алго-
ритм, выписывающий образующие пересечения любых двух конечно порожденных подгрупп.
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Лемма 7. Существует алгоритм, позволяющий для любого слова 𝑤 ∈ 𝐺𝑎𝑏, где 𝐺𝑎𝑏 -
артинова группа и любой конечно порожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑎𝑏 и любой циклической
подгруппы 𝐶 < 𝐺𝑎𝑏 установить пусто ли пересечение смежного класса 𝑤𝐻 ∩ 𝐶.

Лемма 8. Существует алгоритм, выписывающий образующие пересечения конечно по-
рожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑎𝑏 с любой циклической подгруппой 𝐶 < 𝐺𝑎𝑏.

Äàííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñëåäóþùåé òåîðåìû è ëåììû 1.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó 𝐺, ÿâëÿþùóþñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ äâóïîðîæäåííûõ

ãðóïï Àðòèíà, îáúåäèíåííûõ ïî öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì. 𝐺 èìååò ñëåäóþùåå êîïðåäñòàâëå-
íèå:

𝐺 = ⟨𝐺𝑎𝑏 *𝐶 𝐺𝑐𝑑; 𝑟𝑒𝑙(𝐺𝑎𝑏), 𝑟𝑒𝑙(𝐺𝑐𝑑)𝑢 = 𝑤⟩,

ãäå 𝑢 ∈ 𝐺𝑎𝑏, 𝑤 ∈ 𝐺𝑐𝑑 (2).
Èñïîëüçóÿ ëåììû 4, 5 è òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Теорема 3. В группе 𝐺, являющейся свободным произведением двух двупорожденных
групп Артина, объединенных по циклическим подгруппам, разрешима проблема вхождения.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ ëåìì ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàçóþùèå êàæäîé ïîä-
ãðóïïû èññëåäóåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñïåöèàëüíûì îáðàçóþùèì.

Лемма 9. Всякое простое слово группы 𝐺, порожденной свободным произведением двух
двупорожденных групп Артина, объединенных по циклической подгруппе, имеющее своей
несократимой записью трансформу 𝑤 = 𝑔𝑎𝑔−1, где 𝑎 ∈ 𝐺𝑎𝑏 или 𝑎 ∈ ⟨𝑎𝑛⟩ может быть
приведено к виду 𝑔𝑎𝑔−1 = 𝑢1𝑢2 · · ·𝑢𝑛𝑢0𝑢−1

𝑛 · · ·𝑢−1
2 𝑢−1

1 , где 𝑢0 - трансформа, принадлежащая
одной из подгрупп (𝑀𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑢𝑖 ∈ (𝑀0), либо 𝑢𝑖 ∈ (𝑀𝑖), 𝑢1𝑢2 · · ·𝑢𝑛𝑢0𝑢−1

𝑛 · · ·𝑢−1
2 𝑢−1

1 - слово
подгруппы 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆).

Ïóñòü 𝐻 - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
ñïåöèàëüíûìè ìíîæåñòâàìè: 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆1) è 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀

′
0, 𝑆

′
1), ãäå (𝑀𝑖) = 𝑣−1

𝑖 𝐶𝑖𝑣𝑖, (𝑀
′
𝑗 =

𝑔−1
𝑗 𝐶

′
𝑗𝑔𝑗 , ãäå êàæäàÿ èç ïîäãðóïï 𝐶𝑖 è 𝐶

′
𝑗 îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò ëèáî îäíîìó èç ñîìíî-

æèòåëåé, ëèáî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

Лемма 10. Пусть группа 𝐻 порождена двумя различными специальными множества-
ми: 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆1) и 𝐻 = 𝑔𝑝(𝑀

′
0, 𝑆

′
1), где 𝑆1 - древесное произведение подгрупп (𝑀𝑖), а 𝑆

′

- древесное произведение подгрупп (𝑀
′
𝑗). Тогда для каждой подгруппы (𝑀𝑖) = 𝑣−1

𝑖 𝐶𝑖𝑣𝑖 суще-

ствует (𝑀
′
𝑗), сопряженная словом 𝑤𝑖𝑗 ∈ 𝐻 такое, что (𝑀𝑖) = 𝑤−1

𝑖𝑗 (𝑀
′
𝑗)𝑤𝑖𝑗.

Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ ëåììó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Лемма 11. Пусть 𝐻1 = 𝑔𝑝(𝑀0, 𝑆1) и 𝐻2 = 𝑔𝑝(𝑀
′
0, 𝑆

′
) - две конечно порожденных

подгруппы группы 𝐺. Если 𝐻1 и 𝐻2 сопряжены в 𝐺, то есть существует 𝑧 ∈ 𝐺 та-
кой, что 𝑧−1𝐻1𝑧 = 𝐻2, то существуют 𝑤 ∈ 𝑔𝑝(𝑀

′
0, 𝑆

′
1), 𝑗 = 1, 𝑘1, 𝑠 = 1, 𝑘2 такие, что

𝑤−1𝑧−1(𝑀𝑗)𝑧𝑤 = (𝑀
′
𝑠).

Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå ëåììû, ïîëó÷àåì óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Теорема 4. В группе Артина 𝐺, являющейся свободным произведением двух двупорож-
денных артиновых групп, объединенных по образующим, порождающим центры каждой из
этих подгрупп, разрешима проблема сопряженности подгрупп.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ëåììó 1 è ðàáîòû [4], [5].
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A set of binary relations Φ closed with respect to some collection Ω of operations on relations
forms an algebra (Φ,Ω) called an algebra of relations [1], and each such algebra can be considered to
be partially ordered (Φ,Ω,⊆) by the relation of set-theoretic inclusion ⊆. We will consider algebras
of relations with one binary operation, i.e., groupoids of relations, and focus on operations that
satisfy the associativity condition. Let 𝑅{𝐹} (respectively, 𝑅{𝐹,⊆}) be the class of all groupoids
(partially ordered groupoids ) isomorphic to groupoids (partially ordered groupoids ) of relations
with the binary operation 𝐹 . It is well known, that for the operation of relation product ∘ the
class 𝑅{∘} (respectively, 𝑅{∘,⊆})coincides with the class of all semigroups (partially ordered
semigroups). There are some other associative operations on relations. For this reason, the problem
of an axiomatic description of the corresponding classes naturally arises.

As a rule, operations on relations are de�ned by formulas of the �rst-order predicate calculus.
These operations are called logical. Let𝑅𝑒𝑙(𝑈) be the set of all binary relations on 𝑈 . For any formula
𝜙(𝑧0, 𝑧1, 𝑟1, 𝑟2) of the �rst-order predicate calculus (without equality and constants) containing two
free variables 𝑧0, 𝑧1 and two binary predicate symbols 𝑟1, 𝑟2, we can associate the binary operation
𝐹 on 𝑅𝑒𝑙(𝑈) de�ned in the following way:

𝐹 (𝜌1, 𝜌2) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 × 𝑈 : 𝜙(𝑢, 𝑣, 𝜌1, 𝜌2)},

where 𝜙(𝑢, 𝑣, 𝜌1, 𝜌2) means that the formula 𝜙 holds whenever 𝑧0, 𝑧1 are interpreted as 𝑢, 𝑣, and
𝑟1, 𝑟2 are interpreted as relations 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝑅𝑒𝑙(𝑈).

Logical operations can be classi�ed according to the type of formulas that de�ne them. An
logical operation is called primitive positive [2] (in other terminology�Diophantine operations [3]),
if it can be de�ned by a formula containing in its prenex normal form only existential quanti�ers
and conjunctions. An primitive positive operation is called conjunctive if it can be de�ned by a
quanti�er-free formula [4]. The operation 𝐹 𝑑(𝜌1, 𝜌2) = 𝐹 (𝜌2, 𝜌1) is called dual to the operation
𝐹 . The abstract properties of these operations are dual to each other. For this reason, we will
consider only one of these operations. The operation 𝐹 𝑐(𝜌1, 𝜌2) = (𝐹 (𝜌−1

2 , 𝜌−1
1 ))−1, where −1 is

the operation of relational inverse, called conjugate to the operation 𝐹 . Note that the mapping
𝑓(𝜌) = 𝜌−1 is an antiisomorphism of groupoids (𝑅𝑒𝑙(𝑋), 𝐹 ) and (𝑅𝑒𝑙(𝑋), 𝐹 𝑐), hence it will be
enough to limit consideration to only one of these operations.

We say that the primitive positive operation 𝐹 has rank 𝑘 if it can be de�ned by a formula
containing 𝑘 conjunctive members and cannot be determined by formulas with a smaller number
of them. There are only six operations (up to dual and conjugate) of rank 2 [4]. These are the
intersection and �ve other operations characterized in [4]-[7]. Of these �ve operations, only one
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turned out to be associative [5]. The subject of our consideration are associative conjunctive
operations of rank 3. By means of a routine calculation, it can be established that the number
of associative conjunctive operations of rank 3 up to dual and conjugate is four. These operations
are de�ned as follows: for any relations 𝜌1 and 𝜌2 from 𝑅𝑒𝑙(𝑈), put

𝐹1(𝜌1, 𝜌2) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 × 𝑈 : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌1 ∧ (𝑣, 𝑢) ∈ 𝜌1 ∧ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌2};
𝐹2(𝜌1, 𝜌2) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 × 𝑈 : (𝑢, 𝑢) ∈ 𝜌1 ∧ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌1 ∧ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌2};
𝐹3(𝜌1, 𝜌2) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 × 𝑈 : (𝑢, 𝑢) ∈ 𝜌1 ∧ (𝑣, 𝑣) ∈ 𝜌1 ∧ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌2};
𝐹4(𝜌1, 𝜌2) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 × 𝑈 : (𝑢, 𝑢) ∈ 𝜌1 ∧ (𝑢, 𝑢) ∈ 𝜌2 ∧ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌2}.

A partially ordered semigroup is an algebraic system (𝐴, ·,≤), where (𝐴, ·) is a semigroup and ≤
is a partial order relation on 𝐴 that is compatible with multiplication, i.e., 𝑥 ≤ 𝑦 implies 𝑥𝑧 ≤ 𝑦𝑧
and 𝑧𝑥 ≤ 𝑧𝑦.

Theorem 1. The classes 𝑅{𝐹1} and 𝑅{𝐹2} (respectively, 𝑅{𝐹1,⊆} and 𝑅{𝐹2,⊆}) are the
same. A partially ordered semigroup (𝐴, ·,≤) belongs to the class 𝑅{𝐹1,⊆} = 𝑅{𝐹2,⊆} if and only
if it satisfies the following identities and quasi-identity:

𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦, (1)

𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, (2)

𝑥𝑦 ≤ 𝑥, (3)

𝑥𝑦 ≤ 𝑦, (4)

𝑥 ≤ 𝑦𝑧 ⇒ 𝑥 = 𝑦𝑥. (5)

A semigroup (𝐴, ·) belongs to the class 𝑅{𝐹1} = 𝑅{𝐹2} if and only if it satisfies identities (1)
and (2).

Corollary 1. The class 𝑅{𝐹1,⊆} = 𝑅{𝐹2,⊆} does not form a variety in the class of all
partial ordered semigroups. A partially ordered semigroup belongs to the variety generated by the
class 𝑅{𝐹1,⊆} = 𝑅{𝐹2,⊆} in the class of all partial ordered semigroups if and only if it satisfies
identities (1) – (4).

Theorem 2. A partially ordered semigroup (𝐴, ·,≤) belongs to the class 𝑅{𝐹3,⊆} if and only
if it satisfies identities (1), (4) quasi-identity (5) and the following identity:

𝑥𝑦𝑧 = 𝑦𝑥𝑧. (6)

A semigroup (𝐴, ·) belongs to the class 𝑅{𝐹3} if and only if it satisfies identities (1) and (6).

Corollary 2. The class 𝑅{𝐹3,⊆} does not form a variety in the class of all partial ordered
semigroups. A partially ordered semigroup belongs to the variety generated by the class 𝑅{𝐹3,⊆} in
the class of all partial ordered semigroups if and only if it satisfies identities (1), (4), and (6).

Theorem 3. A partially ordered semigroup (𝐴, ·,≤) belongs to the class 𝑅{𝐹4,⊆} if and only
if it satisfies identities (1), (4), (6), and the following identity and quasi-identity:

𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦, (7)

𝑥 ≤ 𝑦2 ∧ 𝑥 ≤ 𝑧2 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑦𝑧. (8)

A semigroup (𝐴, ·) belongs to the class 𝑅{𝐹3} if and only if it satisfies identities (1), (6), and
(7).

Corollary 3. The class 𝑅{𝐹4,⊆} does not form a variety in the class of all partial ordered
semigroups. A partially ordered semigroup belongs to the variety generated by the class 𝑅{𝐹3,⊆} in
the class of all partial ordered semigroups if and only if it satisfies identities (1), (4), (6) and (7).
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Ïðè øèôðîâàíèè òåêñòà àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ êâàçèãðóïïû (ñì., íàïðèìåð, [1], [2], [3]).
Ìû çäåñü ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëîâ ñ ïîìîùüþ ãðóïïîèäîâ ñ ëåâûì èëè
ïðàâûì äåëåíèåì.

Íàïîìíèì, ÷òî êâàçèãðóïïîé íàçûâàþò ãðóïïîèä, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ 𝑎 è 𝑏
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû óðàâíåíèÿ

𝑎 * 𝑥 = 𝑏, 𝑦 * 𝑎 = 𝑏

(ñì. [4], ñòð. 39). Â íàøåé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïîèä (𝑄, *), â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ 𝑎 è 𝑏 èç 𝑄 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî òîëüêî îäíî èç âûøåóêàçàííûõ óðàâíåíèé.

Определение 1. Если в группоиде (𝑄, *) однозначно разрешимо уравнение 𝑎 * 𝑥 = 𝑏
(𝑦 * 𝑎 = 𝑏) для любых элементов 𝑎 и 𝑏, то его называют левой (правой) квазигруппой [5].
Определим операцию левого (правого) деления ∖ (/) в этом группоиде следующим образом
𝑏 ∖ 𝑎 = 𝑐⇔ 𝑎 * 𝑐 = 𝑏 (𝑏/𝑎 = 𝑐⇔ 𝑐 * 𝑎 = 𝑏).
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Предложение 1. В любой левой (правой) квазагруппе (𝑄, *) верны тождества

𝑥 * (𝑦 ∖ 𝑥) = 𝑦 ((𝑦/𝑥) * 𝑥 = 𝑦), (1)

(𝑥 * 𝑦) ∖ 𝑥 = 𝑦 ((𝑦 * 𝑥)/𝑥 = 𝑦). (2)

Предложение 2. В любой левой (правой) квазигруппе (𝑄, *) справедлив закон сокраще-
ния слева (справа) 𝑎 * 𝑐 = 𝑎 * 𝑏⇒ 𝑐 = 𝑏 (𝑐 * 𝑎 = 𝑏 * 𝑎⇒ 𝑐 = 𝑏)

Предложение 3. Алгебра (𝑄, *, ∖), на которой выполнены тождества (1) и (2), явля-
ется левой квазигруппой (𝑄, *) .

Предложение 4. Алгебра (𝑄, *, /), на которой выполнены тождества (1) и (2) в скоб-
ках, является правой квазигруппой (𝑄, *).

Определение 2. В левой (правой) квазигруппе (𝑄, *) элемент 𝑒 такой, что 𝑒 * 𝑎 = 𝑎
(𝑎 * 𝑒 = 𝑎) для любого 𝑎 ∈ 𝑄, называют левой (правой) единицей.

Предложение 5. Если в левой (правой) квазигруппе (𝑄, *) верен закон коммутативно-
сти 𝑥 * 𝑦 = 𝑦 * 𝑥 и в ней есть левая (правая) единица, то эта единица только одна.

Теорема 1. Если (𝑄, *) – левая квазигруппа, то (𝑄, ∖) – правая квазигруппа. Причем,
если в левой квазигруппе (𝑄, *) есть левая единица, то в правой квазигруппе (𝑄, ∖) она будет
правой единицей.

Теорема 2. Если (𝑄, *) – правая квазигруппа, то (𝑄, /) – левая квазигруппа. Причем,
если в правой квазигруппе (𝑄, *) существует правая единица, то в левой квазигруппе (𝑄, /)
она будет левой единицей.

Определение 3. Два группоида с операциями 𝑥*𝑦 и 𝑥∙𝑦, определенные на одном и том
же множестве 𝑄, называются изотопными, если существуют такие подстановки 𝛼, 𝛽, 𝛾
множества 𝑄, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 верно 𝛾(𝑥 ∙ 𝑦) = 𝛼(𝑥) * 𝛽(𝑦) (см. [6], стр. 13). В этом
случае группоид (𝑄, ∙) называют изотопом группоида (𝑄, *).

Определение 4. Упорядоченную тройку 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) называют изотопией. Подстанов-
ки (𝛼, 𝛽, 𝛾) называются соответственно левой, правой и главной компонентами изотопии
𝑇 . Изотопия вида 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 1), то есть главная компонента равна тождественной подста-
новке, называется главной (см. [6], стр. 13).

Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå èçîòîïèè áóäåò äëÿ áèíàðíûõ îïåðàöèé íà ìíîæåñòâå 𝑄 îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Теорема 3. Изотоп (𝑄, ∙) левой (правой) квазигруппы (𝑄, *) также будет левой (пра-
вой) квазигруппой.

Теорема 4. Любая левая (правая) квазигруппа изотопна некоторой левой (правой) ква-
зигруппе, в которой есть левая (правая) единицей.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî 𝑄 = {1, 2, . . . 𝑛} , (𝑄, *) - ëåâàÿ êâàçèãðóïïà, â òàêîé ãðóï-
ïå îïåðàöèþ * ìîæíî îïèñàòü òàáëèöåé, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé ïðîíóìèðîâàíû ýëåìåí-
òàìè ìíîæåñòâà 𝑄, à â êëåòêå, ÿâëÿþùåéñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñòðîêè ñ íîìåðîì 𝑖 è ñòîëáöà ñ
íîìåðîì 𝑗, çàïèñûâàþò ðåçóëüòàò 𝑖 * 𝑗.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 𝑎 * 𝑥 = 𝑏 â êàæäîé ñòðîêå ýòîé òàáëèöû ñòîÿò
ðàçíûå ýëåìåíòû èç 𝑄, òî åñòü ñòðîêè ýòî çíà÷åíèÿ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . 𝑛}.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû â êàêîé òî ñðîêå èìåëèñü äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà, òî åñòü 𝑖 * 𝑗 = 𝑘
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è 𝑖 * 𝑚 = 𝑘, òî óðàâíåíèå 𝑖 * 𝑥 = 𝑘 èìåëî áû äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ ëåâîé êâàçèãðóïïû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó òàáëèöàìè òàêîãî âèäà è ëåâûìè êâàçèãðóïïàìè îïðåäåëåíî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê íà 𝑄 ðàâíî 𝑛!. Ïîñêîëüêó ñòðîê â òàáëèöå
n, òî êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ òàáëèö ðàâíî (𝑛!)𝑛.

Â ðàáîòå [7] ðàññìàòðèâàëîñü ïðåîáðàçîâàíèå ñëîâ â çàäàííîì àëôàâèòå ñ èñïîëüçîâàíèåì
êâàçèãðóïï, à â ðàáîòàõ [8], [9], [10] áûëè óêàçàíû ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì 𝑛-êâàçèãðóïï. Ìû æå áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà ñ ïîìîùüþ ëåâîé êâàçèãðóïïû.

Ðàññìîòðèì ëåâóþ êâàçèãðóïïó (𝑄, *). Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå 𝑄 îáîçíà÷èì 𝑄+ =
{𝑥1 . . . 𝑥𝑘|𝑥𝑖 ∈ 𝑄, 𝑘 ≥ 1}. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà 𝑎 èç 𝑄 íà ìíîæåñòâå 𝑄+ îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå

𝐸 (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑘) = (𝑎 * 𝑥1) (𝑎 * 𝑥2) . . . (𝑎 * 𝑥𝑘). (3)

À òàê æå ââåäåì îòîáðàæåíèå

𝐷 (𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑘) = (𝑦1∖𝑎) (𝑦2∖𝑎) . . . (𝑦𝑘∖𝑎). (4)

Предложение 6. Отображения 𝐸 и 𝐷 являются биекциями и для любого 𝛼 ∈ 𝑄+

𝐷 (𝐸(𝛼)) = 𝛼 = 𝐸 (𝐷(𝛼)) .

Ðàññìîòðèì ëåâûå êâàçèãðóïïû (𝑄, *𝑖), ãäå 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, òîãäà ìû ìîæåì çàäàòü îòîáðàæå-
íèÿ 𝐸1, 𝐸2, . . . 𝐸𝑛, 𝐷1, 𝐷2, . . . 𝐷𝑛 òàêèì æå îáðàçîì êàê â (3) è â (4), âûáðàâ ôèêñèðîâàííûå
ýëåìåíòû 𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèè

𝐸
(𝑛)
𝑎𝑛,...,𝑎1 = 𝐸𝑛 ∘ 𝐸𝑛−1 ∘ . . . ∘ 𝐸1 è 𝐷

(𝑛)
𝑎1,...,𝑎𝑛 = 𝐷1 ∘𝐷2 ∘ . . . ∘𝐷𝑛.

Î÷åâèäíî, 𝐷(𝑛)
𝑎1,...,𝑎𝑛

(︁
𝐸

(𝑛)
𝑎𝑛,...,𝑎1(𝛼)

)︁
= 𝛼 = 𝐸

(𝑛)
𝑎𝑛,...,𝑎1

(︁
𝐷

(𝑛)
𝑎1,...,𝑎𝑛(𝛼)

)︁
.

Теорема 5. Пусть 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑘 ∈ 𝑄+. Для операций *1, *2, . . . , *𝑛 на 𝑄, где (𝑄, *𝑖) – ле-
вые квазигруппы, и для элементов 𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛 ∈ 𝑄, 𝑛 ≥ 1 однозначно определено слово
𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑘 ∈ 𝑄+ такое, что верно

𝐸(𝑛)
𝑎𝑛,...𝑎1 (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑘) = 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑘.
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Квазипорядком íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå. Ïóñòü 𝑋 �
ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàí êâàçèïîðÿäîê 4. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ∼, îïðåäå-
ë¼ííîå ïðàâèëîì

𝑥 ∼ 𝑦 ↔ 𝑥 4 𝑦 ∧ 𝑦 4 𝑥,

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå 𝑋, à íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå 𝑋/ ∼ êâàçè-
ïîðÿäîê 4 èíäóöèðóåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, грант 22-11-00052
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Ïóñòü òåïåðü 𝑋 � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ñ ñèãíàòóðîé Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qord𝑋 ìíîæå-
ñòâî âñåõ êâàçèïîðÿäêîâ íà 𝑋, ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ýòîé àëãåáðû. Îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñòàáèëüíîå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé èç ñèãíàòóðû, íàçûâàåòñÿ конгруэн-
цией àëãåáðû 𝑋. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîíãðóýíöèé ÷åðåç Con𝑋. Äàëåå, ïóñòü Top𝑋 �
ìíîæåñòâî âñåõ òîïîëîãèé íà 𝑋, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ îïåðàöèÿìè (ò.å. îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè). Ìíîæåñòâà Qord𝑋, Con𝑋 è Top𝑋 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ðåø¼òêàìè
îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà 𝛼 6 𝛽 ⇔ 𝛼 ⊆ 𝛽. Íóëåâûì ýëåìåíòîì êàæäîé èç ýòèõ ðåø¼òîê ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèå Δ𝑋 = {(𝑥, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} (îòíîøåíèå ðàâåíñòâà), à åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì �
∇𝑋 = 𝑋 ×𝑋 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋} (óíèâåðñàëüíîå îòíîøåíèå). Булеаном íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêà,
èçîìîðôíàÿ ðåø¼òêå ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà. Ñòåéíåð äîêàçàë äëÿ ìíîæåñòâ áåç
îïåðàöèé [1], ÷òî ðåø¼òêà êâàçèïîðÿäêîâ Qord𝑋 èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ðåø¼òêó, äâîé-
ñòâåííóþ ðåø¼òêå òîïîëîãèé Top𝑋, à â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî 𝑋 êîíå÷íî, ýòî âëîæåíèå
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. À.Â.Êàðòàøîâà [2] äîêàçàëà àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ óíèâåð-
ñàëüíûõ àëãåáð.

Ïóñòü 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} � êîíå÷íàÿ öåïü, ò.å. ðåø¼òêà ñ îïåðàöèÿìè 𝑥 ∧ 𝑦 = min{𝑥, 𝑦} è
𝑥 ∨ 𝑦 = max{𝑥, 𝑦}, à 4 � íåêîòîðûé êâàçèïîðÿäîê íà 𝑋. Êâàçèïîðÿäîê 4, êàê è âñÿêîå áè-
íàðíîå îòíîøåíèå, îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå 𝑋 îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 𝑋, à ð¼áðàìè � ïàðû (𝑥, 𝑦) òàêèå, ÷òî 𝑥 4 𝑦. Êîìïîíåíòû
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà, î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò ñ êëàññàìè îòíîøåíèÿ ∼. Äëÿ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
ïîëàãàåì [𝑥, 𝑦] = {𝑡|𝑥 6 𝑡 6 𝑦}. Ïîäìíîæåñòâî 𝐴 ⊆ 𝑋 íàçîâ¼ì выпуклым, åñëè

∀𝑥, 𝑦, 𝑡 𝑥 6 𝑡 6 𝑦 ∧ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴→ 𝑡 ∈ 𝐴.

Предложение 1. Пусть 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} – конечная цепь. Тогда между квазипоряд-
ками на 𝑋, стабильными относительно операций ∧ и ∨ цепи 𝑋, и словами длины 𝑛 − 1 в
алфавите 𝒜 = {∼,→,←,♦} имеется взаимно однозначное соответствие.

Следствие 1. Если 𝑋 – цепь из 𝑛 элементов, то решётка Qord𝑋 квазипорядков, ста-
бильных относительно операций ∧ и ∨ цепи 𝑋, состоит из 4𝑛−1 элементов.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü 𝑛 = 10. Ðàññìîòðèì ñëîâî
𝑤 =∼→→∼←→ ♦→←. Åìó ñîîòâåòñòâóåò êâàçèïîðÿäîê, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 1.
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Ðèñ. 1: Êâàçèïîðÿäîê íà êîíå÷íîé öåïè

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå êâàçèïîðÿäêè íà ìíîæåñòâå 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}:

𝜅𝑖 = {(𝑖, 𝑖+ 1)} ∪Δ𝑋 , 𝜅
′
𝑖 = {(𝑖+ 1, 𝑖)} ∪Δ𝑋

äëÿ 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛−1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî 𝜅𝑖, 𝜅′𝑖 � êâàçèïîðÿäêè, ñòàáèëüíûå îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ∧ è ∨, ò.å. 𝜅𝑖, 𝜅′𝑖 ∈ Qord𝑋. ßñíî òàêæå, ÷òî 𝜅𝑖, 𝜅′𝑖 ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ðåø¼òêè Qord𝑋.

Теорема 1. Пусть 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} – цепь, рассматриваемая как решётка с операциями
∧ = min и ∨ = max. Тогда решётка Qord𝑋 всех квазипорядков, стабильных относительно
операций ∧ и ∨, является булеаном из 22𝑛−2 элементов. Атомами этого булеана являются
квазипорядки 𝜅1, . . . , 𝜅𝑛−1, 𝜅

′
1, . . . , 𝜅

′
𝑛−1.
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Êàæäàÿ êîíãðóýíöèÿ � ýòî ðàçáèåíèå öåïè 𝑋 íà âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà. Ïðè÷åì, òàêèõ
ðàçáèåíèé ðîâíî 2𝑛−1. Ðåø¼òêà Con𝑋 � ýòî áóëåàí ñ àòîìàìè 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛−1, ãäå 𝜃𝑖 = {(𝑖, 𝑖 +
1), (𝑖+ 1, 𝑖)} ∪Δ𝑋 ïðè 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê òîïîëîãèÿì êîíå÷íîé öåïè 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Öåïü 𝑋 ìû ðàññìàòðèâàåì
êàê òîïîëîãè÷åñêóþ ðåø¼òêó ñ îïåðàöèÿìè ∧ = min è ∨ = max. Ðåø¼òêà Qord𝑋 èçîìîðô-
íî âêëàäûâàåòñÿ â ðåø¼òêó, äâîéñòâåííóþ ðåø¼òêå Top𝑋, à òàê êàê ìíîæåñòâî 𝑋 êîíå÷íî è
Qord𝑋 � áóëåàí, òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì: Top𝑋 ∼= Qord𝑋 (î÷åâèäíî, ðåø¼òêà, äâîéñòâåí-
íàÿ áóëåàíó, ñàìà ÿâëÿåòñÿ áóëåàíîì). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåø¼òêà Top𝑋 ÿâëÿåòñÿ áóëåàíîì èç
22𝑛−2 ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà 𝐴 ⊆ 𝑋 ìíîæåñòâî 𝜏𝐴 = {∅, 𝐴,𝑋} ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà 𝑋.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝐴 ̸= ∅ è 𝐴 ̸= 𝑋. Òîãäà 𝜏𝐴 � àòîì ðåø¼òêè òîïîëîãèé (âñåõ òîïîëîãèé,
íå òîëüêî ñîãëàñóþùèõñÿ ñ îïåðàöèÿìè). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè íà ìíîæåñòâå 𝑋 çàäàíû àëãåá-
ðàè÷åñêèå îïåðàöèè è òîïîëîãèÿ 𝜏𝐴 ñîãëàñîâàíà ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè, òî îíà áóäåò òàêæå
àòîìîì â ðåø¼òêå òåõ òîïîëîãèé, êîòîðûå ñîãëàñîâàíû ñ îïåðàöèÿìè. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæå-
íèå âûÿñíÿåò, êàêèå èç òîïîëîãèé 𝜏𝐴 ñîãëàñóþòñÿ ñ îäíîé èç îïåðàöèé ∧, ∨ íà êîíå÷íîé öåïè
𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}.

Предложение 2. Топология 𝜏𝐴 = {∅, 𝐴,𝑋} где 𝐴 ̸= ∅, 𝑋, согласуются с одной из опе-
раций ∧, ∨ конечной цепи 𝑋 в том и только в том случае, если 𝐴 выпукло и ровно один из
элементов 1, 𝑛 принадлежит 𝐴.

Äëÿ öåïè 𝑋 = {1, 2, . . . 𝑛} ïîëîæèì: 𝐴𝑖 = {1, 2, . . . , 𝑖} (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1), 𝐵𝑗 = {𝑗, 𝑗 +
1, . . . , 𝑛} (𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛),

𝜏𝑖 = {∅, 𝐴𝑖, 𝑋} (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1), 𝜏 ′𝑗 = {∅, 𝐵𝑗 , 𝑋} (𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛). (1)

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå òîïîëîãèè

𝜏𝑖1,...,𝑖𝑘,𝑗1,...,𝑗𝑙 = 𝜏𝑖1 ∨ . . . ∨ 𝜏𝑖𝑘 ∨ 𝜏
′
𝑗1 ∨ . . . ∨ 𝜏

′
𝑗𝑙
, (2)

ãäå 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑘 < 𝑛 è 1 < 𝑗1 < 𝑗2 < . . . < 𝑗𝑙. Ìû äîïóñêàåì âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ
𝑘 = 0, 𝑙 = 0 ïîîäèíî÷êå èëè îäíîâðåìåííî. Ïðè 𝑘 = 𝑙 = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî 𝜏𝑖1,...,𝑖𝑘,𝑗1,...,𝑗𝑙 = Δ𝑋 .

Теорема 2. Пусть 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} – цепь, рассматриваемая как решётка с операциями
∧ = min и ∨ = max. Тогда решётка Top𝑋 всех топологий, относительно которых операции
∧ = min и ∨ = max непрерывны, является булеаном из 22𝑛−2 элементов, состоящая в точ-
ности из топологий вида (2). Атомами этой решётки являются топологии, определённые
по формулам (1).

Замечание. Åñëè ìíîæåñòâî 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðó ñ îäíîé èç
îïåðàöèé ∧, ∨ (ò.å. êàê ïîëóðåø¼òêó), òî ðåø¼òêè Qord𝑋 è Top𝑋 óæå íå áóäóò áóëåàíàìè,
êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû.
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Ïîëèàäè÷åñêèì ãðóïïîèäîì ñïåöèàëüíîãî âèäà, îïðåäåëÿåìûì òåðíàðíûì ãðóïïîäîì, íà-
çûâàþò [1] óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó < 𝐴𝑘, 𝜂𝑠,𝜎,𝑘 > ñ îäíîé (2𝑠 + 1)-àðíîé îïåðàöèåé 𝜂𝑠,𝜎,𝑘, ãäå
𝑠 > 1, 𝑘 > 2, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà äåêàðòîâîé ñòåïåíè 𝐴𝑘 òåðíàðíîãî ãðóïïîèäà < 𝐴, 𝜂 >
ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè 𝜎 ìíîæåñòâà {1, . . . , 𝑘}.

Åñëè < 𝐴, 𝜂 > � òåðíàðíàÿ ãðóïïà,

x𝑖 = (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) ∈ 𝐴𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . , 2𝑠+ 1, (1)

òî (2𝑠+ 1)-àðíàÿ îïåðàöèÿ 𝜂𝑠,𝜎,𝑘 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜂𝑠,𝜎,𝑘(x1 . . .x2𝑠+1) = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘), (2)

ãäå äëÿ ëþáîãî 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘} 𝑗-àÿ êîìïîíåíòà 𝑦𝑗 íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

𝑦𝑗 = 𝜂(𝑥1𝑗𝑥2𝜎(𝑗) . . . 𝑥(2𝑠+1)𝜎2𝑠(𝑗)). (3)

Â [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè < 𝐴, 𝜂 > � òåðíàðíàÿ ãðóïïà, ïîäñòàíîâêà 𝜎 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 𝜎2𝑠+1 = 𝜎, òî (2𝑠+1)-àðíûé ãðóïïîèä < 𝐴𝑘, 𝜂𝑠,𝜎,𝑘 > ÿâëÿåòñÿ (2𝑠+1)-àðíîé ãðóïïîé.

Ñîãëàñíî Ý. Ïîñòó [3], 𝜈-îé 𝑛-àäè÷åñêîé ñòåïåíüþ ýëåìåíòà 𝑎 𝑛-àðíîé ãðóïïû < 𝐴, 𝜂 >
íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ýòîé æå 𝑛-àðíîé ãðóïïû, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì 𝑎[𝜈] è îïðåäåëÿåìûé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑎[𝜈] = 𝑎, åñëè𝜈 = 0;

𝑎[𝜈] = 𝜂( 𝑎 . . . 𝑎⏟  ⏞  
𝜈(𝑛−1)+1

), åñëè𝜈 > 0;

𝑎[𝜈] − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ𝜂(𝑥 𝑎 . . . 𝑎⏟  ⏞  
−𝜈(𝑛−1)

) = 𝑎, åñëè𝜈 < 0. (4)

ßñíî, ÷òî ýëåìåíò 𝑎[−1] ñîâïàäàåò ñ êîñûì ýëåìåíòîì �̄� äëÿ ýëåìåíòà 𝑎, òî åñòü 𝑎[−1] = �̄�.

1Работа выполнена при финансовой поддержке...
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Теорема 1. Пусть < 𝐴, 𝜂 > - тернарная группа, 𝜎 - подстановка из S𝑘 порядка 𝑑, 2𝑠 = 𝑡𝑑
для некоторого натурального 𝑡, a = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) - произвольный элемент (2𝑠+1)-арной группы
< 𝐴𝑘, 𝜂𝑠,𝜎,𝑘 >,

𝛼𝑗 = 𝑎𝜎(𝑗) . . . 𝑎𝜎𝑑−1(𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, (5)

𝛼−1
𝑗 - любая обратная последовательность в < 𝐴, 𝜂 > для последовательности 𝛼𝑗. Тогда:

a
[𝜈] = a,при 𝜈 = 0;

a
[𝜈] = (𝜂(𝑎1 𝛼1𝑎1 . . . 𝛼1𝑎1⏟  ⏞  

𝑡𝜈

), . . . , 𝜂(𝑎𝑘 𝛼𝑘𝑎𝑘 . . . 𝛼𝑘𝑎𝑘⏟  ⏞  
𝑡𝜈

)) при 𝜈 > 0;

a
[𝜈] = (𝜂(𝛼−1

1 𝑎1𝛼
−1
1 . . . 𝑎1𝛼

−1
1⏟  ⏞  

−𝑡𝜈−1

), . . . , 𝜂(𝛼−1
𝑘 𝑎𝑘𝛼

−1
𝑘 . . . 𝑎𝑘𝛼

−1
𝑘⏟  ⏞  

−𝑡𝜈−1

)) при 𝜈 < 0. (6)

Åñëè 𝑑 � ÷¼òíîå, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝛼𝑗 â òåîðåìå 1 ýêâèâàëåíòíà â ñìûñëå Ïîñòà ýëå-
ìåíòó 𝜂(𝑎𝜎(𝑗) . . . 𝑎𝜎𝑑−1(𝑗)). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü

𝛼𝑗 = 𝜂(𝑎𝜎(𝑗) . . . 𝑎𝜎𝑑−1(𝑗)), (7)

ñîîòâåòñòâåííî

𝛼−1
𝑗 = 𝛼𝑗 = 𝜂(𝑎𝜎(𝑗) . . . 𝑎𝜎𝑑−1(𝑗)). (8)

Èìåÿ â âèäó ñêàçàííîå, òåîðåìà 1 ïðèíèìàåò äëÿ ÷¼òíîãî 𝑑 ñëåäóþùèé âèä.

Теорема 2. Пусть < 𝐴, 𝜂 > - тернарная группа, 𝜎 - подстановка из S𝑘 чётного порядка
𝑑, 2𝑠 = 𝑡𝑑 для некоторого натурального 𝑡, a = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) - произвольный элемент (2𝑠 + 1)-
арной группы < 𝐴𝑘, 𝜂𝑠,𝜎,𝑘 >,

𝛼𝑗 = 𝜂(𝑎𝜎(𝑗) . . . 𝑎𝜎𝑑−1(𝑗)), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. (9)

Тогда:

a
[𝜈] = a,при 𝜈 = 0;

a
[𝜈] = (𝜂(𝑎1 𝛼1𝑎1 . . . 𝛼1𝑎1⏟  ⏞  

𝑡𝜈

), . . . , 𝜂(𝑎𝑘 𝛼𝑘𝑎𝑘 . . . 𝛼𝑘𝑎𝑘⏟  ⏞  
𝑡𝜈

)) при 𝜈 > 0;

a
[𝜈] = (𝜂(𝛼1 𝑎1 𝛼1 . . . 𝑎1 𝛼1⏟  ⏞  

−𝑡𝜈−1

), . . . , 𝜂(𝛼𝑘 𝑎𝑘 𝛼𝑘 . . . 𝑎𝑘 𝛼𝑘⏟  ⏞  
−𝑡𝜈−1

)) при 𝜈 < 0. (10)

Следствие 1. Пусть < 𝐴, 𝜂 > - тернарная группа, 𝜎 - подстановка из S𝑘 порядка 2,
a = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑘), - произвольный элемент (2𝑠+ 1)-арной группы < 𝐴𝑘, 𝜂𝑠,𝜎,𝑘 >. Тогда:

a
[𝜈] = a,при 𝜈 = 0;

a
[𝜈] = (𝜂(𝑎1 𝑎𝜎(1)𝑎1 . . . 𝑎𝜎(1)𝑎1⏟  ⏞  

𝑠𝜈

), . . . , 𝜂(𝑎𝑘 𝑎𝜎(𝑘)𝑎𝑘 . . . 𝑎𝜎(𝑘)𝑎𝑘⏟  ⏞  
𝑠𝜈

)) при 𝜈 > 0;

a
[𝜈] = (𝜂(𝑎𝜎(1) 𝑎1 𝑎𝜎(1) . . . 𝑎1 𝑎𝜎(1)⏟  ⏞  

−𝑠𝜈−1

), . . . , 𝜂(𝑎𝜎(𝑘) 𝑎𝑘 𝑎𝜎(𝑘) . . . 𝑎𝑘 𝑎𝜎(𝑘)⏟  ⏞  
−𝑠𝜈−1

)) при 𝜈 < 0. (11)

Ââèäó ðàâåíñòâà a[−1] = a, èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëü-
òàòû èç [4] î êîñûõ ýëåìåíòàõ.
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1. Введение

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ïîëóãðóïïó áóëåâûõ ìàòðèö ⟨𝑀(𝐵),⊓⟩, ãäå 𝐵 - ïðîèçâîëüíàÿ áó-
ëåâà àëãåáðà. Îòîáðàæåíèÿ 𝑟(𝐴), 𝑙(𝐴),𝑚(𝐴), 𝑛(𝐴) êàæäîé áóëåâîé ìàòðèöå 𝐴 ðàçìåðà 𝑚 × 𝑛
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå èäåìïîòåíò èç 𝐸(𝑀(𝐵))

Êîíúþíêòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⊓ äëÿ ëþáûõ ñîãëàñîâàííûõ ìàòðèö 𝐴 è 𝐵 êàê ìàòðèöà 𝐶 =

𝐴⊓𝐵 ñ ýëåìåíòàìè 𝑐𝑖𝑗 =
⋃︀
𝑘

(︁
𝐴𝑖

𝑘 ∩𝐵𝑘
𝑗

)︁
. Äèçúþíêòíîå ïðîèçâåäåíèå ⊔ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝐴 ⊔𝐵 = (𝐴′ ⊓𝐵′)′ ñ ïîìîùüþ áóëåâîé îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ ′.
Îòîáðàæåíèÿ 𝑟(𝐴), 𝑙(𝐴),𝑚(𝐴), 𝑛(𝐴) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑟 (𝐴) = 𝐴 ⊔
(︀
𝐴𝑇
)︀′
,

𝑙 (𝐴) =
(︀
𝐴𝑇
)︀′ ⊔𝐴,

𝑚 (𝐴) = 𝑟
(︀
𝐴′)︀ = 𝐴′ ⊔𝐴𝑇 ,

𝑛 (𝐴) = 𝑙
(︀
𝐴′)︀ = 𝐴𝑇 ⊔𝐴′. (1)

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû: ïîðîæäàòü
ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ îïåðàöèé èäåìïîòåíòû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû áóëåâûõ ìàòðèö,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âòîðè÷íûìè è èçó÷åíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1],[2], è ïîëó÷àþòñÿ
îïðåäåëåííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ.
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2. Свойства множества отображений

Теорема 1. Для операции композиции отображений группоида 𝑆 = {𝑟, 𝑙,𝑚, 𝑛} верна
следующая таблица Кэли (таблица 1): .

r l m n
r r l m n
l r l m n
m m n r l
n m n r l

Òàáëèöà 1: òàáëèöà Êýëè

Теорема 2. Множество 𝑆 = {𝑟, 𝑙,𝑚, 𝑛} с операцией композицией отображений явля-
ется полугруппой.

Â äîêàçàòåëüñòâå ïðîâåðÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè êîìïîçèöèè.
Ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû:

� Â ïîëóãðóïïå 𝑆 åñòü äâå åäèíèöû, ïðè÷¼ì ëåâûå � 𝑟 è 𝑙;

� Ðàññìîòðåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ ñîêðàùåíèåì ñëåâà;

� Â ïîëóãðóïïå íåò íóëåé;

� 𝑟 è 𝑙 - èäåìïîòåíòû.

3. Отношения Грина на полугруппе

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ äëÿ ïîëóãðóïï, êàê 𝒟−, ℛ−, ℒ− è ℋ−
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé Ãðèíà íà ïîëóãðóïïå, ðàçáèâàþùåå å¼ íà êëàññû [1],[2].

Теорема 3. Полугруппа 𝑆 = {𝑟, 𝑙,𝑚, 𝑛} с операцией композицией отображений проста
и является объединением двух групп.

Доказательство. Íàéä¼ì êëàññû Ãðèíà ïîëóãðóïïû 𝑆. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì ãëàâíûå ëåâûå,
ïðàâûå è äâóñòîðîííèå èäåàëû.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ãëàâíûå ëåâîñòîðîííèå èäåàëû åñòü

𝑆𝑟 = {𝑟,𝑚} , 𝑆𝑙 = {𝑙, 𝑛} , 𝑆𝑚 = {𝑚, 𝑟} , 𝑆𝑛 = {𝑛, 𝑙} .

Ïîëó÷àåì ÷òî êëàññû ℒ-ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü {(𝑟,𝑚) , (𝑙, 𝑛)} ∈ ℒ.
Òåïåðü íàéä¼ì ãëàâíûå ïðàâîñòîðîííèå èäåàëû:

𝑟𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} , 𝑙𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} ,𝑚𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} , 𝑛𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} .

Ïîëó÷àåì ÷òî âñå ïðàâîñòîðîííèå èäåàëû ðàâíû 𝑆 è òîãäà åäèíñòâåííûé êëàññ ℛ− ýêâèâà-
ëåíòíîñòè åñòü

{(𝑟, 𝑙) , (𝑟,𝑚) , (𝑟, 𝑛) , (𝑙,𝑚) , (𝑙, 𝑛) , (𝑚,𝑛)} ∈ ℛ.

Ãëàâíûå äâóõñòîðîííèå èäåàëû òàêæå ñîâïàäàþò ñî âñåé ïîëóãðóïïîé 𝑆:

𝑆𝑟𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} , 𝑆𝑙𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} , 𝑆𝑚𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} , 𝑆𝑛𝑆 = {𝑙, 𝑟,𝑚, 𝑛} .
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Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññû 𝒟 - ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü

{(𝑟, 𝑙) , (𝑟,𝑚) , (𝑟, 𝑛) , (𝑙,𝑚) , (𝑙, 𝑛) , (𝑚,𝑛)} ∈ 𝒟.

Çàìåòèì, ÷òî ℋ-êëàññû ýòî {(𝑟,𝑚) , (𝑙, 𝑛)} ∈ ℋ, ò.å. ïîëóãðóïïà ñîñòîèò èç äâóõ ãðóïï,
îáðàçóþùèõ äâå ÿ÷åéêè egg-box êàðòèíêè ïîëóãðóïïû 𝑆. 2
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The proof of local �nite basis property and local representability of relatively free algebras was
done, according to the Kemer programm. In order to make the proof more acceptable, the following
question arises. What does it provide for the community? Why should people read it?

Joint work of the speaker with Louis Rowen and Uzi Vishne discovered relations with
noncommutative algebraic geometry and provided new insights for representation theory.

Consider representation 𝜌 of 𝑘-algebra 𝐴 to matrix algebra over algebraic closed �eld 𝐾, which
is an a�ne space. Then Zarissky closer of 𝜌(𝐴) satis�es the same identities and its natural to
investigate representations up to Zarissky closure which usually is not a linear span if 𝑘 is �nite. 𝜌(𝐴)
decomposes into a sum of prime components and Pierce components of radical. First canonization
theorem says that it can be reduced to upper block-triangular case. Blocks are either glued (may be
up to Frobenius twist) or independant. Second canonization theorem provides information for quiver
or pseudoquiver. Third canonisation theorem says about quiver transformation under factoring
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by representable 𝑇 -ideal. And Fourth (projective) canonization theorem provide existence of non-
identities of some canonical structure inside non-zero 𝑇 -ideal and Phoenix property (�hiking�) saying
that any element of 𝑇 -ideal generated by hiked polynomial can be restituted to the same form.
Because one can provide via substitutions on hiked polynomial structure of the Notherean module,
Specht properties and local representability follows.
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Ñëåäóÿ [1], äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàçèìíîãîîáðàçèÿ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ôèêñèðîâàí-
íîé ñèãíàòóðû ÷åðåç 𝐿𝑞(K) áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøåòêó âñåõ ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé êâàçèìíîãî-
îáðàçèÿ K îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ. Âñÿêàÿ ðåøåòêà, èçîìîðôíàÿ ðåøåòêå 𝐿𝑞(K), íàçûâàåòñÿ
Q-решеткой квазимногообразия Q.

Ïðîáëåìà Áèðêãîôà-Ìàëüöåâà ([2], [3]) çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè êëàññà âñåõ Q-ðåøåòîê.
Èíòåðåñ ê òàêèì ðåøåòêàì âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè ñîäåðæàò çíà÷èòåëüíóþ èíôîð-
ìàöèþ î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ è, â ÷àñòíîñòè, î áàçèñàõ êâàçèòîæäåñòâ ñèñòåì èç K [1].

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Áèðêãîôà-Ìàëüöåâà â îáùåé ïîñòàíîâêå ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ñèòóàöèè äëÿ êîíêðåòíûõ ñèãíàòóð.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åí ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ â êëàññå ãðóïï, êîëåö è ò.ä. (ñì.,
íàïðèìåð, [4]).

Â äàííîé ðàáîòå äàíà êîíêðåòíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà âñåõ Q-ðåøåòîê ñ äîïîëíåíèÿè
êâàçèìíîãîîáðàçèé óíàðîâ. Ðàíåå òàêàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ äèñòðèáóòèâíûõ Q-ðåøåòîê
êâàçèìíîãîîáðàçèé óíàðîâ [5].

Óíàðîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðà ñ îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé. Î÷åâèäíî, ÷òî óíàð ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïîëèãîí íàä öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé ëèáî êàê àâòîìàò áåç âûõîäà ñ îäíèì
âõîäíûì ñèãíàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà îïèñàíèå Q-êðèòè÷åñêèõ
óíàðîâ, ò. å. êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ óíàðîâ, êîòîðûå íå ðàçëàãàþòñÿ â ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ñîáñòâåííûõ ïîäóíàðîâ ([6]).

Â ðàáîòå [6] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êâàçèìíîãîîáðàçèå óíàðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè Q-
êðèòè÷åñêèìè óíàðàìè. Ýòà èíôîðìàöèÿ â äàëüíåéøåì áûëà ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíà äëÿ
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ðåøåíèÿ âîïðîñîâ î áàçèñàõ êâàçèòîæäåñòâ óíàðîâ [7] è äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ
Q-ðåøåòêè êâàçèìíîãîîáðàçèé óíàðîâ îáëàäàþò çàäàííûì ðåøåòî÷íûì ñâîéñòâîì [8].

Â äàëüíåéøåì N âñþäó îçíà÷àåò ìíîæåñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë è N0 = N ∪ {0}.
Ïóñòü A = ⟨{0, 1, 2},6⟩ � òðåõýëåìåíòíàÿ öåïü. Äëÿ ëþáîãî 𝑛 ∈ N ÷åðåç 𝐿𝑐(𝑛) îáîçíà÷èì

ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâîé ñòåïåíè A𝑛, ñîñòîÿùåå èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì

1. 𝑎1 ∈ {1, 2};

2. ∀𝑖, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}(𝑖 > 𝑘 & 𝑎𝑘 = 2⇒ 𝑎𝑖 ∈ {0, 2}).

Ïóñòü N∞
0 � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïðèñîåäèíåííûì âíåøíèì îáðàçîì

íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ∞. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà 𝑛 > 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐿𝑐(𝑛,∞) ìíîæå-
ñòâî âñåõ íàáîðîâ (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ∈ A𝑛−1 × N∞

0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì

1. (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1) ∈ 𝐿𝑐(𝑛− 1)

2. ∀𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛− 1}(𝑎𝑖 = 2⇒ 𝑎𝑛 ∈ {0,∞}).

Î÷åâèäíî, ÷òî ⟨𝐿𝑐(𝑛),6⟩ è ⟨𝐿𝑐(𝑛,∞),6⟩ � ðåøåòêè.

Теорема 1. Конечная решетка 𝐿 с дополнениями, имеющая 𝑛 атомов, изоморфна ре-
шетке 𝐿𝑞(M) для некоторого квазимногообразия M унаров тогда и только тогда, когда она
удовлетворяет одному из следующих условий:

1. 𝐿 – булева решетка;

2. 𝐿 ∼= 𝐿𝑐(𝑛);

3. 𝐿 ∼= 𝐿𝑐(𝑛− 1)× ̃︀2, где 𝑛 > 2 и ̃︀2 – двухэлементная решетка.

Теорема 2. Пусть M – некоторое квазимногообразие унаров и 𝐿𝑞(M) – конечная ре-
шетка с дополнениями, имеющая 𝑛 атомов. Тогда мощность этой решетки равна либо 2𝑛,
либо 2𝑛−2(𝑛+ 3), либо 2𝑛−2(𝑛+ 2).

Теорема 3. Бесконечная решетка 𝐿 с дополнениями изоморфна решетке 𝐿𝑞(M) для
некоторого квазимногообразия M унаров тогда и только тогда, когда она удовлетворяет
одному из следующих условий:

1. 𝐿 ∼= 𝐿𝑐(𝑛,∞), где 𝑛 – число атомов решетки 𝐿 и 𝑛 > 2;

2. 𝐿 ∼= 𝐿𝑐(𝑛− 1,∞)× ̃︀2, где 𝑛 > 3 – число атомов решетки 𝐿.
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Ðåø¼òêó êîíãðóýíöèé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû 𝐴 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Con𝐴. Ýòî ïîëíàÿ
ðåø¼òêà ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì Δ = {(𝑎, 𝑎)| 𝑎 ∈ 𝐴} è åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ∇ = {(𝑎, 𝑏)| 𝑎, 𝑏 ∈
𝐴}. Àëãåáðà 𝐴 íàçûâàåòñÿ простой, åñëè îíà íå èìååò ïîäàëãåáð, îòëè÷íûõ îò 𝐴. Àëãåáðà 𝐴
конгруэнц-проста, åñëè Con𝐴 = {Δ,∇}, è нетривиальна, åñëè |𝐴| > 1.

Ïîëèãîí 𝑋 íàä ïîëóãðóïïîé 𝑆 [1] � ýòî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ïîëóãðóïïà
𝑆, ò. å. îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå 𝑋 × 𝑆 → 𝑋, (𝑥, 𝑠) ↦→ 𝑥𝑠, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 𝑥(𝑠𝑡) =
(𝑥𝑠)𝑡 ïðè 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆. Ïîëèãîí 𝑋 íàçîâ¼ì квазиунитарным, åñëè 𝑋𝑆 = 𝑋. Â ñëó÷àå,
êîãäà ïîëóãðóïïà 𝑆 èìååò åäèíèöó, êâàçèóíèòàðíûé ïîëèãîí � òî æå ñàìîå, ÷òî óíèòàðíûé.
Копроизведение

∐︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ïîëèãîíîâ 𝑋𝑖 � ýòî äèçúþíêòîíîå îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîëèãîíîâ (èëè

èõ èçîìîðôíûõ êîïèé, åñëè êàêèå-ëèáî èç 𝑋𝑖 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå).

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, грант № 22-11-00052
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Рисовская матричная полугруппа 𝑆 =ℳ(𝐺, 𝐼,Λ, 𝑃 ), ãäå 𝐺 � ãðóïïà, 𝐼 è Λ � ìíîæåñòâà,
𝑃 = ‖𝑝𝜆𝑖‖ � Λ×𝐼-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 𝑝𝜆𝑖 ∈ 𝐺, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà
(𝑔)𝑖𝜆, ãäå 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝜆 ∈ Λ, ñ óìíîæåíèåì (𝑔)𝑖𝜆 ·(ℎ)𝑗𝜇 = (𝑔𝑝𝜆𝑗ℎ)𝑖𝜇. Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé
òåîðåìå Ñóøêåâè÷à � Ðèñà (ñì. [2, òåîðåìà 3.5], ðèñîâñêàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîëóãðóïïà � ýòî òî æå
ñàìîå, ÷òî âïîëíå ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà. Ïîëîæèì (𝐺)𝑖𝜆 = {(𝑔)𝑖𝜆| 𝑔 ∈ 𝐺}, 𝑅𝑖 = {(𝑔)𝑖𝜆| 𝑔 ∈ 𝐺,𝜆 ∈
Λ}. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî 𝑅𝑖 � ïðàâûé èäåàë ïîëóãðóïïû 𝑆. ßñíî, ÷òî 𝑅𝑖 =

⋃︀
𝜆∈Λ(𝐺)𝑖𝜆 è

𝑅𝑖 � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé 𝑆.
Ïîëèãîíû íàä âïîëíå ïðîñòîé ïîëóãðóïïîé áûëè îïèñàíû â [3]. Èñïîëüçóÿ ýòî îïèñàíèå,

â [4] áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé êâàçèóíèòàðíûé ïîëèãîí 𝑋 ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì ïðî-
ñòûõ ïîëèãîíîâ: 𝑋 =

∐︀
𝛾∈Γ 𝑢𝛾𝑆 (çäåñü 𝑢𝛾𝑆 � ïðîñòîé ïîëèãîí, ò. å. 𝑥𝑆 = 𝑢𝛾𝑆 äëÿ ëþáîãî

𝑥 ∈ 𝑢𝛾𝑆). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ïðîñòîé ïîëè-
ãîí íàä âïîëíå ïðîñòîé ïîëóãðóïïîé 𝑆 èçîìîðôåí ïîëèãîíó 𝑅𝑖/𝜌, ãäå 𝜌 � êîíãðóýíöèÿ íà 𝑅𝑖.
Òàê êàê 𝑅𝑖 ñàì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëèãîíîì, òî 𝑅𝑖/𝜌� ýòî общий вид всех простых полигонов
над вполне простой полугруппой 𝑆. Îïèñàíèå êîíãðóýíö-ïðîñòûõ ïîëèãîíîâ íàä òàêîé ïîëó-
ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå òðóäíîé çàäà÷åé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîíãðóýíö-ïðîñòûå
êâààçèóíèòàðíûå ïîëèãîíû � ýòî â òî÷íîñòè ïîëèãîíû âèäà 𝑅𝑖/𝜌, ãäå 𝜌 � ìàêñèìàëüíàÿ ñîá-
ñòâåííàÿ (ò.å. îòëè÷íàÿ îò ∇) êîíãðóýíöèÿ ïîëèãîíà 𝑅𝑖. Ïðèâåä¼ì îïèñàíèå òàêèõ ïîëèãîíîâ
â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, à èìåííî, êîãäà 𝑆 � прямоугольная группа, ò. å. 𝑆 = 𝐿×𝐺×𝑅, ãäå
𝐿 � ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé, 𝐺 � ãðóïïà, à 𝑅 � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ íóëåé. Ýêâèâàëåíòíîå
îïðåäåëåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïû � ýòî ïîëóãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ïîëóãðóïïåℳ(𝐺, 𝐼,Λ, 𝑃 ),
ãäå 𝑝𝜆𝑖 = 𝑒 äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ 𝐼, 𝜆 ∈ Λ, à 𝑒 � åäèíèöà ãðóïïû 𝐺. Îïèñàíèå êîíãðóýíö-ïðîñòûõ êâà-
çèóíèòàðíûõ ïîëèãîíîâ íàä ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïîé äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 𝑋 — нетривиальный квазиунитарный полигон над прямоугольной
группой. Тогда 𝑋 является конгруэнц-простым в том и только в том случае, если он изо-
морфен одному из следующих полигонов:

(a) 𝑋 = 𝐺/𝐻 — множество всех правых смежных классов с операцией 𝐻𝑔 · (𝑔′)𝑖𝜆 = 𝐻𝑔𝑔′,
где 𝐻 — максимальная собственная подгруппа группы 𝐺;

(b) 𝑋 = {𝑧1, 𝑧2} с умножением 𝑥 · (𝑔)𝑖𝜆 =

{︃
𝑧1, если 𝜆 ∈ Λ1,

𝑧2, если 𝜆 ∈ Λ2,
Λ = Λ1 ∪ Λ2 — разбиение

множества Λ.
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Ïóñòü 𝑋 � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, B𝑋 � ïîëóãðóïïà áèíàðíûõ îòíîøåíèé
íà 𝑋 ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé è îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà Δ𝑋 â êà÷åñòâå
åäèíèöû (ìû çàïèñûâàåì ïðîèçâåäåíèå 𝜌𝜎 áèíàðíûõ îòíîøåíèé 𝜌 è 𝜎 òàê æå, êàê ýòî ïðèíÿòî,
íàïðèìåð, â [1], ò. å. 𝜌𝜎 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 | ∃𝑧 ∈ 𝑋[(𝑥, 𝑧) ∈ 𝜌 & (𝑧, 𝑦) ∈ 𝜎]}). Òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûé ïîðÿäîê ⊆ íà B𝑋 ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé (à
òàêæå îòíîñèòåëüíî èõ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ): äëÿ ëþáûõ 𝜌, 𝜎, 𝜏 ∈ B𝑋 èç 𝜌 ⊆ 𝜎 ñëåäóåò
𝜌𝜏 ⊆ 𝜎𝜏 è 𝜏𝜌 ⊆ 𝜏𝜎.

Íàïîìèíèì: áèíàðíîå îòíîøåíèå 𝜌 ∈ B𝑋 íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè Δ𝑋 ⊆ 𝜌, è
òðàíçèòèâíûì, åñëè 𝜌2 ⊆ 𝜌. Ïóñòü Q𝑋 ⊆ B𝑋 � ìíîæåñòâî âñåõ êâàçèïîðÿäêîâ (áèíàðíûõ
îòíîøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ðåôëåêñèâíîñòè è óñëîâèþ òðàíçèòèâíîñòè), E𝑋 ⊆ B𝑋

� ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíòíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé (ò. å. áèíàðíûõ
îòíîøåíèé 𝜌 ñî ñâîéñòâîì 𝜌2 = 𝜌). Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå: Q𝑋 ⊆ E𝑋 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
𝜌 � êâàçèïîðÿäîê, òî â ñèëó åãî òðàíçèòèâíîñòè 𝜌2 ⊆ 𝜌, â ñèëó åãî ðåôëåêñèâíîñòè 𝜌2 ⊇ 𝜌,
îòêóäà 𝜌2 = 𝜌. Òàêèì îáðàçîì, все квазипорядки являются рефлексивными идемпотентами
полугруппы B𝑋 .

Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ ëþáîé ïîëóãðóïïû âñåãäà ìîæíî ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷èòü, ââîäÿ òàê íàçûâàåìûé естественный порядок. Äëÿ 𝜌, 𝜎 ∈ E𝑋 ïîëîæèì, ïî
îïðåäåëåíèþ, 𝜌 6 𝜎 ⇔ 𝜌𝜎 = 𝜎𝜌 = 𝜌. Îêàçûâàåòñÿ, íà Q𝑋 åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê 6 è òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûé ïîðÿäîê ⊆ ÿâëÿþòñÿ îáðàùåíèÿìè äðóã äðóãà.

Теорема 1. Частично-упорядоченные множества (Q𝑋 ,6) и (Q𝑋 ,⊆) дуально изоморф-
ны, т. е. для всех 𝜌, 𝜎 ∈ Q𝑋 ,

𝜌 6 𝜎 ⇔ 𝜌 ⊇ 𝜎.

Следствие 1. Любой стабильный относительно умножения частичный порядок на Q𝑋 ,
относительно которого Δ𝑋 является наименьшим элементом, совпадает с теоретико-
множественным порядком ⊆.

Ïðîèçâåäåíèå è îáúåäèíåíèå êâàçèïîðÿäêîâ íå âñåãäà áóäóò êâàçèïîðÿäêàìè, ïîñêîëüêó
òðàíçèòèâíîñòü â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé, â îòëè÷èå îò ðåôëåêñèâíîñòè, ìîæåò íå ñîõðà-
íÿòüñÿ. Óêàæåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå
è îáúåäèíåíèå êâàçèïîðÿäêîâ òàêæå áûëè êâàçèïîðÿäêàìè.

Лемма 1. Для всех 𝜌, 𝜎 ∈ Q𝑋 , 𝜌𝜎 ∈ Q𝑋 ⇔ 𝜌𝜎 ⊇ 𝜎𝜌.

Лемма 2. Для всех 𝜌, 𝜎 ∈ Q𝑋 , 𝜌𝜎 ∈ Q𝑋 ∧ 𝜎𝜌 ∈ Q𝑋 ⇔ 𝜌𝜎 = 𝜎𝜌.
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Теорема 2. Для всех 𝜌, 𝜎 ∈ Q𝑋 , 𝜌 ∪ 𝜎 ∈ Q𝑋 ⇔ 𝜌 ∪ 𝜎 = 𝜌𝜎 = 𝜎𝜌.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ 𝜌 ÷åðåç 𝜌s è 𝜌a îáîçíà÷èì åãî симметричную è
асимметричную части ñîîòâåòñòâåííî:

𝜌s = 𝜌 ∩ 𝜌−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 | (𝑦, 𝑥) ∈ 𝜌},

𝜌a = 𝜌 ∖ 𝜌s = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 | (𝑦, 𝑥) /∈ 𝜌},

ïðè ýòîì 𝜌 = 𝜌s ∪ 𝜌a è 𝜌s ∩ 𝜌a = ∅. Ââåäåì òàêæå антисимметричную часть 𝜌w áèíàðíîãî
îòíîøåíèÿ 𝜌, êîòîðóþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜌w = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 | (𝑦, 𝑥) ∈ 𝜌⇒ 𝑥 = 𝑦}.

Î÷åâèäíî, 𝜌 = 𝜌s ∪ 𝜌w, îäíàêî 𝜌s ∩ 𝜌w = ∅ òîëüêî åñëè 𝜌 íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïàðû (𝑥, 𝑦),
ãäå 𝑥 = 𝑦, ò. å. èððåôëåêñèâíî. Åñëè æå 𝜌 ðåôëåêñèâíî, òî 𝜌w = 𝜌a ∪Δ𝑋 è 𝜌s ∩ 𝜌w = Δ𝑋 .

Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòè áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ îïðàâäûâàåò ñëåäóþùàÿ

Теорема 3. Любой квазипорядок раскладывается в произведение своих симметричной
и антисимметричной частей, причем эти части перестановочны, т. е. для всех 𝜌 ∈ Q𝑋

𝜌 = 𝜌s𝜌w = 𝜌w𝜌s.

Следствие 2. Если 𝜌 ∈ Q𝑋 , то 𝜌
a = 𝜌a𝜌s = 𝜌s𝜌a.

Лемма 3. Если 𝜌 ∈ Q𝑋 , то 𝜌
s — эквивалентность, 𝜌w — частичный, а 𝜌a — строгий

порядки.

Äëÿ 𝑥 ∈ 𝑋 ÷åðåç [𝑥]𝜌s îáîçíà÷èì ñìåæíûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè 𝜌s, îïðåäåëÿåìûé ýòèì
ýëåìåíòîì. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [3], òåîðåìó 1.3 è ïðèìå÷àíèÿ ê íåé), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî êâàçèóïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (𝑋, 𝜌), áèíàðíîå îòíîøåíèå 𝜌, çàäàâàåìîå íà ôàêòîð-
ìíîæåñòâå 𝑋/𝜌s ïî ïðàâèëó [𝑥]𝜌s𝜌[𝑥]𝜌s ⇔ 𝑥𝜌𝑦, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì (çäåñü ìû äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå èñïîëüçîâàí òîò æå ñèìâîë). Ýòîò
ðåçóëüòàò, à òàêæå äðóãèå, ïîäîáíûå åìó, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 3.

Замечания. Òåîðåìà 1 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð îáùåãî óòâåð-
æäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî Â. Á. Ïîïëàâñêîìó (ñì. [4]): äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿ-
äî÷åííîãî ìîíîèäà (𝑆, 1,4) ñ ìíîæåñòâîì èäåìïîòåíòîâ 𝐸 ⊆ 𝑆 ðàññìàòðèâàþòcÿ ìíîæå-
ñòâî 𝐸↓ = {𝑒 ∈ 𝐸 | 𝑒 4 1} вторичных идемпотентов минимального типа è ìíîæåñòâî
𝐸↑ = {𝑒 ∈ 𝐸 | 1 4 𝑒} вторичных идемпотентов максимального типа, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
6=4 íà 𝐸↓ è 6=< íà 𝐸↑, ãäå 6 � åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê íà 𝐸. Î÷åâèäíî, Q𝑋 ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ìíîæåñòâî âòîðè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ ìàêñèìàëüíîãî òèïà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî
ìîíîèäà (B𝑋 ,Δ𝑋 ,⊆), îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ èç ëåììû 1 èìååòñÿ â ñòàòüå [5], ïîñâÿùåííîé ïåðå-
ñòàíîâî÷íûì áèíàðíûì îòíîøåíèÿì.

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà êâàçèïîðÿäêè òåîðåìû 2.6 èç [6], êàñàþùåéñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû, òåîðåìà 3, ïðîÿñíÿåò ïðèðîäó âîñõîäÿùåé ê Ý. Øð¼äåðó êîí-
ñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùåé ïóòåì ¾ñêëåèâàíèÿ¿ ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ â êëàññû èç ëþáãî
êâàçèïîðÿäêà ïîëó÷àòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ñìåæíûõ êëàññàõ. Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ýòà
êîíñòðóêöèÿ ¾ðàáîòàåò¿, çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëîæèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî êâàçèïîðÿäêà â ïðîèç-
âåäåíèå åãî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèìåòðè÷íîé ÷àñòåé.
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О «прямоугольном» расположении идемпотентов полугруппы
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On “rectangular” position of semigroup idempotents

V. B. Poplavski (Russia, Saratov)
Saratov State University
e-mail: poplavskivb@mail.ru

Òî, ÷òî ïîëóãðóïïîâûå èäåìïîòåíòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè îïðåäåëåíèè ñâîéñòâ ïî-
ëóãðóïïû õîðîøî èçâåñòíî. Ïðîäîëæàÿ èçó÷åíèå èäåìïîòåíòîâ, íà÷àòîå â [1, 2] áûëè ïî-
ëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå óñëîâèÿ ðàñïîëîæåíèÿ òð¼õ èäåìïîòåí-
òîâ ïðîèçâîëüíîé ïîëóãðóïïû â 𝒟−êëàññå ïîëóãðóïïû òàê, ÷òî îäíà ïàðà èäåìïîòåíòîâ
ℛ−ýêâèâàëåíòíà, à äðóãàÿ ïàðà èç ýòîé òðîéêè ÿâëÿåòñÿ ℒ− ýêâèâàëåíòíîé. Òàêîå ðàñïî-
ëîæåíèå òðåõ èäåìïîòåíòîâ íàçâàåòñÿ "ïðÿìîóãîëüíûì". Ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèÿ òåîðèè ïî-
ëóãðóïï [3], â ÷àñòíîñòè, 𝒟−,ℛ−,ℒ− ýêâèâàëåíòíîñòè Ãðèíà. Äàëåå êëàññû ℛ−,ℒ−êëàññû,
ïîðîæäåííûå ýëåìåíòîì 𝑎, áóäåì îáîçíà÷àòü R𝑎,L𝑎.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû 𝑒, 𝑓 è 𝑔 èç îïðåäåëåíèÿ 1 ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå 𝒟−êëàññ
â ñèëó òîãî, ÷òî R𝑒 ∩ L𝑔 ̸= ∅. Ïîýòîìó "ïðÿìîóãîëüíîå"ðàñïîëîæåíèå ýëåìåíòîâ 𝑒, 𝑓 è 𝑔 íà
egg-box êàðòèíêå 𝒟−êëàññà ïîëóãðóïïû S ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
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Çäåñü ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ñòðî÷êè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ℛ−, ℒ− êëàññû ñîîò-
âåòñòâåííî.

Теорема. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1. Ýëåìåíòû 𝑒, 𝑓, 𝑔 íåêîòîðîé ïîëóãðóïïû S ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè è îáðàçóþò ïðÿìîé

óãîë ̂︂𝑒𝑔𝑓 ;
2. 𝑔𝑒 ÿâëÿåòñÿ ëåâîé åäèíèöåé äëÿ 𝑓, 𝑓𝑔 - ïðàâàÿ åäèíèöà äëÿ 𝑒 è 𝑒 - ïðàâàÿ åäèíèöà äëÿ

𝑔;
3. 𝑔𝑒 ÿâëÿåòñÿ ëåâîé åäèíèöåé äëÿ 𝑓, 𝑓𝑔 - ïðàâàÿ åäèíèöà äëÿ 𝑒 è 𝑓 - ëåâàÿ åäèíèöà äëÿ 𝑔.

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:⎧⎨⎩
𝑒 = 𝑒2;
𝑓 = 𝑓2;

𝑔 = 𝑔2 ∈ L𝑒 ∩R𝑓 .
↔

⎧⎨⎩
𝑓 = 𝑔𝑒𝑓 ;
𝑒 = 𝑒𝑓𝑔;
𝑔 = 𝑔𝑒.

↔

⎧⎨⎩
𝑓 = 𝑔𝑒𝑓 ;
𝑒 = 𝑒𝑓𝑔;
𝑔 = 𝑓𝑔.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû 𝑒, 𝑓, 𝑔 íåêîòîðîé ïîëóãðóïïû S ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè
è îáðàçóþò ïðÿìîé óãîë ̂︂𝑒𝑔𝑓 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óñëîâèé:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑔𝑒𝑓 = 𝑓 ;
𝑒𝑓𝑔 = 𝑒;

𝑒𝑓𝑔𝑒𝑓 = 𝑒𝑓 ;
𝑔𝑒𝑓𝑔 = 𝑔.

(1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýëåìåíòû 𝑒, 𝑓, 𝑔 ïîëóãðóïïû S ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè è îáðàçóþò
ïðÿìîé óãîë ̂︂𝑒𝑔𝑓, òî åñòü 𝑒 = 𝑒2, 𝑓 = 𝑓2, 𝑔 = 𝑔2 ∈ L𝑒 ∩ R𝑓 . Òàê êàê èäåìïîòåíòû 𝑔 è 𝑓
ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå ℛ−êëàññ, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè åäèíèöàìè â ñâî¼ì ℛ−êëàññå.
Àíàëîãè÷íî, 𝑔 è 𝑒 ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå ℒ−êëàññ, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè åäè-
íèöàìè â ñâî¼ì ℒ−êëàññå. Ïîëó÷àåì

𝑓𝑔 = 𝑔, 𝑔𝑓 = 𝑓 ; 𝑒𝑔 = 𝑒, 𝑔𝑒 = 𝑔. (2)

Ïî òåîðåìå Êëèôôîðäà è Ìèëëåðà (ñì. [3], òåîðåìà 2.17) èìååì 𝑒𝑓 ∈ f𝑒 ∩R𝑒. Ïîêàæåì,
÷òî 𝑔 è 𝑒𝑓 èíâåðñíûå ýëåìåíòû:

(𝑒𝑓)𝑔(𝑒𝑓) = 𝑒(𝑓𝑔)(𝑒𝑓) = 𝑒𝑔(𝑒𝑓) = 𝑒(𝑒𝑓) = 𝑒2𝑓 = 𝑒𝑓,

𝑔(𝑒𝑓)𝑔 = (𝑔𝑒)(𝑓𝑔) = 𝑔𝑔 = 𝑔.

Èç ýòîãî è ðàâåíñòâ (2) ïîëó÷àåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñèñòåìû (1).
Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óñëîâèé (1). Òîãäà

𝑓2 = (𝑔𝑒𝑓)(𝑔𝑒𝑓) = 𝑔(𝑒𝑓𝑔𝑒𝑓) = 𝑔(𝑒𝑓) = 𝑓,

𝑒2 = (𝑒𝑓𝑔)(𝑒𝑓𝑔) = (𝑒𝑓𝑔𝑒𝑓)𝑔 = (𝑒𝑓)𝑔 = 𝑒.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà 𝑔 ñïðàâà, ïîëó÷àåì 𝑔𝑒𝑓𝑔 = 𝑓𝑔, à èç ÷åòâåðòîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) èìååì 𝑔𝑒𝑓𝑔 = 𝑔. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓𝑔 = 𝑔. Àíàëîãè÷íî, èç âòîðîãî è
÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ïîëó÷àåì 𝑔𝑒 = 𝑔. Òîãäà

𝑔2 = (𝑔𝑒𝑓𝑔)(𝑔𝑒𝑓𝑔) = (𝑔𝑒𝑓)𝑔(𝑔𝑒𝑓)𝑔 = 𝑓𝑔𝑓𝑔 = 𝑔𝑒𝑓𝑔 = 𝑔.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 𝑔2 = 𝑔, Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ïîëó÷àåì 𝑒𝑔 = 𝑒. Ðàâåíñòâà
𝑔𝑒 = 𝑔 è 𝑒𝑔 = 𝑒 óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ýëåìåíòû 𝑒 è 𝑔 ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå ℒ− êëàññ:

(𝑒, 𝑔) ∈ ℒ.
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Ðàâåíñòâà 𝑔(𝑒𝑓) = 𝑓 è 𝑓𝑔 = 𝑔 äàþò
(𝑓, 𝑔) ∈ ℛ.

Ïîëó÷àåì
𝑔 ∈ L𝑒 ∩R𝑓 .

Ñèñòåìó óñëîâèé (1) ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ïðîñòóþ ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìàì⎧⎨⎩

𝑓 = 𝑔𝑒𝑓 ;
𝑒 = 𝑒𝑓𝑔;
𝑔 = 𝑔𝑒

(3)

è ⎧⎨⎩
𝑓 = 𝑔𝑒𝑓 ;
𝑒 = 𝑒𝑓𝑔;
𝑔 = 𝑓𝑔.

(4)

Ïóñòü âûïîëíåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé (1). Òîãäà èç ðàâåíñòâ 𝑒𝑓𝑔 = 𝑒 è 𝑔𝑒𝑓𝑔 = 𝑔 ñëåäóåò
𝑔𝑒 = 𝑔. Ïîýòîìó èç (1) ñëåäóåò (3).

Èç ðàâåíñòâ 𝑔𝑒𝑓 = 𝑓 è 𝑔𝑒𝑓𝑔 = 𝑔 ñëåäóåò 𝑓𝑔 = 𝑔. Ïîýòîìó èç (1) ñëåäóåò (4).
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3). Òîãäà

𝑒𝑓𝑔𝑒𝑓 = 𝑒𝑓(𝑔𝑒)𝑓 = 𝑒𝑓𝑔𝑓 = 𝑒𝑓

è
𝑔𝑒𝑓𝑔 = 𝑔(𝑒𝑓𝑔) = 𝑔𝑒 = 𝑔,

ò.å. èç (3) ñëåäóåò(1).
Ïóñòü âûïîëíåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé (4). Òîãäà

𝑒𝑓𝑔𝑒𝑓 = 𝑒(𝑓𝑔)𝑒𝑓 = 𝑒𝑔𝑒𝑓 = 𝑒(𝑔𝑒𝑓) = 𝑒𝑓

è
𝑔𝑒𝑓𝑔 = (𝑔𝑒𝑓)𝑔 = 𝑓𝑔 = 𝑔,

ò.å. èç (4) ñëåäóåò(1). 2
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Формацией íàçûâàåòñÿ êëàññ àëãåáð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðà-
çîâ è êîíå÷íûõ (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæèòåëåé) ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé [1]. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìàöèè óíàðíûõ àëãåáð ñ îäíîé îïåðàöèåé � формации унаров.

Ñîâîêóïíîñòü ôîðìàöèé 𝐿, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ åå ôîðìàöèÿìè
𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝐿 èõ ïåðåñå÷åíèå 𝐹1 ∩ 𝐹2 è íàèìåíüøàÿ ôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ 𝐹1 è 𝐹2, îáðàçóåò
ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ íåêîòîðîé ôîðìàöèè óíàðîâ 𝐹 ÷åðåç 𝐿(𝐹 )
îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòêà âñåõ ïîäôîðìàöèé ôîðìàöèè 𝐹 .

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìàöèÿ 𝐹 порождается ñîâîêóïíîñòüþ àëãåáð 𝑆, åñëè 𝐹 ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøåé ïî âêëþ÷åíèþ ôîðìàöèåé, ñîäåðæàùåé âñå àëãåáðû èç 𝑆. Èç òåîðåìû Áèðêãîôà î
ïîäïðÿìîì ðàçëîæåíèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ôîðìàöèÿ êîíå÷íûõ àëãåáð ïî-
ðîæäàåòñÿ êëàññîì âñåõ ñâîèõ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ àëãåáð. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óíàðîâ âñå
ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå àëãåáðû èçâåñòíû [2].

Теорема 1 ([3]). Решетка 𝐿(𝐹 ) нетривиальной формации 𝐹 конечных унаров является
цепью тогда и только тогда, когда 𝐹 порождается одним подпрямо неразложимым унаром
или является объединением возрастающей цепи таких формаций.

Îïåðàöèþ óíàðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝑓 . Циклом íàçûâàþò óíàð, ïîðîæäàåìûé ëþáûì
ñâîèì ýëåìåíòîì. Óíàð íàçûâàåòñÿ связным, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ åãî îäíîïîðîæäåí-
íûõ ïîäàëãåáð íåïóñòî. Åñëè óíàðû 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, è óíàð 𝐶 òàêîâû, ÷òî 𝐶 =

⋃︀
𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 è 𝐴𝑖∩𝐴𝑗 = ∅

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, òî 𝐶 íàçûâàåòñÿ прямой суммой óíàðîâ 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼.

Теорема 2. Решетка 𝐿(𝐹 ) формации унаров 𝐹 является цепью тогда и только тогда,
когда 𝐹 является формацией одного из следующих видов:

1. формация конечных связных унаров, содержащих одноэлементный цикл;

2. формация конечных прямых сумм циклов, длины которых есть степени фиксирован-
ного для 𝐹 простого числа;

3. формация связных унаров, содержащих одноэлементный цикл, с условием 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)
(подкласс многообразия 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦));

4. формация прямых сумм одноэлементных циклов (подкласс многообразия 𝑓(𝑥) = 𝑥).
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Унаром íàçûâàåòñÿ àëãåáðà A = ⟨𝐴, 𝑓⟩ ñ îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé 𝑓 .
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç N ìíîæåñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, N0 = N ∪ {0}. Çàïèñü

𝑛1 | 𝑛2 äëÿ 𝑛1, 𝑛2 ∈ N îçíà÷àåò, ÷òî 𝑛1 äåëèò 𝑛2.
Ýëåìåíòû 𝑎, 𝑏 óíàðà A íàçûâàþò ñâÿçíûìè, åñëè 𝑎𝑓𝑚 = 𝑏𝑓𝑘 äëÿ íåêîòîðûõ 𝑚, 𝑘 ∈ N0.

Óíàð связный, åñëè ëþáûå äâà åãî ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè. Ýëåìåíò 𝑎 óíàðà A òàêîé,
÷òî 𝑎𝑓 = 𝑎, íàçûâàåòñÿ неподвижным (stagnant). Äðóãèå òåðìèíû òåîðèè óíàðîâ ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â [1].

Ïîä EndB áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîëóãðóïïó ýíäîìîðôèçìîâ àëãåáðû B.
Ïîëóãðóïïà S = ⟨𝑆, *⟩ íàçûâàåòñÿ периодической [2], åñëè êàæäàÿ åå ìîíîãåííàÿ (îäíîïî-

ðîæäåííàÿ) ïîäïîëóãðóïïà êîíå÷íà. Ïîëóãðóïïà S идемпотентная (полугруппа идемпотен-
тов), åñëè 𝑠 * 𝑠 = 𝑠 äëÿ ëþáîãî 𝑠 ∈ 𝑆 [2].

Теорема 1. Полугруппа эндоморфизмов End A унара A периодическая тогда и только
тогда, когда унар A конечен.

Òåîðåìà 1 ñôîðìóëèðîâàíà â [3].

Теорема 2. Полугруппа эндоморфизмов унара A идемпотентна тогда и только то-
гда, когда A одноэлементный либо A есть двухэлементный связный унар с неподвижным
элементом.
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Пример бесконечной унарной алгебры с периодической полугруппой эндомор-

физмов.

Ðàññìîòðèì óíàðíóþ àëãåáðó A′ = ⟨𝐴′,Ω⟩, ãäå 𝐴′ = {𝑎𝑛 | 𝑛 ∈ N}, Ω = {𝑓𝑚 | 𝑚 ∈ N} è äëÿ
ëþáîãî 𝑚 ∈ N îïåðàöèÿ 𝑓𝑚 çàäàåòñÿ ïðàâèëîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 𝑛 ∈ N

𝑎𝑛𝑓𝑚 =

{︂
𝑎𝑛−𝑚+1, åñëè 𝑚 | 𝑛,
𝑎𝑛+1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

ßñíî, ÷òî 𝑓1 = I𝐴′ (÷åðåç I𝐴′ îáîçíà÷àåì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà 𝐴′). Çàìå-
òèì: 𝑓𝑚1𝑓𝑚2 ̸= 𝑓𝑚2𝑓𝑚1 äëÿ ëþáûõ 𝑚1,𝑚2 ∈ N, 𝑚1 ̸= 𝑚2, 𝑚1,𝑚2 ̸= 1.

Предложение 1. End A′ = {I𝐴′}.
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Àëãåáðîé ñ îïåðàòîðàìè íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ⟨𝐴,Ω⟩ ñèãíàòóðû Ω = Ω1∪Ω2,
ãäå Ω1 ïðîèçâîëüíà è íåïóñòà, à Ω2 ñîñòîèò èç óíàðíûõ îïåðàöèé, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ëþáîé
îïåðàöèåé èç Ω1, òî åñòü, äåéñòâóþùèõ êàê ýíäîìîðôèçìû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé èç Ω1.
Îïåðàöèè èç Ω1 íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè, à óíàðíûå îïåðàöèè èç Ω2 � îïåðàòîðàìè.

Íåîäíîýëåìåíòíàÿ àëãåáðà 𝐴 íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïðîñòîé[1], åñëè äëÿ ëþáîé åå íååäèíè÷íîé
êîíãðóýíöèè 𝜃 âûïîëíåíî óñëîâèå 𝐴/𝜃 ∼= 𝐴.



Ñåêöèÿ 2. Ïîëóãðóïïû è óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû 109

Ïñåâäîïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà. Ïñåâäîïðîñòûå àëãåáðû è èõ îáîáùåíèÿ
ðàññìàòðèâàëèñü â [2]�[5].

Ïóñòü ⟨𝐴, 𝑓⟩ � óíàð, òî åñòü, àëãåáðà ñ îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé 𝑓 . Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
𝑥 óíàðà ÷åðåç 𝑓𝑛(𝑥) îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò 𝑛-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè 𝑓 ê ýëåìåíòó 𝑥;
ïðè ýòîì 𝑓0(𝑥) = 𝑥. Ýëåìåíò 𝑎 óíàðà ⟨𝐴, 𝑓⟩ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎)
äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë 𝑡 > 0 è 𝑛 > 1. Ãëóáèíîé 𝑡(𝑎) ïåðèîäè÷åñêîãî ýëåìåíòà 𝑎 íàçûâàåòñÿ
òàêîå íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî 𝑡, ÷òî 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎) äëÿ íåêîòîðîãî 𝑛 ∈ N.
Ãëóáèíîé 𝑡(𝐴) óíàðà 𝐴 íàçûâàþòñÿ íàèáîëüøàÿ èç ãëóáèí åãî ïåðèîäè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, åñëè
𝑇 (𝐴) ̸= ∅, è íóëü, åñëè 𝑇 (𝐴) = ∅. Åñëè ìíîæåñòâî {𝑡(𝑎) | 𝑎 ∈ 𝑇 (𝐴)} íå îãðàíè÷åíî, òî ãëóáèíà
óíàðà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè. Óíàð íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑚(𝑦) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë 𝑛,𝑚 > 0. Ýëåìåíò 𝑎 óíàðà 𝐴
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ýëåìåíòà 𝑏 ∈ 𝐴, ÷òî 𝑓(𝑏) = 𝑎. Ýëåìåíò
𝑎 óíàðà íàçûâàåòñÿ óçëîâûì, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû 𝑏 è 𝑐, îòëè÷íûå îò 𝑎,
÷òî 𝑓(𝑏) = 𝑎 = 𝑓(𝑐). Ýëåìåíò 𝑎 óíàðà íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíûì, åñëè 𝑓(𝑎) = 𝑎. Ñâÿçíûé óíàð
ñ íåïîäâèæíûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ êîðíåì. Êîðíåì áåç íåòðèâèàëüíûõ óçëîâ íàçûâàåòñÿ
êîðåíü, íå èìåþùèé óçëîâûõ ýëåìåíòîâ, êðîìå, ìîæåò áûòü, íåïîäâèæíîãî.

Â ñîâðåìåííîé àëãåáðå çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òåðíàðíûì îïåðàöèÿì, ïåðå÷èñ-
ëåííûì íèæå. Òåðíàðíàÿ îïåðàöèÿ 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) íàçûâàåòñÿ ìàëüöåâñêîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥. Ìàëüöåâñêàÿ îïåðàöèÿ 𝑑 íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé Ïèêñëè
(èëè 2/3-îïåðàöèåé ìåíüøèíñòâà), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) =
𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑥. Ìàëüöåâñêàÿ îïåðàöèÿ 𝑑 íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ìåíüøèíñòâà, åñëè äëÿ íåå âû-
ïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥. Òåðíàðíàÿ îïåðàöèÿ 𝜙, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ òîæäåñòâàì 𝜙(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝜙(𝑦, 𝑥, 𝑥) = 𝑥 íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé áîëüøèíñòâà.
Ïîñëåäíÿÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ òåðíàðíûì âàðèàíòîì îïåðàöèè ïî÷òè åäè-
íîãëàñèÿ.

Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî íà ëþáîì óíàðå ⟨𝐴, 𝑓⟩ ìîæíî òàê çàäàòü îïåðàöèþ Ïèêñëè 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), ÷òî
àëãåáðà ⟨𝐴, 𝑝, 𝑓⟩ ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé ñ îïåðàòîðîì 𝑓 . Ýòà îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Ïîëîæèì 𝑀𝑥,𝑦 = {𝑛 ∈ N ∪ {0} | 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦)}, à òàêæå 𝑘(𝑥, 𝑦) =
min 𝑀𝑥,𝑦, åñëè 𝑀𝑥,𝑦 ̸= ∅ è 𝑘(𝑥, 𝑦) =∞, åñëè 𝑀𝑥,𝑦 = ∅. Ïîëîæèì äàëåå

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

{︂
𝑧, åñëè 𝑘(𝑥, 𝑦) 6 𝑘(𝑦, 𝑧)
𝑥, åñëè 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧).

(1)

Â [7] áûëè îïèñàíû ïðîñòûå è ïñåâäîïðîñòûå àëãåáðû â êëàññå àëãåáð ⟨𝐴, 𝑝, 𝑓⟩.
Â [8], íà îñíîâå ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â [6], íà ïðîèçâîëüíîì óíàðå ⟨𝐴, 𝑓⟩ çàäàåòñÿ îïå-

ðàöèÿ ìåíüøèíñòâà 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ñ îïåðàöèåé 𝑓 :

𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎨⎩
𝑧, åñëè 𝑘(𝑥, 𝑦) < 𝑘(𝑦, 𝑧);
𝑦, åñëè 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑦, 𝑧);
𝑥, åñëè 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧).

(2)

Ñõîäíûì ñïîñîáîì íà ïðîèçâîëüíîì óíàðå ⟨𝐴, 𝑓⟩ ìîæíî çàäàòü îïåðàöèþ áîëüøèíñòâà
𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧), ïåðåñòàíîâî÷íóþ ñ 𝑓 (ñì. [9]):

𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

{︂
𝑧, åñëè 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧);
𝑥, åñëè 𝑘(𝑥, 𝑦) < 𝑘(𝑦, 𝑧).

(3)

Â [10] äàíî îïèñàíèå ïðîñòûõ àëãåáð â êëàññå àëãåáð ñ îäíèì îïåðàòîðîì è îïåðàöèåé
ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ, âêëþ÷àþùåì êëàññ àëãåáð ⟨𝐴,𝑚, 𝑓⟩.

Теорема 1. Неодноэлементная алгебра ⟨𝐴, 𝑑, 𝑓⟩ с оператором 𝑓 и тернарной операцией
𝑑, определенной по одному из правил (1)–(3), является псевдопростой тогда и только тогда,
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когда выполняется одно из условий:
(1) операция 𝑓 инъективна на множестве 𝐴;
(2) унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ является корнем глубины 1;
(3) унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ является корнем без нетривиальных узлов, имеющим для всякого числа 𝑚 > 0
равномощные друг другу (возможно, пустые) множества минимальных элементов глуби-
ны 𝑚.
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Êâàçèãðóïïû è äðóãèå àëãåáðàè÷åñêè ñòðóêòóðû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â êðèïòîãðàôèè
(ñì., íàïðèìåð, [1], [2], [3]). Ìû çäåñü óêàæåì íà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåðíàðíûõ ãðóïïî-
èäîâ ïðè øèôðîâàíèè.

Определение 1. Множество 𝑄 с одной тернарной операцией 𝑓 , будем обозначать
⟨𝑄, 𝑓⟩, назовем тернарнным группоидом с левым делением, если для любых элементов 𝑎, 𝑏, 𝑐
из 𝑄 уравнение

𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑥) = 𝑐, (1)

разрешимо однозначно.

Â ñèëó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1), íà ìíîæåñòâå 𝑄 îïðåäåëèì åùå îäíó
òåðíàðíóþ îïåðàöèþ 𝑔 ïî ïðàâèëó

𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑑⇔ 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑑) = 𝑐.

Îïåðàöèè 𝑔 è 𝑓 ñâÿçàíû òîæäåñòâîì

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)). (2)

Ïóñòü ìíîæåñòâî 𝑄 êîíå÷íî è 𝑄 = {1, 2, . . . ,𝑚}. Òîãäà êàæäîìó òåðíàðíîìó ãðóïïîèäó
⟨𝑄, 𝑓⟩ ñ ëåâûì äåëåíèåì ñîîòâåòñòâóåò 3-ìåðíàÿ ìàòðèöà 𝑚-ãî ïîðÿäêà 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗𝑘|𝑖, 𝑗, 𝑘 =
1, 2, . . . ,𝑚) ([4], ñòð. 5), ãäå 𝑏𝑖𝑗𝑘 = 𝑓(𝑖, 𝑗, 𝑘), ïðè÷åì, â ñèëó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíå-
íèÿ (1), â ñòðîêàõ íàïðàâëåíèÿ 3 ñòîÿò ðàçíûå ýëåìåíòû èç 𝑄. Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå áóäåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ íàáîð 𝑚2 ïåðåñòàíîâîê 𝛾𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚)
íà ìíîæåñòâå 𝑄, äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó 𝛾𝑖𝑗(𝑘) = 𝑓(𝑖, 𝑗, 𝑘), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ
ýëåìåíòàìè ñòðîê íàïðàâëåíèÿ 3 ìàòðèöû 𝐵.

Ïîñòðîåíèå 3-ìåðíîé ìàòðèöû 𝐵 äëÿ òåðíàðíîãî ãðóïïîèäà ñ ëåâûì äåëåíèåì ïîêàçûâàåò,
÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö òàêîãî âèäà ðàâíî (𝑚!)𝑚

2
.Òîãäà âåðíî

Предложение 1. Количество различных тернарных группоидов с левым делением, за-
данных на одном и том же множестве 𝑄 = {1, 2, . . . ,𝑚}, равно (𝑚!)𝑚

2
.

Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàëîñü ïðåîáðàçîâàíèå ñëîâ â çàäàííîì àëôàâèòå ñ èñïîëüçîâàíèåì
êâàçèãðóïï, à â ðàáîòàõ [6], [7], [8] áûëè óêàçàíû ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëîâ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì 𝑛-êâàçèãðóïï. Ìû æå áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü ñëîâà ñ ïîìîùüþ òåðíàðíûõ ãðóïïîèäîâ
ñ ëåâûì äåëåíèåì.
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Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé òåðíàðíûé ãðóïïîèä ⟨𝑄, 𝑓⟩ ñ ëåâûì äåëåíèåì, ãäå 𝑄 = {1, . . . ,𝑚}.
Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå 𝑄 îáîçíà÷èì 𝑄+ = {𝑥1 . . . 𝑥𝑠|𝑥𝑖 ∈ 𝑄, 𝑠 ≥ 1}. Äëÿ ôèêñèðî-
âàííîé ïàðû ýëåìåíòîâ 𝑎, 𝑏 èç 𝑄 íà ìíîæåñòâå 𝑄+ îïðåäåëèì ,áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

𝐹𝑎,𝑏(𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑠) = 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦1 = 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑥1),

𝑦2 = 𝑓(𝑎, 𝑦1, 𝑥2),

𝑦𝑖+1 = 𝑓(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖, 𝑥𝑖+1), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑠− 1.

(3)

Íàéäåì òåïåðü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ 𝐹𝑎,𝑏. Íà ìíîæåñòâå 𝑄+ ñòðîèì
îòîáðàæåíèå

𝐺𝑎,𝑏(𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑠) = 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑦1),

𝑥2 = 𝑔(𝑎, 𝑦1, 𝑦2),

𝑥𝑖+1 = 𝑔(𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖, 𝑦𝑖+1), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑠− 1.

(4)

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî 𝐺𝑎,𝑏 � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ îòîáðàæå-
íèÿ 𝐹𝑎,𝑏.

Äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), . . . , (𝑎𝑡, 𝑏𝑡) ýëåìåíòîâ èç
𝑄 (𝑡 > 1) ñòðîèì ïî ïðàâèëó (3) îòîáðàæåíèÿ 𝐹𝑎1,𝑏1 , 𝐹𝑎2,𝑏2 , . . . , 𝐹𝑎𝑡,𝑏𝑡 , à çàòåì ðàññìàòðèâàåì
êîìïîçèöèþ 𝐹𝑎1,𝑏1,𝑎2,𝑏2,...,𝑎𝑡,𝑏𝑡 = 𝐹𝑎1,𝑏1 ∘𝐹𝑎2,𝑏2 ∘. . .∘𝐹𝑎𝑡,𝑏𝑡 . Äëÿ ýòèõ æå ïàð ñòðîèì ïî ïðàâèëó (4)
îòîáðàæåíèÿ 𝐺𝑎1,𝑏1 , 𝐺𝑎2,𝑏2 , . . . , 𝐺𝑎𝑡,𝑏𝑡 , è òàêæå ðàññìàòðèâàåì êîìïîçèöèþ 𝐺𝑎𝑡,𝑏𝑡,...,𝑎2,𝑏2,𝑎1,𝑏1 =
𝐺𝑎𝑡,𝑏𝑡 ∘. . .∘𝐺𝑎2,𝑏2 ∘𝐺𝑎1,𝑏1 . Î÷åâèäíî, 𝐺𝑎𝑡,𝑏𝑡,...,𝑎2,𝑏2,𝑎1,𝑏1 � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ
𝐹𝑎1,𝑏1,𝑎2,𝑏2,...,𝑎𝑡,𝑏𝑡 . Òàêæå î÷åâèäíî

Предложение 2. Пусть ⟨𝑄, 𝑓⟩ — тернарный группоид с левым делением, где 𝑄 =
{1, . . . ,𝑚}. Для любого слова 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑠 из 𝑄+ и для любых упорядоченных пар (𝑎1, 𝑏1),
(𝑎2, 𝑏2), . . . , (𝑎𝑡, 𝑏𝑡) элементов из 𝑄 существует единственное слово 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑠 из 𝑄

+ такое,
что верно равенство

𝐹𝑎1,𝑏1,𝑎2,𝑏2,...,𝑎𝑡,𝑏𝑡(𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑠) = 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑠.
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Секция 3. Кольца и модули
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Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé áûëè ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷åíû ìîäóëè, èíâàðèàíòíûå
îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ ñâîèõ èíúåêòèâíûõ îáîëî÷åê. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
â ýòîì íàïðàâëåíèè, áûëè îòðàæåíû â ìîíîãðàôèè [5]. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèé
àâòîìîðôèçì-èíâàðèàíòíîãî ìîäóëÿ è êâàçèèíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñóùå-
ñòâåííî êâàçèíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ. Ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàçèíúåêòèâíûì, åñëè
îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìîâ åãî èíúåêòèâíîé îáîëî÷êè, ó êîòîðûõ ÿäðà ñó-
ùåñòâåííû. Îòíîñèòåëüíàÿ ñóùåñòâåííàÿ èíúåêòèâíîñòü äëÿ ìîäóëåé áûëà ââåäåíà â ñòàòüå
[4] ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû î íàõîæäåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ ñóììà CS-ìîäóëåé
ÿâëÿåòñÿ CS-ìîäóëåì. Ñóùåñòâåííî êâàçèèíúåêòèâíûå ìîäóëè áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [1].

Ìîäóëü 𝑀 íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçì-ïðîäîëæàåìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìîäóëÿ 𝑋 ìîäó-
ëÿ 𝑀 êàæäûé àâòîìîðôèçì ìîäóëÿ 𝑋 ïðîäîëæàåòñÿ äî ýíäîìîðôèçìà ìîäóëÿ 𝑀 . Â ðàáîòå
[7] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîëóàðòèíîâ ìîäóëü 𝑀 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-ïðîäîëæàåìûì â òî÷-
íîñòè òîãäà, êîãäà 𝑀 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-èíâàðèàíòíûì ìîäóëåì. Ìîäóëü 𝑀 íàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííî ýíäîìîðôèçì-ïðîäîëæàåìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî åãî ïîäìîäóëÿ 𝐴 ëþáîé ýíäî-
ìîðôèçì 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝑅(𝐴), ó êîòîðîãî 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ≤𝑒 𝐴, ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ýíäîìîðôèçìà
𝑓 ′ ìîäóëÿ 𝑀.

Теорема 1. Если 𝑅 – существенно нетерово (полуартиново) справа кольцо, то следую-
щие условия для правого 𝑅-модуля 𝑀 эквивалентны:

1) 𝑀 – существенно эндоморфизм-продолжаемый модуль;

2) 𝑀 – существенно квазиинъективный модуль.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ôåéñà, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåò êðè-
òåðèé èíúåêòèâíîñòè ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìûõ ñóìì èçîìîðôíûõ êîïèé èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ.

1Работа Абызова А.Н. выполнена при финансовой поддержке РНФ и Кабинета Министров Республики
Татарстан в рамках научного проекта № 23-21-10086
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Теорема 2. Для правого 𝑅-модуля 𝑀 следующие условия эквивалентны:
1) модуль 𝑀 (𝐼) существенно иньективен для любого множества индексов 𝐼;
2) модуль 𝑀 (N) существенно иньективен;
3) 𝑀 – существенно иньективен и в кольце 𝑅 выполнено условие максимальности для су-
щественных правых идеалов, которые являются аннуляторами подмножеств модуля 𝑀 .

Ìîäóëü𝑀 íàçûâàåòñÿ ADS-ìîäóëåì, åñëè äëÿ êàæäîãî åãî ðàçëîæåíèÿ𝑀 = 𝐴⊕𝐵 ìîäóëè
𝐴 è 𝐵 âçàèìíî èíúåêòèâíû. ADS-ìîäóëè áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [2] è â ïîñëåäóþùåì áûëè èçó-
÷åíû â ðÿäå ðàáîò. ADS-àáåëåâû ãðóïïû áûëè îïèñàíû â íåäàâíåé ðàáîòå [3]. Îáîáùåíèåì ïî-
íÿòèé ADS-ìîäóëÿ è ñóùåñòâåííî êâàçèèíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå LADS-ìîäóëÿ,
êîòîðîå áûëî ââåäåíî è èçó÷åíî â íåäàâíåé ðàáîòå [6]. Ìîäóëü 𝑀 íàçûâàåòñÿ LADS-ìîäóëåì,
åñëè äëÿ êàæäîãî åãî ðàçëîæåíèÿ𝑀 = 𝐴⊕𝐵 ìîäóëè 𝐴 è 𝐵 âçàèìíî ñóùåñòâåííî èíúåêòèâíû.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò îïèñàíèå ñóùåñòâåííî êâàçèèíúåêòèâíûõ àáåëåâûõ ãðóïï è, â
÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàçèèíúåêòèâíîé â òî÷íîñòè
òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ LADS-àáåëåâîé ãðóïïîé.

Теорема 3. Для абелевой группы 𝐴 следующие условия равносильны:

1) 𝐴 – существенно квазиинъективная абелева группа;

2) 𝐴 – существенно эндоморфизм-продолжаемая абелева группа;

3) 𝐴 – LADS-абелева группа;

4) выполнено одно из следующих условий:

a) 𝐴 – абелева группа без кручения;

b) 𝐴 – периодическая абелева группа и 𝐴 = ⊕𝑝𝐴𝑝, где 𝐴𝑝 – 𝑝-компонента 𝐴 для каж-
дого простого числа 𝑝 и либо 𝐴𝑝

∼= ⊕𝐼Z𝑝∞ , либо 𝐴𝑝
∼= (⊕𝐼Z𝑝𝑛)⊕ (⊕𝐼′Z𝑝𝑛+1);

c) 𝐴 – смешанная абелева группа и 𝐴 = 𝐵 ⊕ 𝑡(𝐴), где 𝑡(𝐴) – делимая абелева группа.
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Ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐴, äåéñòâóþùèé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 íàä ïîëåì 𝐹 , íàçûâà-
åòñÿ ëîêàëüíî àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè äëÿ êàæäîãî âåêòîðà 𝑣 ∈ 𝑉 ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí 𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥], ÷òî 𝑝(𝐴)(𝑣) = 0. Ïðèìåðàìè ëîêàëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, à òàêæå òðèàíãóëèçèðóåìûå ëèíåéíûå
îïåðàòîðû, èçó÷åííûå â ðàáîòå [2]. Çàìûêàíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà 𝐴 àëãåáðû ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ 𝐸𝑛𝑑(𝑉 ) îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîé òîïîëîãèè íà 𝐸𝑛𝑑(𝑉 ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
𝐴.

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî 𝐶𝐶(𝐴) = 𝐹 [𝐴] èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî ëî-
êàëüíî àëãåáðàè÷åñêîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òðèàíãóëèçèðóåìûõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû êîììóòèðóþùèõ ëîêàëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ 𝐴 è 𝐵, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå 𝐹 [𝐴,𝐵] ⊂ 𝐶𝐶(𝐴,𝐵).

Теорема 1. Пусть 𝑉 – векторное пространство полем 𝐹 , 𝐴 и 𝐵 – локально алгеб-
раические линейные операторы, действующие на 𝑉 . Если линейные операторы 𝐴,𝐵 ком-
мутируют и 𝑓(𝐴,𝐵) = 0, где 𝑓(𝑥, 𝑦) – абсолютно неразложимый многочлен из 𝐹 [𝑥, 𝑦] и

(𝑓(𝑎, 𝑏), 𝜕𝑓(𝑥,𝑦)𝜕𝑥 (𝑎, 𝑏), 𝜕𝑓(𝑥,𝑦)𝜕𝑦 (𝑎, 𝑏)) ̸= (0, 0, 0) для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 , то 𝐶𝐶(𝐴,𝐵) = 𝐹 [𝐴,𝐵].

Ïóñòü 𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëîêàëüíî àëãåáðàè÷åñêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐴 ∈
𝐸𝑛𝑑(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ëîêàëüíî àëãåáðàè÷åñêîãî ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà 𝑋 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑉 ) èç 𝐶(𝑋) ⊆ 𝐶(𝐴) ñëåäóåò, ÷òî 𝐶(𝑋) = 𝐶(𝐴).

Теорема 2. Пусть 𝑉 – векторное пространство произвольной размерности над бес-
конечным полем 𝐹 и 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 — локально алгебраический линейный оператор. Тогда 𝐴
минимален в точности тогда, когда 𝐹 [𝐴] является максимальной коммутативной подал-
геброй алгебры 𝐸𝑛𝑑𝐹 (𝑉 ).

1Исследование Абызова А.Н. выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 22-21-00267)
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Ïåðâè÷íîñòü è ñâÿçàííûå ñ íåé âîïðîñû óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: àññîöèàòèâíûõ è íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð, ãðóïï, àëãåáð Ëè; à òàê-
æå ãðóïï è êîëåö, íàäåëåííûõ ðàçëè÷íûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè: ãðàäóèðîâàííûõ
êîëåö, ðåøåòî÷íî-óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï (𝑙-ãðóïï) è êîëåö (𝑙-êîëåö), ãðóïï ñ ñèñòåìîé ìóëü-
òèîïåðàòîðîâ Ω (Ω-ãðóïï) è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ïîíÿòèå ïåðâè÷íîãî ìîäóëÿ ïîÿâèëîñü â ðàáîòàõ Ð.Å. Äæîíñîíà [1] è Â.À. Àíäðóíàêèåâè-
÷à [2], êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ïåðâè÷íûé ðàäèêàëà àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ðàâåí ïåðåñå÷åíèþ
àííóëÿòîðîâ ïåðâè÷íûõ ìîäóëåé. Â [3] Â.À. Àíäðóíàêèåâè÷åì ñîâìåñòíî ñ Þ.Ì. Ðÿáóõèíûì
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîé ñïåöèàëüíûé ðàäèêàë àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ìîæíî îõàðàêòå-
ðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïîäêëàññà ïåðâè÷íûõ ìîäóëåé.

Â 70-80 ãîäû ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïåðâè÷íîñòè ìîäó-
ëÿ, îáîáùàþùèå ïîíÿòèå ïåðâè÷íîãî èäåàëà àññîöèàòèâíîãî êîëüöà, îáçîð è ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Ð. Âèñáàóýðà [4]. Àâòîðîì â [5] áûëè ðàññìîòðåíû ñâîé-
ñòâà ïåðâè÷íûõ è ñòðîãî ïåðâè÷íûõ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé, îïðåäåëåí ãðàäóèðîâàííûé
ïðàâûé ñòðîãî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë. Ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå è ïåðâè÷íûå ïîäìîäóëè ìîäóëÿ
(ñì., íàïðèìåð, [6]). Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ ïåðâè÷íîñòü îïðåäåëÿëàñü â òåðìèíàõ àííóëÿòîðîâ
ïîäìîäóëåé èëè ýëåìåíòîâ.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå êîëüöà ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè ñ åäèíèöåé, ìîäóëè � óíè-
òàðíûìè, Ann𝐴(𝑀) = {𝑎 ∈ 𝐴|𝑀𝑎 = 0} � àííóëÿòîð ïðàâîãî A-ìîäóëÿ M.

Определение 1 ([6]). Подмодуль 𝑁 правого 𝐴-модуля 𝑀 называется первичным, если
для любых 𝑚 ∈𝑀, 𝑎 ∈ 𝐴 из того, что 𝑚𝐴𝑎 ⊆ 𝑁 следует 𝑚 ∈ 𝑁 или 𝑎 ∈ Ann𝐴(𝑀/𝑁).

Модуль 𝑀 – первичен, если 0 его первичный подмодуль.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âïîëíå èíâàðèàíòíîãî ïîäìîäóëÿ 𝑁 ìîäóëÿ 𝐴𝑀 âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Ann𝐴(𝑀/𝑁) ̸⊂ Ann𝐴(𝑀) (1)
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Теорема 1 ([7], p. 95). Пусть 𝑀 – 𝐴-модуль, 𝑆 = End𝐴(𝑀), 𝐴 = 𝐴/Ann𝐴(𝑀). Тогда:

1) если 𝑀 – первичный модуль, то 𝐴 – первичное кольцо;

2) если 𝐴 – первичное кольцо и для 𝑀 выполнено условие (1), то 𝑀 – первичный модуль;

3) если 𝑀 – первичный модуль и для 𝑀 выполнено условие (1), то 𝑀𝑆 – первичный 𝑆-
модуль (и 𝑆 – первичное кольцо).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆 = 𝐸𝑛𝑑𝐴(𝑀) êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ïðàâîãî 𝐴-ìîäóëÿ 𝑀 . Ïîäìîäóëü
𝑁 ìîäóëÿ 𝑀 íàçûâàåòñÿ вполне инвариантным, åñëè 𝑓(𝑁) ⊆ 𝑁 äëÿ âñåõ 𝑓 ∈ 𝑆. Äëÿ ïîäìíî-
æåñòâ 𝐼 ⊂ 𝑆, 𝑁 ⊂𝑀 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐼(𝑁) = 𝐼𝑁 =

∑︀
𝑓∈𝐼 𝑓(𝑁).

Â [8] äëÿ âïîëíå èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäóëåé ïåðâè÷íîñòü îïðåäåëÿëàñü ñ ïîìîùüþ êîëüöà
ýíäîìîðôèçìîâ. ×òîáû îòëè÷èòü ýòî îïðåäåëåíèå áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïåðâè÷íîñòü ýíäî-
ïåðâè÷íîñòüþ.

Определение 2 ([8]). Вполне инвариантный 𝐴-подмодуль 𝑁 модуля 𝑀 называется
эндопервичным, если для любого идеала 𝐼 ⊂ 𝑆 и любого вполне инвариантного подмодуля 𝑈
модуля 𝑀 из того, что 𝐼(𝑈) ⊂ 𝑁 следует 𝐼(𝑀) ⊂ 𝑁 или 𝑈 ⊂ 𝑁 .

Правый 𝐴-модуль𝑀 называется эндопервичным, если 0 является его эндопервичным под-
модулем.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó End𝐴(𝐴) ∼= 𝐴, òî äëÿ èäåàëîâ êîëüöà 𝐴 óñëîâèÿ ïåðâè÷íîñòè è
ýíäîïåðâè÷íîñòè ýêâèâàëåíòíû.

Теорема 2. Каждый эндопервичный 𝐴-модуль является первичным модулем над своим
кольцом эндоморфизмов.

Если первичный 𝐴-модуль 𝑀 удовлетворяющий условию Ann𝐴(𝑀/𝑁) ̸⊂ Ann𝐴(𝑀) для
любого ненулевого вполне инвариантного подмодуля 𝑁 , то он является эндопервичным.

Если 𝐴 – коммутативное кольцо, то каждый эндопервичный подмодуль 𝐴-модуля 𝑀
является его первичным подмодулем.

Àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À.Â.Ìèõàëåâûì [8] áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùèòü ïîíÿòèå ïåðâè÷íîñòè
íà áèìîäóëè, ïîñêîëüêó êàæäûé ïðàâûé 𝐴-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ìîäóëåì íàä ñâîèì êîëü-
öîì ýíäîìîðôèçìîâ, à èäåàëû êîëüöà 𝐴 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäáèìîäóëè áèìîäóëÿ

𝐴𝐴𝐴

Ïóñòü 𝐴, 𝐵 � êîëüöà è 𝐵𝑀𝐴 � 𝐵-𝐴-áèìîäóëü, ò.å. ëåâûé 𝐵-ìîäóëü è ïðàâûé 𝐴-ìîäóëü,
ïðè ýòîì (𝑏−𝑚)𝑎 = 𝑏(𝑚𝑎) äëÿ âñåõ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑏 ∈ 𝐵.

Определение 3. Подбимодуль 𝑁 бимодуля 𝐵𝑀𝐴 назовем первичным, если для любого
𝑎 ∈ 𝐴 и любого 𝑏 ∈ 𝐵 из того, что 𝑏𝑀𝑎 ⊂ 𝑁 следует 𝑀𝑎 ⊂ 𝑁 или 𝑏𝑀 ⊂ 𝑁 .

Бимодуль 𝐵𝑀𝐴 называется первичным, если 0 – его первичный подбимодуль.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåñêîëüêî õàðàêòåðèçàöèÿ ïåðâè÷íîãî ïîäáèìîäóëÿ.

Теорема 3. Пусть 𝐴, 𝐵 – кольца и 𝑁 – подбимодуль бимодуля 𝐵𝑀𝐴. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) 𝑁 – первичный подмодуль;

(2) если 𝐼 – левый идеал кольца 𝐴, а 𝐽 – правый идеал кольца 𝐵 и 𝐽𝑀𝐼 ⊂ 𝑁 , то 𝑀𝐼 ⊂ 𝑁
или 𝐽𝑀 ⊂ 𝑁 ;

(3) для любого 𝑎 ∈ 𝐴 и любого подбимодуля 𝐾 ⊂ 𝑀 если 𝐾𝑎 ⊂ 𝑁 , то либо 𝐾 ⊂ 𝑁 либо
𝑀𝑎 ⊂ 𝑁 ;

(4) для любого 𝑏 ∈ 𝐵 и любого подбимодуля 𝐾 ⊂ 𝑀 если 𝑏𝐾 ⊂ 𝑁 , то либо 𝐾 ⊂ 𝑁 либо
𝑏𝑀 ⊂ 𝑁 .
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Замечание 1. Kаждый первичный вполне инвариантный (эндопервичный) подмодуль
правого 𝐴-модуля 𝑀 является первичным подбимодулем бимодуля 𝑆𝑀𝐴, где 𝑆 – кольцо эн-
доморфизмов 𝐴-модуля 𝑀 .

Теорема 4. Пусть вполне инвариантный 𝐴-подмодуль 𝑁 модуля 𝑀𝐴 является пер-
вичным подбимодулем бимодуля 𝐴𝑀𝑆, где 𝑆 = End𝐴(𝑀). Тогда 𝑁 является первичным и
эндопервичным подмодулем модуля 𝑀𝐴.
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Çàìåòêà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [3, 4]. Àññîöèàòèâíûå êîëüöà è äèñòðèáóòèâíûå
ðåøåòêè ñ àííóëÿòîðíûìè ñâîéñòâàìè èçó÷àëèñü â [1]. Òåîðèè ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïî-
òåíòíûõ ïîëóêîëåö ïîñâÿùåíà êíèãà [2].

1. Предварительные сведения. Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîëóêîëåö.
Ïîä полукольцом ïîíèìàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ⟨𝑆,+, ·⟩ ñ êîììóòàòèâíî-àññîöèà-

òèâíîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ + è àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ·, â êîòîðîé óìíîæåíèå
äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí.

Ïîëóêîëüöî ñ òîæäåñòâîì 𝑥𝑥 = 𝑥 áóäåì íàçûâàòü мультипликативно идемпотентным.
Ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíòíûå êîëüöà ñóòü булевы кольца.

Åñëè 𝑆 � ïîëóêîëüöî ñ íóëåì 0 è 𝑎 ∈ 𝑆, òî ïîëîæèì Ann 𝑎 = {𝑠 ∈ 𝑆 : 𝑎𝑠 = 𝑠𝑎 = 0} �
(двусторонний) аннулятор ýëåìåíòà 𝑎. Ëþáîå ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî
𝑆 ñ 0 коммутативно в нуле, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò êâàçèòîæäåñòâó 𝑠𝑡 = 0 ⇒ 𝑡𝑠 = 0 [2,
çàìå÷àíèå 1.2.1], ïîýòîìó Ann 𝑎 = {𝑠 ∈ 𝑆 : 𝑠𝑎 = 0} = {𝑠 ∈ 𝑆 : 𝑎𝑠 = 0} â 𝑆 äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà 𝑎.

Íàçîâåì ïîëóêîëüöî 𝑆 ñ 0 полукольцом с аннуляторным условием, åñëè Ann 𝑎 = Ann 𝑏
âëå÷åò 𝑎 = 𝑏 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. Â êëàññå (àññîöèàòèâíûõ) êîëåö àííóëÿòîðíîìó
óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò â òî÷íîñòè áóëåâû êîëüöà [1, òåîðåìà 1]. Àííóëÿòîðíûì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò è îáîáùåííûå áóëåâû ðåøåòêè. Èçâåñòíî, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíòíûå
ïîëóêîëüöà ñ àííóëÿòîðíûì óñëîâèåì коммутативны [2, ïðåäëîæåíèå 1.2.11], òî åñòü èìåþò
êîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå.

Äëÿ ýëåìåíòîâ 𝑎, 𝑐 ïîëóêîëüöà 𝑆 îïðåäåëèì ïîíÿòèå правого уравнителя 𝐸𝑞(𝑎, 𝑐) = {𝑠 ∈
𝑆 : 𝑎𝑠 = 𝑐𝑠}, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðàâûì èäåàëîì â 𝑆.

Êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî 𝑆 ñ íóëåì 0 íàçîâåì:
∙ полукольцом с дополнениями, åñëè 𝑆 � ïîëóêîëüöî ñ íåíóëåâîé åäèíèöåé 1, êàæäûé

ýëåìåíò 𝑎 êîòîðîãî èìååò äîïîëíåíèå 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎+ 𝑏 = 1 è 𝑎𝑏 = 0;
∙ полукольцом с относительными дополнениями, åñëè êàæäûé åãî ãëàâíûé èäåàë ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ äîïîëíåíèÿìè;
∙ полукольцом с псевдодополнениями, åñëè äëÿ êàæäîãî 𝑎 ∈ 𝑆 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-

ìåíò 𝑏 ∈ 𝑆, ÷òî Ann 𝑎 = 𝑏𝑆.
∙ полукольцом с относительными псевдодополнениями, åñëè êàæäûé åãî ãëàâíûé èäåàë

ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ ïñåâäîäîïîëíåíèÿìè;
∙ строго гармоническим, åñëè äëÿ ëþáûõ åãî ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ 𝑀 è 𝑁

íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû 𝑎 ∈ 𝑆 ∖𝑀 è 𝑏 ∈ 𝑆 ∖𝑁 , ÷òî 𝑎𝑏 = 0;
∙ слабо риккартовым, åñëè 𝑎𝑏 = 0 âëå÷åò Ann 𝑎+Ann 𝑏 = 𝑆 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆;
∙ риккартовым, åñëè Ann 𝑎+ 𝑎𝑆 = 𝑆 äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà 𝑎 ∈ 𝑆.
Îòìåòèì, ÷òî ðèêêàðòîâû ïîëóêîëüöà ñ 1 ñëàáî ðèêêàðòîâû. Ñèììåòðè÷åñêèå ñëàáî ðèê-

êàðòîâû è ðèêêàðòîâû ïîëóêîëüöà ñ 1 è áåç íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ èçó÷àëèñü
â ìîíîãðàôèè [7, ïàðàãðàô 10].
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Íàïîìíèì, ÷òî äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà ñ íóëåì íàçûâàåòñÿ обобщенной булевой решет-
кой, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè. Булевы решетки � ýòî
îáîáùåííûå áóëåâû ðåøåòêè ñ íåíóëåâîé åäèíèöåé.

2. Структурные свойства. Ñôîðìóëèðóåì äâà íîâûõ óòâåðæäåíèÿ î ìóëüòèïëèêàòèâíî
èäåìïîòåíòíûõ ïîëóêîëüöàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àííóëÿòîðíîìó óñëîâèþ.

Теорема 1. Для того чтобы мультипликативно идемпотентное полукольцо 𝑆 с 0 удо-
влетворяло аннуляторному условию, необходимо и достаточно, чтобы 𝑆 обладало правым
уравнительным свойством:

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 (𝐸𝑞(𝑎, 𝑐) = 𝐸𝑞(𝑏, 𝑐)⇒ 𝑎 = 𝑏).

Замечание 1. Â òåîðåìå 1 âìåñòî ïðàâîãî óðàâíèòåëüíîãî ñâîéñòâà ìîæíî âçÿòü ëåâîå
èëè äâóñòîðîííåå óðàâíèòåëüíîå ñâîéñòâî.

Теорема 2. Для произвольного мультипликативно идемпотентного полукольца 𝑆 рав-
носильны следующие утверждения:

1) 𝑆 удовлетворяет аннуляторному условию и является полукольцом с относительными
псевдодополнениями;

2) 𝑆 — полукольцо с относительными дополнениями;
3) 𝑆 — риккартово полукольцо с аннуляторным условием;
4) 𝑆 изоморфно прямому произведению булева кольца и обобщенной булевой решетки.

Следствие 1. Риккартовы дистрибутивные решетки (как полукольца) с аннуляторным
условием суть в точности обобщенные булевы решетки.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 ñëóæèò îáîáùåíèåì òåîðåìû 1 èç [4].

3. Дистрибутивные решетки. Õîðîøî èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áèðêãîôà�
Ñòîóíà îá èçîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè ëþáîé àáñòðàêòíîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè 𝑆 â âè-
äå ðåøåòêè ìíîæåñòâ 𝐿: 𝑆 ∼= 𝐿 (ñì., íàïðèìåð, [5, ñ. 93]). Решеткой множеств íàçû-
âàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî 𝐿 ìíîæåñòâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé, òî åñòü 𝐴 ∪ 𝐵,𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝐿 äëÿ âñåõ
𝐴,𝐵 ∈ 𝐿. Ïîëó÷àåì äèñòðèáóòèâíóþ ðåøåòêó ⟨𝐿,∪,∩⟩. Ïðè ýòîì, åñëè 𝐿 èìååò íóëåâîé (åäè-
íè÷íûé) ýëåìåíò, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ïðèíàäëåæèò 𝐿 (ñîîòâåòñòâåííî,
∪𝐿 = ∪{𝐴 : 𝐴 ∈ 𝐿} ∈ 𝐿).

Замечание 2. Ïðè èçó÷åíèè äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê 𝑆 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ðåøåòîê ìíîæåñòâ 𝐿. Ýòî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ äèñòðè-
áóòèâíûõ ðåøåòîê. Äëÿ áóëåâûõ ðåøåòîê (áóëåâûõ àëãåáð) îí îñóùåñòâëåí â ìîíîãðàôèè
Ð. Ñèêîðñêîãî [6] è îñíîâàí íà òåîðåìå Ñòîóíà î ïðåäñòàâëåíèè áóëåâûõ àëãåáð êàê ïî-
ëåé ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî полем множеств íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ðåøåòêà ìíîæåñòâ 𝐿, ÷òî
∅ ∈ 𝐿,𝐸 = ∪𝐿 ∈ 𝐿 è 𝐸 ∖𝐴 ∈ 𝐿 äëÿ âñåõ 𝐴 ∈ 𝐿. Îòìåòèì, ÷òî òðàäèöèîííî ðåøåòêè ìíîæåñòâ
íàçûâàþò êîëüöàìè ìíîæåñòâ, ÷òî ïëîõî ñîãëàñîâàíî ñ òåðìèíîì ¾êîëüöî¿.

Ðåøåòêà ìíîæåñòâ 𝐿 íàçûâàåòñÿ приведенной, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
𝑥, 𝑦 ∈ ∪𝐿 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî 𝐴 ∈ 𝐿, ñîäåðæàùåå ðîâíî îäíó èç ýòèõ òî÷åê: 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 /∈ 𝐴
èëè 𝑥 /∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐴. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè ìíîæåñòâ 𝐿 ñêëåèòü òî÷êè 𝑥, 𝑦 ∈ ∪𝐿, íå ðàç-
äåëÿåìûå íèêàêèì ìíîæåñòâîì èç 𝐿, òî, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì ïðèâåäåííóþ ðåøåòêó ìíîæåñòâ,
êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôíóþ 𝐿.

Âûïîëíåíèå àííóëÿòîðíîãî óñëîâèÿ íà ðåøåòêå ìíîæåñòâ 𝐿 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ∅ ∈ 𝐿
è äëÿ ëþáûõ 𝐴,𝐵 ∈ 𝐿 ñòðîãîå âêëþ÷åíèå 𝐴 ⊂ 𝐵 âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå íåïóñòîãî ìíîæåñòâà
𝑋 ∈ 𝐿, äëÿ êîòîðîãî 𝐴 ∩𝑋 = ∅ è 𝑋 ⊂ 𝐵.
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Íåîäíîýëåìåíòíóþ ðåøåòêó ìíîæåñòâ 𝐿 íàçîâåì точечной, åñëè âñå îäíîòî÷å÷íûå (îäíî-
ýëåìåíòíûå) ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ∪𝐿 ïðèíàäëåæàò 𝐿. Âñå òî÷å÷íûå ðåøåòêè ìíîæåñòâ
ñóòü ïðèâåäåííûå ðåøåòêè ìíîæåñòâ ñ ∅ â êà÷åñòâå íóëåâîãî ýëåìåíòà è ÿâëÿþòñÿ äèñòðèáó-
òèâíûìè ðåøåòêàìè ñ àííóëÿòîðíûì óñëîâèåì.

Àáñòðàêòíàÿ ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ точечной [5, ñ. 233], åñëè êàæäûé åå íåíóëåâîé ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ íåêîòîðîãî (íåïóñòîãî) ìíîæåñòâà àòîìîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå
òî÷å÷íûå ðåøåòêè ìíîæåñòâ áóäóò òî÷å÷íûìè ðåøåòêàìè.

Теорема 3. Любая неодноэлементная точечная дистрибутивная решетка изоморфна
некоторой точечной решетке множеств.

Следствие 2. Всякая конечная дистрибутивная решетка 𝑆 с аннуляторным условием
изоморфна булеану 𝐵(𝑋) некоторого конечного множества 𝑋.

Замечание 3. Íåàòîìíûå áóëåâû ðåøåòêè, áóäó÷è äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêàìè ñ àííó-
ëÿòîðíûì óñëîâèåì, íå ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè ðåøåòêàìè.

Îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà 𝑆 íàçûâàåòñÿ:
∙ нормальной, åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì íîðìàëüíîñòè:

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 (𝑎+ 𝑏 = 1⇒ ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆(𝑎+ 𝑥 = 1 & 𝑏+ 𝑦 = 1 & 𝑥𝑦 = 0));

∙ конормальной, åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì, äâîéñòâåííûì íîðìàëüíîñòè, òî åñòü

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 (𝑎𝑏 = 0⇒ ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆(𝑎𝑥 = 0 & 𝑏𝑦 = 0 & 𝑥+ 𝑦 = 1));

∙ решеткой с коаннуляторным условием, åñëè ëþáûå íåðàâíûå ýëåìåíòû 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 èìåþò
íåðàâíûå коаннуляторы Can 𝑎 è Can 𝑏, ãäå Can 𝑐 = {𝑠 ∈ 𝑆 : 𝑠+ 𝑐 = 1} ïðè 𝑐 ∈ 𝑆.

Èíôîðìàöèþ î íîðìàëüíûõ è êîíîðìàëüíûõ ðåøåòêàõ è èõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäñòàâëå-
íèÿõ ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå 2.2 êíèãè [2].

Замечание 4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ðåøåòêà 𝑆 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ãàð-
ìîíè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì. Ñòðîãàÿ ãàðìîíè÷íîñòü îãðàíè÷åííîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè íå
âëå÷åò, âîîáùå ãîâîðÿ, åå íîðìàëüíîñòü.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè 𝑆 ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:
𝑆 êîíîðìàëüíà; 𝑆 � ñëàáî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî; äâîéñòâåííàÿ ê 𝑆 ðåøåòêà íîðìàëüíà.

ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà óäîâëåòâîðÿåò êîàííóëÿòîðíîìó óñëîâèþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâîéñòâåííàÿ åé ðåøåòêà óäîâëåòâîðÿåò àííóëÿòîðíîìó óñëîâèþ.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì примеры òî÷å÷íûõ ðåøåòîê ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
∙ 𝐿0 � ðåøåòêà ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ñàìî-

ãî N.
∙ 𝐿1 � ðåøåòêà ìíîæåñòâ, ñîñòàâëåííàÿ èç êîíå÷íûõ è êîêîíå÷íûõ (äîïîëíåíèé äî êîíå÷-

íûõ ìíîæåñòâ) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N.
∙ 𝐿2 � ðåøåòêà ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùàÿ â òî÷íîñòè 𝐿0 è âñå êîêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà â N,

ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâî 2N âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë.
∙ 𝐿3 � ðåøåòêà ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùàÿ 𝐿0, à òàêæå ïîäìíîæåñòâà â N, âêëþ÷àþùèå 2N.
∙ 𝐿4 � ðåøåòêà ìíîæåñòâ, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ 𝐿1 è ìíîæåñòâà 𝐴 ⊂ N, ïî÷òè ðàâíûå 2N,

òî åñòü ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü 𝐴⊕ (2N) êîíå÷íà.
∙ 𝐿5 � ðåøåòêà ìíîæåñòâ, îòëè÷àþùàÿñÿ îò 𝐿4 òîëüêî òåì, ÷òî â êà÷åñòâå 𝐴 áåðóòñÿ

ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïî÷òè ðàâíûå ìíîæåñòâó 2N − 1 íå÷åòíûõ ÷èñåë. Ðåøåòêà
𝐿5 èçîìîðôíà ðåøåòêå 𝐿4 ïðè ñëåäóþùåé èíâîëþöèè N íà N, èíäóöèðóþùåé èçîìîðôèçì:
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(2𝑛 − 1) → 2𝑛 è 2𝑛 → (2𝑛 − 1) äëÿ ëþáîãî 𝑛 ∈ N. Ïåðåõîä ê äîïîëíåíèÿì â N, 𝑋 → N ∖ 𝑋
äëÿ âñåõ 𝑋 ∈ 𝐿5, îñóùåñòâëÿåò àíòèèçîìîðôèçì ðåøåòêè 𝐿5 íà ðåøåòêó 𝐿4. Ñëåäîâàòåëüíî,
èçîìîðôíûå ðåøåòêè 𝐿4 è 𝐿5 � ñàìîäâîéñòâåííûå.
∙ 𝐿6 = 𝐵(𝑁) � áóëåàí ìíîæåñòâà N.
Ðåøåòêà 𝐿0 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé òî÷å÷íîé ðåøåòêîé íà N ñ åäèíèöåé N. Îòìåòèì, ÷òî

ðåøåòêà 𝐿0∖{N} îáîáùåííî áóëåâà. Ðåøåòêà 𝐿1 � íàèìåíüøàÿ òî÷å÷íàÿ áóëåâà ðåøåòêà íà N,
à ðåøåòêà 𝐿6 � íàèáîëüøàÿ áóëåâà ðåøåòêà íà N; îñòàëüíûå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåòîê íå
áóëåâû. Èìååì 𝐿1 ∩𝐿3 = 𝐿2 è 𝐿4 ∩𝐿5 = 𝐿1. Ðåøåòêà 𝐿0 íîðìàëüíà è íå êîíîðìàëüíà, à äâîé-
ñòâåííàÿ åé ðåøåòêà íå íîðìàëüíà è êîíîðìàëüíà. Ðåøåòêà 𝐿2 íîðìàëüíà, à ðåøåòêà 𝐿3 íå
íîðìàëüíà, íî îáå îíè íå êîíîðìàëüíû è íå óäîâëåòâîðÿþò êîàííóëÿòîðíîìó óñëîâèþ. Ðåøåò-
êè 𝐿4 è 𝐿5 íîðìàëüíû, êîíîðìàëüíû è óäîâëåòâîðÿþò êîàííóëÿòîðíîìó óñëîâèþ. Ðåøåòêè
𝐿1, 𝐿4, 𝐿5, 𝐿6 � ñàìîäâîéñòâåííûå, à ðåøåòêè 𝐿0, 𝐿2, 𝐿3 íå ÿâëÿþòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûìè. Ïî-
ñêîëüêó âñå ðåøåòêè 𝐿0−𝐿6 ñóòü ðåøåòêè ñ àííóëÿòîðíûì ñâîéñòâîì, òî äâîéñòâåííûå ê íèì
ðåøåòêè îáëàäàþò êîàííóëÿòîðíûì ñâîéñòâîì.
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Ïóñòü ℛ � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, 𝑀𝑛(ℛ) � àëãåáðà âñåõ 𝑛× 𝑛
ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè âℛ. Ïîäàëãåáðà𝒜 ⊆𝑀𝑛(ℛ) íàçûâàåòñÿ структурной матричной алгеб-
рой [7], åñëè 𝒜 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ℛ-ìîäóëåì ñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç íåêîòîðûõ ìàòðè÷íûõ
åäèíèö 𝐸𝑖𝑗 , ïðè÷åì âñå äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå åäèíèöû 𝐸𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 ëåæàò â ýòîì áàçè-
ñå. Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî, ÷òî íèêàêèå äâå ñèììåòðè÷íûå ìàòðè÷íûå åäèíèöû 𝐸𝑖𝑗

è 𝐸𝑗𝑖 íå ïðèíàäëåæàò ýòîìó áàçèñó îäíîâðåìåííî, òî 𝒜 íàçûâàþò алгеброй инцидентности.
Â ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî òàêèõ ïàð èíäåêñîâ (𝑖, 𝑗), ÷òî 𝐸𝑖𝑗 ëåæèò â óêàçàííîì áàçèñå, çàäàåò
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 𝑖 ⪯ 𝑗 íà ìíîæåñòâå {1, . . . , 𝑛}. Îáðàòíî, åñëè äàí ïðîèçâîëüíûé ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê ⪯ íà {1, . . . , 𝑛}, òî ℛ-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì {𝐸𝑖𝑗 | 𝑖 ⪯ 𝑗}, çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé èíöèäåíòíîñòè. Îíà
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ äàëåå êàê 𝒜𝑛(⪯,ℛ).

Â ñëó÷àå, êîãäà ⪯ � ýòî òðèâèàëüíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ò.å. ðàâåíñòâî, òîãäà àëãåáðà
èíöèäåíòíîñòè ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé 𝐷𝑛(ℛ) âñåõ äèàãîíàëüíûõ 𝑛 × 𝑛 ìàòðèö. Åñëè æå ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñòàíäàðòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê ≤ íà {1, . . . , 𝑛}, òî ïîëó÷èòñÿ àëãåáðà 𝑇𝑛(ℛ) âñåõ
âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü îáîáùåíà è íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ïîäðîáíîå ââåäåíèå â òåîðèþ àëãåáð èíöèäåíòíîñòè ìîæíî íàéòè â
êíèãå [8].

Ïóñòü 𝒦 � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1𝒦, ïðè ýòîì 𝑆 � íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî.
Òîãäà 𝑆 порождает êîëüöî 𝒦, åñëè ëþáîé ýëåìåíò 𝑎 ∈ 𝒦 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
ñóììû íåêîòîðûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 𝑆 ∪ {1𝒦}:

𝑎 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖,1 · . . . · 𝑠𝑖,𝑘𝑖 , (1)

ãäå âñå 𝑠𝑖,𝑗 ∈ 𝑆 ∪ {1𝒦}, à íàòóðàëüíûå ÷èñëà 𝑁, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑁 ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ 𝑎 ∈ 𝒦.

Åñëè 𝒜 � àññîöèàòèâíàÿ ℛ-àëãåáðà ñ åäèíèöåé 1𝒜, òî ïîäìíîæåñòâî 𝑆 ⊆ 𝒜 порождает
𝒜 как алгебру, åñëè åãî îáúåäèíåíèå ñî âñåìè ñêàëÿðàìè 𝑆 ∪ {𝑟 · 1𝒜 | 𝑟 ∈ ℛ} ïîðîæäàåò 𝒜
êàê êîëüöî. Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ ℛ[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚],
êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑚}.

Îäíà èç çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè � ýòî îïèñàíèå àëãåáð, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû
èäåìïîòåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè àëãåáðà 𝒜 íàä íåêîòîðûì ïîëåì F ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé è ñî-
äåðæèò õîòÿ áû îäèí èäåìïîòåíò, îòëè÷íûé îò íóëÿ è åäèíèöû, òî𝒜 ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì
âñåõ ñâîèõ èäåìïîòåíòîâ (ñ íåáîëüøèìè èñêëþ÷åíèÿìè â õàðàêòåðèñòèêå 2). Ýòî ñëåäóåò èç
áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà Àìèöóðà [1, òåîðåìà 2]. Ðàçëè÷íûå îïèñàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð,
ïîðîæäåííûõ èäåìïîòåíòàìè, áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Áðåøåðà [2], Õó, Ùèàî [3].

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî àëãåáðà 𝒜 ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èäåìïîòåí-
òîâ, òî äðóãàÿ çàäà÷à � îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ìîùíîñòü òàêîãî ìíîæåñòâà.
Äàëåå 𝜈 = 𝜈(𝒜) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑘, ÷òî â àëãåáðå 𝒜 íàéäóòñÿ 𝑘
èäåìïîòåíòîâ, êîòîðûå ïîðîæäàþò 𝒜.

Â ðàáîòå [6] Êðóïíèê âû÷èñëèë 𝜈 äëÿ ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû íàä ïðîèçâîëüíûì ïî-
ëåì F.
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Теорема 1 ([6, òåîðåìà 1]). Если 𝑛 = 2 и в поле F больше двух элементов, то
𝜈(𝑀𝑛(F)) = 2. Во всех остальных случаях выполнено 𝜈(𝑀𝑛(F)) = 3.

Ïîçäíåå Êåëàðåâ, ôàí äîð Ìàðâå, ôàí Óýéê íàøëè âåëè÷èíó 𝜈 äëÿ àëãåáðû âåðõíåòðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö 𝑇𝑛(ℛ) íàä ïðîèçâîëüíûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ℛ ñ åäèíèöåé.

Теорема 2 ([4, òåîðåìà 6]). Если 𝑛 = 2, 3, 4, то 𝜈(𝑇𝑛(ℛ)) = ⌈log2 𝑛⌉+1. Во всех остальных
случаях выполнено 𝜈(𝑇𝑛(ℛ)) = ⌈log2 𝑛⌉.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíî îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðó èí-
öèäåíòíîñòè.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå 𝒩 = {1, . . . , 𝑛} çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⪯. Åñëè äëÿ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒩 âû-
ïîëíåíî 𝑖 ≺ 𝑗 è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî 𝑘, ÷òî 𝑖 ≺ 𝑘 ≺ 𝑗, òî 𝑗 покрывает 𝑖. Ãðàô 𝐺 íàçûâàåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííîé диаграммой Хассе, åñëè åãî ìíîæåñòâî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ {1, . . . , 𝑛}, äâå
âåðøèíû 𝑖, 𝑗 ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè 𝑗 ïîêðûâàåò 𝑖 èëè 𝑖 ïîêðûâàåò 𝑗.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî𝑚 çàäàäèì ãðàô𝒬𝑚, ñîîòâåòñòâóþùèé𝑚-ìåðíîìó булеву кубу.
Ìíîæåñòâî åãî âåðøèí {0, 1}𝑚 � âñå âîçìîæíûå íàáîðû èç íóëåé è åäèíèö äëèíû 𝑚. Äâà
íàáîðà ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â îäíîé ïîçèöèè. Çàòåì ðàññìîòðèì
äîïîëíåíèå 𝒬𝑚. Ýòî ãðàô ñ òåì æå ìíîæåñòâîì âåðøèí, äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì â
𝒬𝑚 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè не соединены ðåáðîì â èñõîäíîì ãðàôå 𝒬𝑚.

Лемма 1 ([5]). Рассмотрим произвольный неориентированный граф 𝐺 на 𝑛 вершинах
без петель и кратных ребер.

1. Если 𝑚 < ⌈log2 𝑛⌉, то ни один подграф в 𝒬𝑚 не изоморфен 𝐺.
2. Если 𝑚 = ⌈log2 𝑛⌉+ 1, то существует подграф в 𝒬𝑚 изоморфный 𝐺.

Ïðåäûäóùàÿ ëåììà íå ïîêðûâàåò òîëüêî ñèòóàöèþ 𝑚 = ⌈log2 𝑛⌉. Â ýòîì ñëó÷àå 𝐺 ìî-
æåò êàê âêëàäûâàòüñÿ, òàê è íå âêëàäûâàòüñÿ â óêàçàííûé ãðàô. Ñêàæåì, ÷òî ãðàô 𝐺 íà
𝑛 âåðøèíàõ ïðèíàäëåæèò нулевому классу идемпотентности, åñëè îí âêëàäûâàåòñÿ â ãðàô
𝒬𝑚 ïðè 𝑚 = ⌈log2 𝑛⌉. Â ïðîòèâíîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô 𝐺 ïðèíàäëåæèò первому классу
идемпотентности. Íîìåð êëàññà îáîçíà÷èì êàê idem(𝐺).

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè 𝑛 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî îáà êëàññà ãðàôîâ çàâåäîìî
íå ïóñòû è ñîäåðæàò íåêîòîðûå äèàãðàììû Õàññå.

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Теорема 3 ([5]). Рассмотрим алгебру инцидентности 𝒜 = 𝒜𝑛(⪯,ℛ) над произволь-
ным коммутативным кольцом ℛ с единицей. Пусть 𝐺 — диаграмма Хассе для частичного
порядка ⪯. Тогда

𝜈(𝒜) = ⌈log2 𝑛⌉+ idem(𝐺). (2)

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ìàðêîâîé Îëüãå Âèêòî-
ðîâíå çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (𝑄,+, ·) ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè + è · íàçûâàåòñÿ правым ква-
зиполем, åñëè:

1) (𝑄,+) � àáåëåâà ãðóïïà;
2) 𝑄* = (𝑄 ∖ {0}, ·) � ëóïà;
3) âûïîëíåí ïðàâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí (𝑎+ 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐+ 𝑏𝑐 (𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄);
4) 𝑎 · 0 = 0 äëÿ âñåõ 𝑎 ∈ 𝑄;
5) óðàâíåíèå 𝑥𝑎 = 𝑥𝑏+ 𝑐 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî äëÿ âñåõ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄, 𝑎 ̸= 𝑏.

Êâàçèïîëå ñ äâóñòîðîííåé äèñòðèáóòèâíîñòüþ íàçûâàåòñÿ полуполем. Êâàçèïîëÿ èçó÷àþò-
ñÿ âçàèìîñâÿçàííî ñ ïðîåêòèâíûìè ïëîñêîñòÿìè òðàíñëÿöèé, èññëåäîâàíèÿ âîñõîäÿò ê íà÷àëó
20-ãî âåêà (Î. Âåáëåí, Ä. Ìàêëàãàí�Âåääåðáåðí, Ë. Äèêñîí), ïîäðîáíî ñì. [1]. Ñëåäóþùèå
ñòðóêòóðíûå âîïðîñû äëÿ êîíå÷íûõ ïîëóïîëåé è êâàçèïîëåé èññëåäîâàëèñü â ðàçëè÷íûõ ñè-
òóàöèÿõ óæå äàâíî è çàïèñàíû Â.Ì. Ëåâ÷óêîì â [2].

(A) Перечислить максимальные подполя, найти их число и возможные порядки.

(B) Выявить конечные квазиполя 𝑄 с неоднопорожденной лупой 𝑄*.

(C) Выявить, какие возможны спектры лупы 𝑄* конечного полуполя и квазиполя.

(D) Найти порядок группы автоморфизмов.

1Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки РФ (Согла-
шение 075-02-2023-936).
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Правоупорядоченная è левоупорядоченная степень ýëåìåíòà êâàçèïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ èí-
äóêòèâíî:

𝑎1) = 𝑎(1 = 𝑎, 𝑎𝑛+1) = 𝑎𝑛) · 𝑎, 𝑎(𝑛+1 = 𝑎 · 𝑎(𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

𝑛-é ñòåïåíüþ íàçûâàåì ëþáîå ïðîèçâåäåíèå 𝑛 ìíîæèòåëåé, ðàâíûõ 𝑎. Àíàëîãè÷íî òåîðåòèêî-
ãðóïïîâûì ïîíÿòèÿì, ââîäÿòñÿ ïîðÿäîê ýëåìåíòà, åãî ëåâûé è ïðàâûé ïîðÿäêè, ñïåêòð ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ëóïû 𝑄* íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, åå ëåâûé è ïðàâûé ñïåêòðû.

Â ïðàâîì êâàçèïîëå 𝑄 ïðàâîå óìíîæåíèå 𝑅𝑎 : 𝑥→ 𝑥𝑎 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ëåâîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑄 íàä åãî ÿäðîì. Âñå òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò регу-
лярное множество (spread set) 𝑅, ñâîéñòâà êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè
êâàçèïîëÿ è êîîðäèíàòèçèðóåìîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òðàíñëÿöèé. Ýòà çàâèñèìîñòü ïîç-
âîëÿåò øèðîêî èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ êâàçèïîëåé äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ
è êëàññèôèêàöèè, â òîì ÷èñëå ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðîåíèÿ.

Теорема 1. Пусть 𝑄 – правое квазиполе порядка 𝑝𝑛, 𝑝 – простое число, 𝑎 ∈ 𝑄*,
𝜃(𝑎) ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝑝) – соответствующая матрица регулярного множества. Тогда правый поря-
док элемента 𝑎 делит порядок матрицы 𝜃(𝑎) в группе 𝐺𝐿𝑛(𝑝).

Ïåðâûå ïðèìåðû êîíå÷íûõ êâàçèïîëåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè ïîëóïîëÿìè, íè ïî÷òè-ïîëÿìè,
ïîñòðîèë Ì. Õîëë â 1943 ã. Êâàçèïîëå 𝑄 ïîðÿäêà 𝑞2 (𝑞 = 𝑝𝑛, 𝑝 � ïðîñòîå ÷èñëî), äâóìåðíîå
íàä öåíòðîì 𝐾 ≃ 𝐺𝐹 (𝑞), íàçûâàåòñÿ квазиполем Холла, åñëè âñå íåöåíòðàëüíûå ýëåìåíòû
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè îäíîãî íåïðèâîäèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà 𝜙(𝑥) = 𝑥2−𝑟𝑥−𝑠 ∈ 𝐾[𝑥].

Теорема 2. Пусть 𝑄 – квазиполе Холла порядка 𝑝2𝑛, 𝑝 – простое число. Тогда его правый
спектр равен 𝑆𝑟 =𝑀 ∪{𝑚}, где 𝑀 – множество всех делителей числа 𝑝𝑛− 1, 𝑚 – делитель
числа 𝑝2𝑛−1, не делящий 𝑝𝑛−1. И обратно, для любого 𝑝2𝑛 и любого множества 𝑆𝑟 =𝑀∪{𝑚}
указанного вида существует квазиполе Холла порядка 𝑝2𝑛 с правым спектром 𝑆𝑟.

Ê èçó÷åíèþ êîíå÷íûõ ïîëóïîëåé ïðèìåíèìî êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà íåíóëåâîãî ýëåìåíòà.Правоупорядоченным минимальным многочленом ýëåìåíòà 𝑎 ∈ 𝑄*

íàçûâàåòñÿ òàêîé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí

𝜇𝑟𝑎(𝑥) = 𝑥𝑚 + 𝑐1𝑥
𝑚−1 + · · ·+ 𝑐𝑚−1𝑥+ 𝑐𝑚 ∈ Z𝑝[𝑥]

ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, ÷òî

𝑎𝑚) + 𝑐1𝑎
𝑚−1) + · · ·+ 𝑐𝑚−1𝑎+ 𝑐𝑚 = 0.

Êàê äîêàçàíî â [3], ïðàâîóïîðÿäî÷åííûé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà 𝑎 äåëèò ìíîãî÷ëåí
𝑥𝑘 − 1, ãäå 𝑘 � ïðàâûé ïîðÿäîê 𝑎. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Теорема 3. Пусть 𝑄 – полуполе порядка 𝑝𝑛, 𝑝 – простое число. Если правоупорядоченный
минимальный многочлен 𝜇𝑟𝑎(𝑥) элемента 𝑎 ∈ 𝑄* – неприводимый многочлен степени 𝑚, то
правый порядок элемента 𝑎 делит число 𝑝𝑚 − 1.

Äëÿ ëåâîãî ïîðÿäêà è ëåâîóïîðÿäî÷åííîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà òåîðåìà òàêæå ñïðà-
âåäëèâà. Îòìåòèì, ÷òî áåç òðåáîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà ðåçóëüòàò íåâåðåí. Òàê, â
íåïðèìèòèâíîì ïîëóïîëå Êíóòà�Ðóà ïîðÿäêà 32 [2] ëþáîé ýëåìåíò, êðîìå 0 è 1, èìååò ïðàâûé
ïîðÿäîê 21 è ïðàâîóïîðÿäî÷åííûé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí (𝑥2 + 𝑥 + 1)(𝑥3 + 𝑥2 + 1) ëèáî
(𝑥2 + 𝑥+ 1)(𝑥3 + 𝑥+ 1). Âûäâèíåì ïðåäïîëîæåíèå:
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Гипотеза 1. Пусть 𝑄 – полуполе порядка 𝑝𝑛, 𝑝 – простое число. Если правоупорядочен-
ный минимальный многочлен элемента 𝑎 ∈ 𝑄* равен произведению

𝜇𝑟𝑎(𝑥) = 𝜌1(𝑥)𝜌2(𝑥) . . . 𝜌𝑘(𝑥) ∈ Z𝑝[𝑥]

различных неприводимых многочленов степеней 𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑘, то правый порядок элемен-
та 𝑎 делит число (𝑝𝑚1 − 1)(𝑝𝑚2 − 1) . . . (𝑝𝑚𝑘 − 1).

Èçâåñòíûå àâòîðó ïðèìåðû ïîëóïîëåé ïîðÿäêîâ 16, 32, 64, 81 ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå
êðàòíûõ ìíîæèòåëåé 𝜌𝑖(𝑥) ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.
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Определение 2. Инволюция 𝛾 называется èíâîëþöèåé ïåðâîãî ðîäà, если 𝛾 тожде-
ственно действует на центре алгебры A. В противном случае, инволюция 𝛾 называется
èíâîëþöèåé âòîðîãî ðîäà.

Определение 3. Две инволюции 𝛾, 𝛿 алгебры 𝑇𝑛(𝑅) называются ýêâèâàëåíòíûìè, если
существует изоморфизм 𝜙 : (𝑇𝑛(𝑅), 𝛾) → (𝑇𝑛(𝑅), 𝛿) такой, что для любой матрицы 𝐴 ∈
𝑇𝑛(𝑅) 𝜙(𝛾(𝐴)) = 𝛿(𝜙(𝐴)).

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèñòàëüíîìó èçó÷åíèþ ïîäâåðãëèñü èíâîëþöèè ïåðâîãî ðîäà. Ñòàí-
äàðòíûìè ïðèìåðàìè èíâîëþöèé ïåðâîãî ðîäà â àëãåáðå âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñëóæàò
ортогональная è симплектическая èíâîëþöèè. Òàê â ðàáîòàõ [4]�[7] èíâîëþöèè èçó÷àëèñü
â àëãåáðàõ èíöèäåíòíîñòè. Â ñòàòüå [9] áûëà ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâè-
âàëåíòñíîñòè èíâîëþöèé â àëãåáðå âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö 𝑇𝑛(𝐹 ), ãäå 𝐹 � ïðîèçâîëüíîå
ïîëå, õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2. Ñîâñåì íåäàâíî â ðàáîòå [2] áûëè îïèñàíû èíâîëþöèè
â àëãåáðå âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, â ñëó÷àå ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè äâà è êîììóòàòèâíûõ
êîëåö 𝑅, ó êîòîðûõ ôàêòîð-êîëüöî 𝑅/2𝑅 áóëåâî. È, êàê åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ðàáîòû [2],
â [1] áûëà ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ èíâîëþöèé ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè â àëãåáðå
âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä êîëüöîì öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé.
Òàêæå â ðàáîòå [3] îïèñàíû è â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ êëàññèôèöèðîâàíû èíâîëþöèè â êîëüöàõ
Êðûëîâà íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì.

Ñóùåñòâåííî îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [9], â ñòàòüå [8] ïðèñòóïèëè ê èçó÷åíèþ èí-
âîëþöèé âòîðîãî ðîäà è ïðîâåëè êëàññèôèêàöèþ èíâîëþöèé ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè
â àëãåáðå âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2. Äëÿ ïîëåé
õàðàêòåðèñòèêè 2 âîïðîñ íå èññëåäîâàëñÿ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî öåíòð àëãåáðû 𝑇𝑛(𝐹 ), ãäå 𝐹 � íåêîòîðîå ïîëå, ñîñòîèò èç ñêàëÿð-
íûõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà 𝑇𝑛(𝐹 ) îáëàäàåò èíâîëþöèåé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èíâîëþöèåé îáëàäàåò ïîëå 𝐹 . À èìåííî, åñëè 𝜆 � èíâîëþöèÿ ïîëÿ 𝐹 , òî ìîæíî çàäàòü èíâîëþ-

öèþ 𝑡𝜆 àëãåáðû 𝑇𝑛(𝐹 ) ïî ïðàâèëó (𝑎𝑖𝑗) ↦→ 𝐽(𝜆(𝑎𝑖𝑗))
𝑇𝐽−1, ãäå 𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 . . . 0 1
0 . . . 1 0
...

...
...

1 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈𝑀𝑛(𝐹 ).

Íåêîòîðûé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ èíâîëþöèè â ïîëå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè
Ãàëóà.

Предложение 1. Пусть 𝐹 – поле характеристики 2.
1) В поле 𝐹 существует инволюция тогда и только тогда, когда существует подполе 𝐻

поля 𝐹 такое, что расширение 𝐹/𝐻 сепарабельное степени 2.
2) Если поле 𝐹 совершенно, то в поле 𝐹 существует инволюция тогда и только тогда,

когда существует подполе 𝐻 поля 𝐹 такое, что расширение 𝐹/𝐻 имеет степень 2.

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äâå èíâîëþöèè àëãåáðû 𝑇𝑛(𝐹 ) ýêâèâàëåíòíû, òî îíè èí-
äóöèðóþò ñîâïàäàþùèå èíâîëþöèè íà ïîëå 𝐹 . Áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè ýêâèâàëåíòíîñòè
èíâîëþöèé, èç êîòîðûõ ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Теорема 1. Пусть 𝐹 – поле характеристики 2 и 𝑛 нечетно. Множество классов экви-
валентности инволюций в алгебре 𝑇𝑛(𝐹 ) находится в биективном соответствии с множе-
ством инволюций в 𝐹 .

Ôèêñèðóåì èíâîëþöèþ 𝜆 ïîëÿ 𝐹 . ×åðåç 𝛾𝑣 îáîçíà÷èì èíâîëþöèþ àëãåáðû 𝑇𝑛(𝐹 ) îïðåäå-
ëåííóþ ïî ïðàâèëó 𝛾𝑣(𝑎) = 𝑣𝑡𝜆(𝑎)𝑣

−1. Äàííîå îòîáðàæåíèå áóäåò èíâîëþöèåé åñëè è òîëüêî
åñëè 𝑡𝜆(𝑣) = 𝜀𝑣𝑣 äëÿ íåêîòîðîãî 𝜀𝑣 ∈ 𝐹 .
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Теорема 2. Пусть 𝐹 – поле характеристики 2 и 𝑛 четно. Инволюции 𝛾𝑣 и 𝛾𝑢 эквива-
лентны тогда и только тогда, когда существует 𝑤 ∈ 𝐹 такой, что 𝜀𝑣 = 𝑤

𝜆(𝑤)𝜀𝑢.

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåì ñëåäóþùèå äâà ðåçóëüòàòà.

Теорема 3. В алгебре 𝑇𝑛(F22𝑘) все инволюции второго рода попарно эквивалентны. В
алгебре 𝑇𝑛(F22𝑘−1) инволюций второго рода нет.

Теорема 4. 1) В алгебре 𝑇𝑛(F22𝑘(𝑥)) имеется ровно 24𝑘 + 23𝑘 + 2𝑘 − 1 классов эквива-
лентности инволюций.

2) В алгебре 𝑇𝑛(F22𝑘−1(𝑥)) имеется ровно 24𝑘−2 − 1 классов эквивалентности инволюций.
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Êîíñåðâàòèâíûå àëãåáðû � ýòî êëàññ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð, ââåäåííûé È. Êàíòîðîì
ïðè èçó÷åíèè îáîáùåíèé àëãåáð Éîðäàíà [1, 2]. Ïóñòü 𝐶 : 𝑉 → 𝑉 è 𝐵 : 𝑉 ×𝑉 → 𝑉 � ëèíåéíûé
è áèëèíåéíûé îïåðàòîðû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì íîâûé
áèëèíåéíûé îïåðàòîð [𝐶,𝐵] : 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 ïî ôîðìóëå

[𝐶,𝐵](𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝐵(𝑥, 𝑦))−𝐵(𝐶(𝑥), 𝑦)−𝐵(𝑥,𝐶(𝑦)).

Ðàññìîòðèì àëãåáðó (𝑉,𝐵), çàäàííóþ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 ñ óìíîæåíèåì 𝐵 :
𝑉 × 𝑉 → 𝑉 . Ïóñòü 𝐿𝑎 � îïåðàòîð ëåâîãî ñäâèãà íà ýòîé àëãåáðå, òî åñòü 𝐿𝑎(𝑥) = 𝐵(𝑎, 𝑥)
(𝑥 ∈ 𝑉 ).

Àëãåáðà (𝑉,𝐵) íàçûâàåòñÿ консервативной, åñëè ñóùåñòâóåò äðóãîå óìíîæåíèå 𝐵* (íàçû-
âàåìîå àññîöèèðîâàííûì ñ 𝐵) íà òîì æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 , òàêîå ÷òî

[[𝐿𝑎, [𝐿𝑏, 𝐵]] = −[𝐿𝐵*(𝑎,𝑏), 𝐵] ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉. (1)

Ñêàæåì, ÷òî àëãåáðà (𝑉,𝐵) сильно консервативная, åñëè

[[𝐿𝑎, [𝐿𝑏, 𝐵]] = −[𝐿𝐵(𝑎,𝑏), 𝐵] ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉, (2)

òî åñòü ýòî êîíñåðâàòèâíàÿ àëãåáðà, â êîòîðîé àññîöèèðîâàííîå óìíîæåíèå 𝐵* ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíûì óìíîæåíèåì 𝐵. Óñëîâèå (2) ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó

𝑏(𝑎(𝑥𝑦)− (𝑎𝑥)𝑦 − 𝑥(𝑎𝑦))− 𝑎((𝑏𝑥)𝑦) + (𝑎(𝑏𝑥))𝑦 + (𝑏𝑥)(𝑎𝑦)− 𝑎(𝑥(𝑏𝑦))+
+(𝑎𝑥)(𝑏𝑦) + 𝑥(𝑎(𝑏𝑦)) = −(𝑎𝑏)(𝑥𝑦) + ((𝑎𝑏)𝑥)𝑦 + 𝑥((𝑎𝑏)𝑦),

ãäå 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 è 𝑥𝑦 = 𝐵(𝑥, 𝑦).
Èçâåñòíî, ÷òî âñå àññîöèàòèâíûå è êâàçè-àññîöèàòèâíûå àëãåáðû, à òàêæå àëãåáðû Ëè,

àëãåáðû Ëåéáíèöà, àëãåáðû Éîðäàíà è àëãåáðû Çèìáåëÿ ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè (ñì. [3]).
Áîëåå òîãî, âñå ýòè àëãåáðû, çà èñêëþ÷åíèåì àëãåáð Çèìáåëÿ, ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî êîíñåðâàòèâ-
íûìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àëñÿ âîïðîñ î êîíñåðâàòèâíîñòè àññîñèììåòðè÷íûõ àëãåáð. Íà-
ïîìíèì, ÷òî àëãåáðà 𝐴 íàçûâàåòñÿ ассосимметричной, åñëè (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑏, 𝑎, 𝑐) è (𝑎, 𝑏, 𝑐) =
(𝑎, 𝑐, 𝑏) äëÿ ëþáûõ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴, ãäå ïî îïðåäåëåíèþ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐− 𝑎(𝑏𝑐).

Àëãåáðà 𝐴 íàçûâàåòñÿ почти ассоциативной справа, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
((𝑥𝑦)𝑧)𝑎 = (𝑥(𝑦𝑧))𝑎 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎 ∈ 𝐴.

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Теорема 1. Пусть 𝐴 — ассосимметричная алгебра. Тогда алгебра 𝐴 является сильно
консервативной, если и только если она является почти ассоциативной справа.
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Определение 1. Назовем подпространство 𝐵 алгебры Ли L внутренним идеалом, если
[𝐵, [𝐵,𝐿]] ⊆ 𝐵.

Íàïðèìåð, ïîäàëãåáðà 𝑠𝑙(2, 𝐹 ) íàä ïîëåì 𝐹 õàðàêòåðèñòèêè 0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì èäåà-
ëîì è èäåàëîì äëÿ àëãåáðû Ëè 𝑔𝑙(2, 𝐹 ). Äëÿ ñàìîé àëãåáðû Ëè 𝑠𝑙(2, 𝐹 ) âíóòðåííèìè èäåàëàìè
ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐹𝑒 = {𝛼𝑒12, 𝛼 ∈ 𝐹} è 𝐹𝑓 = {𝛽𝑒21, 𝛽 ∈ 𝐹} [1].

Âñÿêèé èäåàë 𝐼 àëãåáðû Ëè 𝐿 ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé è âíóòðåííèì èäåàëîì, íî íå âñÿêàÿ
ïîäàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òàêæå êàê è íå âñÿêèé âíóòðåííèé èäåàë ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì [2].

Ðàññìàòðèâàÿ ñîîòíîøåíèå âíóòðåííåãî èäåàëà àëãåáðû Ëè ñ åå ïîäàëãåáðîé, ïîñòðîåí
ïðèìåð âíóòðåííåãî èäåàëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ àëãåáðîé Ëè [2].

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîäàëãåáðà àëãåáðû Ëè òàêæå ìîæåò íå áûòü âíóò-
ðåííèì èäåàëîì.

Пример. Ïîäàëãåáðà êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö 𝑜(2, 𝐹 ) : {𝐴 ∈ 𝑔𝑙(𝑛, 𝐹 ) : 𝐴𝑇 = −𝐴}
ïîëíîé ëèíåéíîé àëãåáðû Ëè 𝑔𝑙(2, 𝐹 ) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì
èäåàëîì äëÿ 𝑔𝑙(2, 𝐹 ).

Вывод. Âíóòðåííèé èäåàë íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðîé Ëè òàêæå êàê è àë-
ãåáðà Ëè íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì èäåàëîì.

Ðàíåå íàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî âçàèìíûé êîììóòàíò äâóõ âíóòðåííèõ èäåàëîâ ìîæåò íå
áûòü âíóòðåííèì èäåàëîì [2].

Èçâåñòíî, ÷òî êîììóòàíò âíóòðåííåãî èäåàëà, ÿâëÿþùåãîñÿ àëãåáðîé Ëè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííèì èäåàëîì [1],[2].

Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè êîììóòàíò âíóòðåííåãî èäåàëà àëãåáðû Ëè ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííèì èäåàëîì?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Предложение 1. Пусть подпространство 𝐵 – внутренний идеал алгебры Ли 𝐿 и 𝐵
не подалгебра в 𝐿. Тогда, коммутант внутреннего идеала [𝐵,𝐵] не является собственным
внутренним идеалом алгебры Ли 𝐿.
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Ïóñòü 𝐹 � ïîëå, 𝐵𝑟(𝐹 ) � åãî ãðóïïà Áðàóýðà. Ðîä gen(𝐷) êîíå÷íîìåðíîé öåíòðàëüíîé
àëãåáðû ñ äåëåíèåì 𝐷 íàä ïîëåì 𝐹 îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð êëàññîâ [𝐷′] ∈ 𝐵𝑟(𝐹 ), ãäå 𝐷′ �
öåíòðàëüíàÿ 𝐹 -àëãåáðà ñ äåëåíèåì, èìåþùàÿ òàêèå æå ìàêñèìàëüíûå ïîäïîëÿ, ÷òî è àëãåáðà
𝐷 (ñì. [1]). Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîíÿòèÿ ðîäà ðàññìîòðåíû â [2] è [3].

Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò êâàòåðíèîííûå àëãåáðû ñ áåñêîíå÷íûì ðîäîì. Áîëåå òîãî,
äîêàçàíî, ÷òî íàéäåòñÿ ïîëå 𝐹 , íàä êîòîðûì èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
êâàòåðíèîííûõ àëãåáð, è ëþáûå äâå êâàòåðíèîííûå 𝐹 -àëãåáðû ñ äåëåíèåì èìåþò îäèíàêîâûé
ðîä. Â [5] ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà ñëó÷àé àëãåáð ñ äåëåíèåì ëþáîé ïðîñòîé ñòåïåíè.

Íàìè ïîëó÷åíî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåé èç [4] è [5]. Ìû ñòðîèì ïîëå, íàä êîòîðûì èìåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êâàòåðíèîííûõ àëãåáð ñ óíèòàðíûìè èíâîëþöèÿìè,
èìåþùèõ îäèíàêîâûå ïîäïîëÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè ìàêñè-
ìàëüíûõ òîðîâ óíèòàðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Çàìåòèì, ÷òî åñëè𝐷 � öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà
ñ äåëåíèåì ñ óíèòàðíîé èíâîëþöèåé 𝜏 , òî 𝜏 -èíâàðèàíòíûå ìàêñèìàëüíûå ïîäïîëÿ àëãåáðû 𝐷
ïîðîæäàþò ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîîòâåòñòâóþùåé óíèòàðíîé ãðóïïû ([6, Prop. 2.3]).

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Chernousov V. I., Rapinchuk A. S., Rapinchuk I. A. On the genus of a division algebra // C.
R. Acad. Sci. Paris Ser. I. 2012. Vol. 350, N 17-18. P. 807-812.

2. ×åðíîóñîâ Â. È., Ðàïèí÷óê À. Ñ., Ðàïèí÷óê È. À. Àëãåáðû ñ äåëåíèåì, èìåþùèå îäèíà-
êîâûå ìàêñèìàëüíûå ïîäïîëÿ // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. 2015. Òîì 70, Âûï. 1(421).
C. 89-122.

3. Krashen D., Matzri E., Rapinchuk A., Rowen L., Saltman D. Division algebras with common
sub�elds // Manuscripta Mathematica. 2022. Vol. 169, N 1-2. P. 209-249.



134 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

4. Meyer J. S. Division algebras with in�nite genus // Bull. London Math. Soc. 2014. Vol. 46, N 3.
P. 463-468.

5. Òèõîíîâ Ñ. Â. Àëãåáðû ñ äåëåíèåì ïðîñòîé ñòåïåíè ñ áåñêîíå÷íûì ðîäîì // ÒðóäûÌÈÀÍ.
2016. Òîì 292. Ñ. 264-267

6. Prasad G., Rapinchuk A. S. Local-global principles for embedding of �elds with involution into
simple algebras with involution // Comment. Math. Helv. 2010. Vol. 85. P. 583-645.

__________________________________________

ÓÄÊ 512.55+512.545

Спрямляющие идеалы частично псевдоупорядоченных колец

Е. Е. Ширшова (Россия, г. Москва)
Московский педагогический государственный университет
e-mail: shirshova.elena@gmail.com

Rectifying ideals of partially pseudo-ordered rings

E. E. Shirshova (Russian, Moscow)
Moscow Pedagogical State University
e-mail: shirshova.elena@gmail.com

Ïóñòü 𝑅 =< 𝑅,+, · > � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî (íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíîå).
𝑅 íàçûâàåòñÿ частично псевдоупорядоченным кольцом, åñëè < 𝑅,+,6> � ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:
(*) åñëè 0 6 𝑎 â < 𝑅,+,6>, òî 𝑎𝑏 6 𝑎 è 𝑏𝑎 6 𝑎 äëÿ ëþáîãî 𝑏 ∈ 𝑅 (ñì. [1]).

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ направленной, åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà èìå-
þò â ýòîé ãðóïïå âåðõíþþ ãðàíü.

Åñëè ãðóïïà< 𝑅,+,6> ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííîé (ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé), òî𝑅 íàçûâàåòñÿ
направленно (линейно) псевдоупорядоченным кольцом.

×àñòî óñëîâèþ (*) óäîâëåòâîðÿþò àääèòèâíûå ãðóïïû êîëåö áåç åäèíèöû (êîëåö Ëè, éîð-
äàíîâûõ êîëåö, íàïðèìåð).

Ïîäãðóïïà 𝑀 ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåòñÿ выпуклой, åñëè äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ 𝑎, 𝑏 ∈𝑀 è 𝑔 ∈ 𝐺 èç íåðàâåíñòâ 𝑎 6 𝑔 6 𝑏 âñåãäà ñëåäóåò 𝑔 ∈𝑀 .

Èäåàë 𝐼 ÷àñòè÷íî ïñåâäîóïîðÿäî÷åííîãî êîëüöà 𝑅 =< 𝑅,+, ·,6> íàçûâàåòñÿ выпуклым,
åñëè ãðóïïà < 𝐼,+,6> ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïîäãðóïïîé àääèòèâíîé ãðóïïû < 𝑅,+,6>.

Öåëüþ äàííîãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâ âûïóêëûõ íàïðàâëåííûõ
èäåàëîâ ÷àñòè÷íî ïñåâäîóïîðÿäî÷åííûõ êîëåö.

Âûïóêëûé èäåàë 𝐼 ÷àñòè÷íî ïñåâäîóïîðÿäî÷åííîãî êîëüöà 𝑅 íàçûâàåòñÿ спрямляющим,
åñëè ôàêòîðêîëüöî 𝑅/𝐼 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ïñåâäîóïîðÿäî÷åííûì êîëüöîì.

Âàæíûå ñâîéñòâà ñïðÿìëÿþùèõ èäåàëîâ â ïîäêëàññå íàïðàâëåííî ïñåâäîóïîðÿäî÷åííûõ
êîëåö ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ñîîáùåíèè À.Â. Ìèõàëåâà è Å.Å Øèðøîâîé [2].

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà 𝐺 íàçûâàåòñÿ интерполяционной группой, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ ýëåìåíòîâ 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐺 èç íåðàâåíñòâ 𝑎1, 𝑎2 6 𝑏1, 𝑏2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà
𝑐 ∈ 𝐺, äëÿ êîòîðîãî âåðíû íåðàâåíñòâà 𝑎1, 𝑎2 6 𝑐 6 𝑏1, 𝑏2.
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Определение 1. Частично псевдоупорядоченное кольцо 𝑅 =< 𝑅,+, ·,6> называется
интерполяционным псевдоупорядоченным кольцом, если аддитивная группа 𝑅 =< 𝑅,+,6>
является интерполяционной группой.

Ñâîéñòâà ïîðÿäêîâûõ ãîìîìîðôèçìîâ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïñåâäîóïîðÿäî÷åííûõ êîëåö èñ-
ñëåäîâàëèñü â ðàáîòå À.Â. Ìèõàëåâà è Å.Å Øèðøîâîé [3]

Ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû 𝑎 è 𝑏 ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû 𝐺 =< 𝐺,+,6> íàçûâà-
þòñÿ почти ортогональными или 𝐴𝑂-элементами (almost orthogonal elements) â 𝐺, åñëè èç
íåðàâåíñòâ 𝑔 6 𝑎, 𝑏 ñëåäóåò âåðíîñòü íåðàâåíñòâ 𝑛𝑔 6 𝑎, 𝑏 äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ 𝑔 ∈ 𝐺 è âñåõ
öåëûõ ÷èñåë 𝑛 > 0.

Теорема 1. Каждой паре почти ортогональных элементов 𝑎 и 𝑏 интерполяционного
псевдоупорядоченного кольца 𝑅 соответствует выпуклый направленный идеал 𝐼𝑎,𝑏 кольца 𝑅.

Ïóñòü 𝑅 � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî, {𝐼𝑠| 𝑠 ∈ 𝑆} � ñåìåéñòâî èäåàëîâ êîëüöà 𝑅. Îáúåäèíåíèåì⋁︁
𝑠∈𝑆

𝐼𝑠

èäåàëîâ áóäåì ñ÷èòàòü èõ ñóììó ∑︁
𝑠∈𝑆

𝐼𝑠.

Теорема 2. Пусть 𝑅 – интерполяционное псевдоупорядоченное кольцо. Тогда в 𝑅 суще-
ствует выпуклый направленный идеал

ℐ =
⋁︁
𝑎,𝑏

𝐼𝑎,𝑏

для всех пар почти ортогональных элементов 𝑎 и 𝑏 кольца 𝑅.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííóþ ãðóïïó 𝐺 =< 𝐺,+,6> íàçûâàþò 𝐴𝑂-группой, åñëè ëþáîé ýëå-
ìåíò 𝑔 ∈ 𝐺 ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè 𝑔 = 𝑎 − 𝑏, ãäå ýëåìåíòû 𝑎 è 𝑏 ïî÷òè îðòîãîíàëüíû â
ãðóïïå 𝐺.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ 𝐴𝑂-ãðóïïà íàçûâàåòñÿ псевдорешеточно упорядоченной группой.

Определение 2. Частично псевдоупорядоченное кольцо 𝑅 =< 𝑅,+, ·,6> называется
псевдо-решеточно псевдоупорядоченным кольцом, если группа < 𝑅,+,6> является псевдо-
решеточно упорядоченной группой.

Теорема 3. Пусть 𝑅 =< 𝑅,+, ·,6> – псевдо-решеточно псевдоупорядоченное кольцо.
Выпуклый направленный идеал ℐ в кольце 𝑅 совпадает с пересечением всех спрямляющих
направленных идеалов кольца 𝑅.
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Ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ áûëî ââåäåíî è èññëåäîâàíî íåçàâèñèìî Ð.Â. Êý-
äèñîíîì [9] è Ä.Ð. Ëàðñîíîì è À.Ð. Ñóðóð [10]. Ýòè ðàáîòû ïîëîæèëè íà÷àëî ñåðèè ðàáîò,
ïîñâÿùåííûõ îïèñàíèþ îòîáðàæåíèé, áëèçêèõ ê àâòîìîðôèçìàì è äèôôåðåíöèðîâàíèÿì 𝐶*-
àëãåáð è îïåðàòîðíûõ àëãåáð. Ð.Â. Êàäèñîí èçëîæèë ïðîãðàììó èçó÷åíèÿ ëîêàëüíûõ îòîáðà-
æåíèé â [9], ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè
ïîñòðîåíèè äèôôåðåíöèðîâàíèé ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. Ð. Â. Êàäèñîí â [9] äîêàçàë, ÷òî
êàæäîå íåïðåðûâíîå ëîêàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû ôîí Íåéìàíà𝑀 â äâîéñòâåííûé
áàíàõîâ 𝑀 -áèìîäóëü ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Íà ñìåíó ýòîé òåîðåìå ïðèøëè èññëå-
äîâàíèÿ ïî äèôôåðåíöèðîâàíèÿì íà 𝐶*-àëãåáðàõ, êóëüìèíàöèåé êîòîðûõ ñòàë ðåçóëüòàò Á.Å.
Äæîíñîíà, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî êàæäîå ëîêàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå 𝐶*-àëãåáðû 𝐴 â áàíà-
õîâ 𝐴-áèìîäóëü àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâåí è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
[8, Òåîðåìà 5.3].

Ïðèâåäåì ñïèñîê êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð, äëÿ êîòîðûõ âñå ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè:

- 𝐶*-àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðà 𝑀𝑛(C) âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 𝑛 íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë[9, 8];

- êîìïëåêñíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà C[𝑥] [9];

- êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòûå àëãåáðû Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì íóëåâîé õà-
ðàêòåðèñòèêè [4];

- àëãåáðû Êýëè [2];

1Работа выполнена при финансовой поддержке...
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- ëîêàëüíî êîíå÷íûå ðàñùåïëÿåìûå ïðîñòûå àëãåáðû Ëè íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðè-
ñòèêè [6];

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå àëãåáðû (â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áëèçêèå ê íèëüïîòåíòíûì)
äîïóñêàþò ÷èñòî ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò. å. ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íå ÿâ-
ëÿþùèåñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè. Íèæå ïðèâåäåí êðàòêèé ñïèñîê íåêîòîðûõ êëàññîâ àëãåáð,
äîïóñêàþùèõ ÷èñòî ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

- àëãåáðà C(𝑥) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé [9];

- êîíå÷íîìåðíûå ôèëèôîðìíûå àëãåáðû Ëè [4];

- 𝑝-ôèëèôîðìíûå àëãåáðû Ëåéáíèöà[5];

- ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëåéáíèöà ñ àáåëåâûìè íèëüðàäèêàëàìè, èìåþùèå îäíîìåðíîå äî-
ïîëíÿþùåå ïðîñòðàíñòâî [3];

- íóëü-ôèëèôîðìíûå àëãåáðû Ëåéáíèöà ñ ïðÿìîé ñóììîé [1].

Определение 1. Векторное пространство с билинейной скобкой (ℒ, [·, ·]) называется
алгеброй Лейбница, если для любых 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℒ выполнено так называемое тождество Лейб-
ница: [︀

𝑥, [𝑦, 𝑧]
]︀
=
[︀
[𝑥, 𝑦], 𝑧

]︀
−
[︀
[𝑥, 𝑧], 𝑦

]︀
.

Ïóñòü ℒ � àëãåáðà Ëåéáíèöà. Äëÿ àëãåáðû Ëåéáíèöà ℒ ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå öåíòðàëü-
íûå íèæíþþ è ïðîèçâîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ℒ1 = ℒ, ℒ𝑘+1 = [ℒ𝑘,ℒ1], 𝑘 ≥ 1,

ℒ[1] = ℒ, ℒ[𝑠+1] = [ℒ[𝑠],ℒ[𝑠]], 𝑠 ≥ 1.

Определение 2. Алгебра Лейбница ℒ называется нильпотентной (соответственно,
разрешимой), если существует 𝑝 ∈ N (𝑞 ∈ N) такой, что ℒ𝑝 = 0 (соответственно ℒ[𝑞] =
0). Минимальное число 𝑝 (соответственно 𝑞), обладающее таким свойством, называется
индексом нильпотентности (соответственно, разрешимости) алгебры ℒ.

Определение 3. 𝑛-мерная алгебра Лейбница ℒ называется филиформной, если dimℒ𝑖 =
𝑛− 𝑖, для 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Òåïåðü îïðåäåëèì åñòåñòâåííóþ ãðàäóèðîâêó íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû Ëåéáíèöà.

Определение 4. Для нильпотентной алгебры Лейбница ℒ положим ℒ𝑖 = ℒ𝑖/ℒ𝑖+1, 1 ≤
𝑖 ≤ 𝑛−1 и 𝑔𝑟(ℒ) = ℒ1⊕ℒ2⊕· · ·⊕ℒ𝑛−1. Тогда [ℒ𝑖,ℒ𝑗 ] ⊆ ℒ𝑖+𝑗 и получим градуированную алгебру
𝑔𝑟(ℒ). Если 𝑔𝑟(ℒ) и 𝐿 изоморфны, то говорим, что алгебра ℒ естественно градуирована.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå áûëà ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ åñòåñòâåííî ãðàäóèðîâàííûõ ôèëè-
ôîðìíûõ íåëèåâûõ àëãåáð Ëåéáíèöà, ïðèâåäåííàÿ â [7].

Теорема 1. [7]. Любая комплексная 𝑛-мерная естественно градуированная филиформная
нелиева алгебра Лейбница изоморфна одной из следующих неизоморфных алгебр

� 𝐹 1
𝑛 : [𝑒1, 𝑒1] = 𝑒3, [𝑒𝑖, 𝑒1] = 𝑒𝑖+1, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1;

� 𝐹 2
𝑛 : [𝑒1, 𝑒1] = 𝑒3, [𝑒𝑖, 𝑒1] = 𝑒𝑖+1, 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1.

Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèÿ 1
2 -äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ëîêàëüíîãî

1
2 -äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
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Определение 5. 1
2 -дифференцирование на алгебре Ли ℒ — это линейное отображение

𝐷 : ℒ → ℒ, удовлетворяющее

𝐷[𝑥, 𝑦] =
1

2
([𝐷(𝑥), 𝑦] + [𝑥,𝐷(𝑦)])

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℒ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1
2𝐷𝑒𝑟(ℒ) ìíîæåñòâî âñåõ

1
2 -äèôôåðåíöèðîâàíèé ℒ.

Определение 6. Линейный оператор Δ называется локальным 1
2 -дифференцированием,

если для любого 𝑥 ∈ ℒ, существует 1
2 -дифференцирование 𝐷𝑥 : ℒ → ℒ (в зависимости от 𝑥)

такой, что Δ(𝑥) = 𝐷𝑥(𝑥).

Ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ 1
2 -äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ℒ îáîçíà÷èì ÷åðåç Loc12Der(ℒ).

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè îïèñûâàåì 1
2 -äèôôåðåíöèðîâàíèå åñòåñòâåííî ãðàäóèðîâàííûõ

ôèëèôîðìíûõ àëãåáð Ëåéáíèöà.

Лемма 1. Любое 1
2 -дифференцирование 𝐷 комплексной 𝑛-мерной естественно градуиро-

ванной филиформной нелиевой алгебры Лейбница имеет следующий вид:

для алгебр 𝐹 1
𝑛

𝐷(𝑒1) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖, 𝐷(𝑒2) = (𝛼1 + 𝛼2)𝑒2 +
𝑛−1∑︁
𝑖=3

𝛼𝑖𝑒𝑖 + 𝛽𝑒𝑛,

𝐷(𝑒𝑗) =
(︁
𝛼1 +

𝛼2

2𝑗−2

)︁
𝑒𝑗 +

1

2𝑗−2

𝑛∑︁
𝑖=𝑗+1

𝛼𝑖−𝑗+2𝑒𝑖, 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

для алгебр 𝐹 2
𝑛

𝐷(𝑒1) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖, 𝐷(𝑒2) = 𝛽𝑒2 + 𝛾𝑒𝑛,

𝐷(𝑒𝑗) = 𝛼1𝑒𝑗 +
1

2𝑗−2

𝑛∑︁
𝑖=𝑗+1

𝛼𝑖− 𝑗 + 2𝑒𝑗 , 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

Замечание 1. Размерности пространств 1
2 -дифференцирований алгебр 𝐹

1
𝑛 или 𝐹 2

𝑛 равны

dim 1
2𝐷𝑒𝑟(𝐹

1
𝑛) = 𝑛+ 1,

dim 1
2𝐷𝑒𝑟(𝐹

2
𝑛) = 𝑛+ 2.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äàåì îïèñàíèå ëîêàëüíîãî 1
2 -äèôôåðåíöèðîâàíèÿ åñòåñòâåííî ãðà-

äóèðîâàííûõ ôèëèôîðìíûõ àëãåáð Ëåéáíèöà.

Теорема 2. Пусть Δ является линейным отображением — линейное отображение на
комплексной 𝑛-мерной естественно градуированной филиформной нелиевой алгебре Лейбни-
ца. Любое локальное 1

2 -дифференцирование Δ алгебр 𝐹 1
𝑛 или 𝐹 2

𝑛 имеет следующий вид:

для алгебр 𝐹 1
𝑛 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ(𝑒1) =
𝑛∑︀

𝑗=1
𝑐𝑗,1𝑒𝑗 ,

Δ(𝑒2) = (𝑐1,1 + 𝑐2,1)𝑒2 +
𝑛−1∑︀
𝑗=3

𝑐𝑗,1𝑒𝑗 + 𝑐𝑛,2𝑒𝑛,

Δ(𝑒𝑖) =
𝑛∑︀

𝑗=𝑖
𝑐𝑗,𝑖𝑒𝑗 , 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛;

(1)
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для алгебр 𝐹 2
𝑛 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ(𝑒1) =
𝑛∑︀

𝑗=1
𝑐𝑗,1𝑒𝑗 ,

Δ(𝑒2) = 𝑐2,2𝑒2 + 𝑐𝑛,2𝑒𝑛,

Δ(𝑒𝑖) =
𝑛∑︀

𝑗=𝑖
𝑐𝑗,𝑖𝑒𝑗 , 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

(2)

Замечание 2. Размерности пространств локальных 1
2 -дифференцирований алгебр 𝐹 1

𝑛

или 𝐹 2
𝑛 равны

dim𝐿𝑜𝑐12𝐷𝑒𝑟(𝐹
1
𝑛) =

𝑛2 − 3𝑛+ 8

2
,

dim𝐿𝑜𝑐12𝐷𝑒𝑟(𝐹
2
𝑛) =

𝑛2 − 3𝑛+ 10

2
.

Çàìå÷àíèÿ 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ âñåõ ëîêàëüíûõ 1
2 -äèôôåðåí-

öèðîâàíèé àëãåáð 𝐹 1
𝑛 èëè 𝐹 2

𝑛 ñòðîãî áîëüøå ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà âñåõ 1
2 -äèôôåðåíöè-

ðîâàíèé 𝐹 1
𝑛 èëè 𝐹 2

𝑛 . Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Следствие 1. Алгебры 𝐹 1
𝑛 или 𝐹 2

𝑛 допускают локальные 1
2 -дифференцирования, не явля-

ющиеся 1
2 -дифференцированиями.
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On an analogue of Kolmogorov’s theorem on superpositions
of continuous functions for functional systems of polynomial

and rational functions

Ýòîò äîêëàä ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîäîëæåíèåì öèêëà ìîèõ ðàáîò [1]-[6] è ìîèõ äîêëàäîâ íà
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ [7]-[9] î ïðîáëåìå ïîëíîòû äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ïîëè-
íîìèàëüíûõ è ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ êíèã [11] è [12].
Îäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì, ò.å. ñïåöèàëüíûõ àëãåáð, ìîäåëèðóþùèõ ñòðóêòóðó
è ïîâåäåíèå ðåàëüíûõ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. Ïðè èçó÷åíèè ïîäîáíûõ àëãåáð îäíî èç öåí-
òðàëüíûõ ìåñò çàíèìàåò ïðîáëåìà ïîëíîòû. Ýòà ïðîáëåìà òåñíî ñâÿçàíà ñ ìåòîäàìè àíàëèçà
è ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì.

Ê ïðîáëåìå ïîëíîòû ïðèìûêàåò èçâåñòíàÿ òåîðåìà Êîëìîãîðîâà î ïðåäñòàâëåíèè íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â âèäå ñóïåðïîçèöèé íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé è ñëîæåíèÿ.

Теорема 1 (Êîëìîãîðîâ [10]). При любом целом 𝑛 ≥ 2 существуют такие определен-
ные на единичном отрезке 𝐸1 = [0; 1] непрерывные действительные функции 𝜙𝑝𝑞(𝑥), что
каждая определенная на 𝑛-мерном единичном кубе 𝐸𝑛 непрерывная действительная функ-
ция 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) представима в виде

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
2𝑛+1∑︁
𝑞=1

𝜒𝑞[
𝑛∑︁

𝑝=1

𝜓𝑝𝑞(𝑥𝑝)],

где функции 𝜒𝑞(𝑦) действительны и непрерывны.

Ýòó òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.
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Теорема 2. В функциональной системе непрерывных функции, отображающих конеч-
номерный единичный куб в единичный отрезок, множество всех одноместных функций и
функция от двух переменных 𝑥+ 𝑦 образуют полную систему.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùèé âîïðîñ: имеется ли аналог теоремы Колмогорова для
функциональных систем полиномиальных и рациональных функций?

Ïðåæäå ÷åì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ââåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèîíàëü-
íûõ ñèñòåì, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:
𝑁 − ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (âêëþ÷àÿ ÷èñëî 0),
𝑍− ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë,
𝑄 − ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
𝑅 − ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
Äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàåì, ÷òî 00 = 1.

Функциональная система (ф.с.) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ íåêîòîðûì íà-
áîðîì îïåðàöèé, ïðèìåíÿåìûõ ê ýòèì ôóíêöèÿì è ïðèâîäÿùèõ ê ïîëó÷åíèþ äðóãèõ ôóíêöèé
èç ýòîãî æå ìíîæåñòâà, ò.å. функциональная система � ýòî ïàðà âèäà F = (𝐹,𝑂), ãäå 𝐹 −
ìíîæåñòâî ôóíêöèé, à 𝑂 − ìíîæåñòâî îïåðàöèé íàä ýòèìè ôóíêöèÿìè, ïðè ýòîì êàæäàÿ
îïåðàöèÿ èç 𝑂 çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà 𝐹.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà 𝐴 ⊆ 𝐹 îáîçíà÷èì ÷åðåç [𝐴] ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç 𝐹 , êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà 𝐴 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé èç 𝑂. Ìíîæåñòâî [𝐴] íàçûâàåòñÿ замыканием множества 𝐴.

Ìíîæåñòâî 𝐴 (𝐴 ⊆ 𝐹 ) íàçûâàåòñÿ замкнутым â ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå F, åñëè [𝐴] = 𝐴.
Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü замкнутым классом.
Ìíîæåñòâî 𝐴 (𝐴 ⊆ 𝐹 ) íàçûâàåòñÿ полным â ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå F, åñëè [𝐴] = 𝐹 .
Ïîëíîå ìíîæåñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü полной системой.
Îñíîâíîé ïðîáëåìîé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì (ô.ñ.) ÿâëÿåòñÿ проблема полноты,

состоящая в описании всех подмножеств 𝐴 множества функций 𝐹 , которые являются
полными в ф.с. F = (𝐹,𝑂).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñîáûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ïîëíîòû äëÿ ñïå-
öèàëüíîãî êëàññà ôóíêöèé, à èìåííî, àíàëîã òåîðåìû Êîëìîãîðîâà î ïðåäñòàâëåíèè íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â âèäå ñóïåðïîçèöèé íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îä-
íîé ïåðåìåííîé è ñëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñîîò-
âåòñòâåííî c íàòóðàëüíûìè, öåëûìè, ðàöèîíàëüíûìè è äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è
äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè è äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû:
1. ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,

ò.å. ïàðà F𝑃𝑁 = (𝑃𝑁 , 𝑂), ãäå 𝑃𝑁 − ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ íàòóðàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), àðãóìåíòû êîòîðûõ è ñàìè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç
𝑁, ò.å. 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑁 ×𝑁 × · · · ×𝑁⏟  ⏞  

𝑛

→ 𝑁 ;

2. ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å.
ïàðà F𝑃𝑍 = (𝑃𝑍 , 𝑂), ãäå 𝑃𝑍 − ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), àðãóìåíòû êîòîðûõ è ñàìè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç 𝑍, ò.å.
𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑍 × 𝑍 × · · · × 𝑍⏟  ⏞  

𝑛

→ 𝑍;

3. ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ò.å. ïàðà F𝑃𝑄 = (𝑃𝑄, 𝑂), ãäå 𝑃𝑄 − ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè
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êîýôôèöèåíòàìè 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), àðãóìåíòû êîòîðûõ è ñàìè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç
𝑄, ò.å. 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑄×𝑄× · · · ×𝑄⏟  ⏞  

𝑛

→ 𝑄;

4. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ò.å. ïàðà F𝑃𝑅 = (𝑃𝑅, 𝑂), ãäå 𝑃𝑅 − ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), àðãóìåíòû êîòîðûõ è ñàìè ôóíêöèè ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ èç 𝑅, ò.å. 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑅×𝑅× · · · ×𝑅⏟  ⏞  

𝑛

→ 𝑅;

5. ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ò.å. ïàðà F𝑅𝑄 = (𝑅𝑄, 𝑂), ãäå 𝑅𝑄 − ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), àðãóìåíòû êîòîðûõ è ñàìè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç
𝑄, ò.å. 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑄×𝑄× · · · ×𝑄⏟  ⏞  

𝑛

→ 𝑄;

6. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ò.å. ïàðà F𝑅𝑅 = (𝑅𝑅, 𝑂), ãäå 𝑅𝑅 − ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), àðãóìåíòû êîòîðûõ è ñàìè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç
𝑅, ò.å. 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑅×𝑅× · · · ×𝑅⏟  ⏞  

𝑛

→ 𝑅;

ïðè ýòîì âî âñåõ ýòèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåìàõ â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà îïåðàöèé 𝑂 áåðåì
операции суперпозиции:

� ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ,

� ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ,

� îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ,

� ââåäåíèå ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé,

� óäàëåíèå ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé,

� ïîäñòàíîâêà îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì êîððåêò-
íûå, òàê êàê ëþáàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé èç 𝑃𝑁 , 𝑃𝑍 , 𝑃𝑄, 𝑃𝑅, 𝑅𝑄, 𝑅𝑅 îïÿòü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ñîîòâåòñòâåííî èç 𝑃𝑁 , 𝑃𝑍 , 𝑃𝑄, 𝑃𝑅, 𝑅𝑄, 𝑅𝑅.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à (àíàëîã òåîðåìû Êîëìîãîðîâà) èìååò îòðèöàòåëü-
íûé îòâåò äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ íàòóðàëüíûìè è öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè, à äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè
è äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
ñ ðàöèîíàëüíûìè è äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè � îòâåò ïîëîæèòåëüíûé.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Теорема 3. В функциональной системе F𝑃𝑁 аналог теоремы Колмогорова не имеет
места: множество всех одноместных функций и функции 𝑥 + 𝑦 из 𝑃𝑁 не является полной
системой.

Теорема 4. В функциональной системе F𝑃𝑍 аналог теоремы Колмогорова не имеет
места: множество всех одноместных функций и функции 𝑥 + 𝑦 из 𝑃𝑍 не является полной
системой.

Теорема 5. В функциональной системе F𝑃𝑄 имеет место аналог теоремы Колмогорова:
множество всех одноместных функций и функции 𝑥+ 𝑦 из 𝑃𝑄 является полной системой.
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Теорема 6. В функциональной системе F𝑃𝑅 имеет место аналог теоремы Колмогорова:
множество всех одноместных функций и функции 𝑥+ 𝑦 из 𝑃𝑅 является полной системой.

Теорема 7. В функциональной системе F𝑅𝑄 аналог теоремы Колмогорова имеет место:
множество всех одноместных функций и функции 𝑥+ 𝑦 из 𝑅𝑄 является полной системой.

Теорема 8. В функциональной системе F𝑅𝑅 аналог теоремы Колмогорова имеет место:
множество всех одноместных функций и функции 𝑥+ 𝑦 из 𝑅𝑅 является полной системой.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîðîæäåíèÿ êîíå÷íûõ êâàçèãðóïï ñ èñïîëüçîâàíèåì îð-
òîìîðôèçìîâ íà îñíîâå îáîáùåííûõ ðåãèñòðîâ ñäâèãà.

1. Введение

Êîíå÷íûå êâàçèãðóïïû â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçëè÷-
íûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð, îáçîðû [1, 2]). Â ðÿäå àëãîðèòìîâ âîçíè-
êàþò êâàçèãðóïïû áîëüøîãî ïîðÿäêà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî òàáëè÷íîå çàäàíèå ñòàíîâèòñÿ ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæíûì èç-çà îãðàíè÷åíèé íà ïàìÿòü. Íàïðèìåð, â õýø-ôóíêöèè NaSHA [3],
ó÷àñòâîâàâøåé â êîíêóðñå SHA-3, ââîäÿòñÿ êâàçèãðóïïû ïîðÿäêà 264. Âîçìîæíûé âûõîä èç
ïîëîæåíèÿ � ïåðåõîä îò òàáëè÷íîãî çàäàíèÿ ê ôóíêöèîíàëüíîìó (ôîðìóëüíîìó). Àâòîðû
àëãîðèòìà NaSHA èñïîëüçîâàëè êîíñòðóêöèþ íà îñíîâå âëîæåííûõ ðàñøèðåííûõ ñåòåé Ôåé-
ñòåëÿ [4]. Èäåÿ çàêëþ÷àëàñü â ýôôåêòèâíîì ïîðîæäåíèè ïîëíûõ ïåðåñòàíîâîê 𝜎 è çàäàíèè
êâàçèãðóïïîâîé îïåðàöèè ïî ôîðìóëå 𝜎(𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑦, ãäå ⊕ îçíà÷àåò ïîðàçðÿäíîå ñëîæåíèå ïî

1Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной научно-образовательной школы Московско-
го университета «Мозг, когнитивные системы, искусственный интеллект»
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ìîäóëþ 2. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ òåõ æå àâòîðîâ [5, 6] êîíñòðóêöèÿ áûëà îáîáùåíà íà áîëåå
øèðîêèé êëàññ ïåðåñòàíîâîê, äëÿ êîòîðîãî áûëè óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå ðåãèñòðû ñäâèãà. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî êîí-
ñòðóêöèé èç ðàáîò [4, 5, 6] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè îáîáùåííûõ ðåãèñòðîâ ñäâèãà.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèè ïîëíîòû îòîáðàæåíèÿ, òî÷íûå îöåíêè ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà ïîðîæäàåìûõ êâàçèãðóïï è ïðîöåäóðû äëÿ ãåíåðàöèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå.

2. Основные определения и обозначения

Определение 1. Пусть (𝐺,+) — конечная абелева группа, 𝜎 — перестановка на 𝐺. Пе-
рестановка 𝜎 называется полной относительно группы (𝐺,+), если отображение 𝜎′, опре-
деленное отношением 𝜎′(𝑥) = 𝜎(𝑥) − 𝑥, также является перестановкой. В этом случае 𝜎′

называется ортоморфизмом, ассоциированным с 𝜎.

Определение 2. Пара (𝑄, 𝑓), где 𝑄 — конечное множество, а 𝑓 : 𝑄×𝑄→ 𝑄 обратима
по обеим переменным, называется конечной квазигруппой.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûå îáúåêòû, ïîýòîìó äëÿ êðàòêîñòè
ñëîâî ¾êîíå÷íûé¿ áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Åñëè 𝜎 � ïîëíàÿ ïåðåñòàíîâêà îòíîñèòåëüíî (𝐺,+), à

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜎(𝑥− 𝑦) + 𝑦, (1)

òî (𝐺, 𝑓) � êâàçèãðóïïà [7]. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè 𝑓 ,
çàäàííîé ñîîòíîøåíèåì 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜎(𝑥 + 𝑦) − 𝑦. Â ñëó÷àå, êîãäà (𝐺,+) ∼= Z𝑚

2 äëÿ íåêîòîðîãî
𝑚 ∈ N, îáà âàðèàíòà ïðèâîäÿò ê îäíîé è òîé æå îïåðàöèè.

Ïóñòü 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ N, 𝑘 > 2, |𝐺| = 𝑘, (𝐺,+) � àáåëåâà ãðóïïà, 𝒢 = (𝐺,+)𝑛. Â äàëüíåéøåì äëÿ
óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ íà 𝒢 ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì +.
Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà îïåðàöèÿ, áóäóò ïîíÿòíî èç êîíòåêñòà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî 𝐺 = 𝐸𝑘 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, ïðè÷åì 0 ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç 𝐸𝑚

𝑘 â 𝐸𝑘 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑃𝑚
𝑘 .

Определение 3. Обобщенным регистром сдвига назовем отображение 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) из
𝐸𝑛

𝑘 в 𝐸𝑛
𝑘 , 𝐹 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛), заданное соотношениями

𝑓1 = 𝑥2 + 𝑐1
𝑓2 = 𝑥3 + 𝑐2

...
𝑓𝑛−1 = 𝑥𝑛 + 𝑐𝑛−1

𝑓𝑛 = 𝑥1 + 𝑔(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) + 𝑐𝑛,

(2)

где 𝑔 — некоторая функция из 𝑃𝑛−1
𝑘 , 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ 𝐸𝑘.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îáîáùåííûé ðåãèñòð ñäâèãà çàäàåò ïåðåñòàíîâêó íà 𝐸𝑛
𝑘 .

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáîáùåííîãî ðåãèñòðà ñäâèãà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êîíñòðóêöèè, ââå-
äåííûå â ðàáîòàõ [4, 5, 6]. Параметризованная сеть Фейстеля (Parametrized Feistel Network,
PFN) îïðåäåëåíà ïðè 𝑛 = 2 ñîîòíîøåíèÿìè 𝑓1 = 𝑥2 + 𝑐1, 𝑓2 = 𝑥1 + 𝑐2 + 𝑔(𝑥2). Äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ïîëíîòû ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíîñòü ôóíêöèè 𝑔 ([5, òåî-
ðåìà 3.3]). Параметризованной расширенной сетью Фейстеля типа 1 (type-1 Parameterized
Extended Feistel Network, type-1 PEFN) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå 𝐹 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) èç 𝐸𝑛

𝑘 â 𝐸𝑛
𝑘 ,
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îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè 𝑓1 = 𝑥2+𝑔(𝑥1)+𝑐1, 𝑓2 = 𝑥3+𝑐2, 𝑓3 = 𝑥4+𝑐3, . . ., 𝑓𝑛−1 = 𝑥𝑛+𝑐𝑛−1,
𝑓𝑛 = 𝑥1+𝑐𝑛, ãäå 𝑔 ∈ 𝑃 1

𝑘 , 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ 𝐸𝑘. Ñîãëàñîâàííîé ïåðåíóìåðàöèåé ôóíêöèé è ïåðåìåííûõ
ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó: 𝑓1 = 𝑥2 + 𝑐1, 𝑓2 = 𝑥3 + 𝑐2, . . ., 𝑓𝑛−1 = 𝑥𝑛 + 𝑐𝑛−1,
𝑓𝑛 = 𝑥1 + 𝑔(𝑥𝑛) + 𝑐𝑛. Äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïîëíîòû ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè ÿâ-
ëÿåòñÿ áèåêòèâíîñòü ôóíêöèè 𝑔 ([5, òåîðåìà 3.4]). Параметризованной обобщенной сетью
Фейстеля типа 4 (type-4 Parameterized Extended Feistel Network, type-4 PEFN) íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå 𝑓1 = 𝑥2 + 𝑐1, 𝑓2 = 𝑥3 + 𝑐2, . . . , 𝑓𝑛−1 = 𝑥𝑛 + 𝑐𝑛−1, 𝑓𝑛 = 𝑥1 + 𝑐𝑛 + 𝑔(𝑥2 + 𝑥3 . . .+ 𝑥𝑛),
ãäå 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, 𝑔 ∈ 𝑃 1

𝑘 . Â ñëó÷àå, åñëè (𝐺,+) ∼= Z𝑚 äëÿ íåêîòîðî-
ãî 𝑚 ∈ N, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëíîòû ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîñòü 𝑛 è áèåêòèâíîñòü 𝑔
([6, òåîðåìà 5]).

Äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 2 ðàññìîòðèì åùå îäíî îáîáùåíèå ðåãèñòðà ñäâèãà.

Определение 4. Обобщенной сетью Фейстеля называется отображение 𝐹 (𝑥1, 𝑥2), из
𝐸2

𝑘 в 𝐸2
𝑘, 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2), заданное соотношениями

𝑓1 = 𝑠(𝑥2)
𝑓2 = 𝑥1 + 𝑝(𝑥2).

(3)

3. Основные результаты

Теорема 1. Соотношения (2) задают полную перестановку тогда и только тогда, когда
для любого 𝑎 ∈ 𝐸𝑘, 𝑎 ̸= 0, и любого (𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝐸𝑛−1

𝑘 выполнено неравенство 𝑔(𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ̸=
𝑔(𝑎2 + 𝑎, . . . , 𝑎𝑛 + 𝑎).

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëíîòû ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ëþáîì íåòðèâèàëüíîì ñäâèãå àðãóìåíòîâ. Â ñëó÷àå 𝑘 = 2 ýòî óñëîâèå â
òî÷íîñòè îçíà÷àåò ñàìîäâîéñòâåííîñòü ôóíêöèè 𝑔.

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò óñèëèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû èç ðàáîò [5, 6] äî êðèòåðèàëü-
íûõ

Следствие 1. Параметризованная сеть Фейстеля и параметризованная расширенная
сеть Фейстеля типа 1 задает полную перестановку тогда и только тогда, когда функция 𝑔
является биекцией.

Следствие 2. Параметризованная расширенная сеть Фейстеля типа 4 задает полную
перестановку тогда и только тогда, когда функция 𝑔 является биекцией, а значения (𝑛− 1)
и 𝑘 взаимно простые.

Èíòåðåñíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèé 1 è 2 èñ÷åçëà çàâèñèìîñòü îò ãðóïïîâîé îïåðàöèè.

Замечание 1. В работе [5] также введены параметризованные обобщенные регистры
сдвига Фейстеля с нелинейной обратной связью (Parameterized Generalized Feistel Non Linear
Feedback Shift Registers, PGF-NLFSR), определяемые соотношениями 𝑓1 = 𝑥2+𝑐1, 𝑓2 = 𝑥3+𝑐2,
. . ., 𝑓𝑛−1 = 𝑥𝑛+𝑐𝑛−1, 𝑓𝑛 = 𝑥2+𝑥3+ . . .+𝑥𝑛+𝑐𝑛+𝑔(𝑥1), где 𝑔 ∈ 𝑃 1

𝑘 и 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ 𝐸𝑘. Показано,
что если (𝐺,+) ∼= Z𝑚 для некоторого 𝑚 ∈ N, то достаточным условием полноты являет-
ся четность 𝑛 и биективность 𝑔 ([5, теорема 3.5]). Действуя аналогично доказательству
теоремы 1, несложно показать, что в общем случае критериальными условиями полноты
являются биективность 𝑔 и взаимная простота (𝑛− 1) и 𝑘.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî çàìåíà ôóíêöèè 𝑔 â ñîîòíîøåíèÿõ (2) íà 𝑔 + 𝑐 äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîí-
ñòàíòû 𝑐 íå ìåíÿåò ñâîéñòâî ïîëíîòû. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî 𝑐𝑛 = 0. Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà ÷èñëà êâàçèãðóïï, ïîðîæäàåìûõ
îáîáùåííûìè ðåãèñòðàìè ñäâèãà.
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Теорема 2. Обобщенные регистры сдвига, задающие полные перестановки, с помощью
соотношений (1) порождают 𝑘𝑛−1 · (𝑘!)𝑘𝑛−2

квазигрупп порядка 𝑘𝑛.

Íåñëîæíî ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðó, ïîðîæäàþùóþ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíî-
æåñòâå âñåõ òàêèõ êâàçèãðóïï. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàòü êîíñòàíòû
𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1 èç 𝐸𝑘, ðàçáèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 𝑔 íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
((𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ∼ (𝑎′2, . . . , 𝑎

′
𝑛) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 𝑎, òàêàÿ ÷òî

𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑎, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛) è íà êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëîæèòü 𝑔 ðàâíîé ñëó÷àéíîé
ïåðåñòàíîâêå (íàïðèìåð, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ôèøåðà-Éåòñà, ñì. [8, Ñ. 26�27]).

Теорема 3. Обобщенная сеть Фейстеля, заданная соотношениями (3), реализует пол-
ную перестановку тогда и только тогда, когда отображения 𝑠(𝑥) и 𝑠(𝑥)+𝑝(𝑥)+𝑥 являются
биекциями.

Следствие 3. Обобщенные сети Фейстеля, задающие полные перестановки, порождают
(𝑘!)2 квазигрупп порядка 𝑘2.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå ïîðîæäàåìûõ êâàçèãðóïï ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñïåðâà ïîðîæäàåòñÿ ïàðà ¾ñëó÷àéíûõ¿ ïåðåñòàíîâîê 𝜎1 è 𝜎2 íà
ìíîæåñòâå 𝐸𝑘, çàòåì íàõîäÿòñÿ 𝑠(𝑥) = 𝜎1(𝑥), 𝑝(𝑥) = 𝜎2(𝑥)− 𝑠(𝑥)− 𝑥, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå (1).

4. Заключение

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû îáîáùåííûå ðåãèñòðû ñäâèãà. Íàéäåíû êðèòåðèè ïîëíîòû ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ðåàëèçóåìîãî ðåãèñòðîì, à òàêæå ÷èñëî ïîðîæäàåìûõ êâàçèãðóïï. Äîïîëíèòåëüíî
ðàññìîòðåíà ïðîöåäóðà äëÿ âûáîðà ¾ñëó÷àéíîé¿ ïîðîæäåííîé êâàçèãðóïïû.

Íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîðîæäàåìûõ êâàçèã-
ðóïï (íåêîììóòàòèâíîñòü, íåàññîöèàòèâíîñòü, ïðîñòîòà, íåàôôèííîñòü, íàëè÷èå ñîáñòâåííûõ
ïîäêâàçèãðóïï è ò.ä.). Äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííûõ ñåòåé Ôåéñòåëÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [4]. Îäíàêî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
îñòàåòñÿ íåðåøåííîé.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ñ. ×àêðàáàðòè (S. Chakrabarti) è Ñ. Ê. Òèâàðè (S. K. Tiwari) çà ïëî-
äîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.
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Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîíÿòèå àðèôìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé, èññëåäóåì åå
àíàëèòè÷åñêèå, àðèôìåòè÷åñêèå è àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà, èçó÷àåì âîçìîæíûå òåîðåòèêî-
÷èñëîâûå ïðèëîæåíèÿ [2, 3, 5].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîì äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè ïðîèçâîäíàÿ êîí-
ñòàíòû ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑛

′
= 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 𝑛, è ñ òî÷êè çðåíèÿ

àðèôìåòèêè è òåîðèè ÷èñåë ïåðñïåêòèâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
íåò íèêàêèõ. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷ìèñåë áîëåå îáùèé îïåðàòîð,
ñîõðàíèâ правило Лейбница

(𝑛𝑚)
′
= 𝑛

′
𝑚+ 𝑛𝑚

′
,

íî îòêàçàâøèñü îò òðåáîâàíèÿ
(𝑛+𝑚)

′
= 𝑛

′
+𝑚

′
.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî 𝑝
′
= 1 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà 𝑝, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Арифметической производной íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå 𝐷 : N→ N∪{0}, óäîâëåòâîðÿþùåå
äâóì óñëîâèÿì:

� 𝐷(𝑛𝑚) = 𝐷(𝑛)𝑚+ 𝑛𝐷(𝑚), 𝑛,𝑚 ∈ N;

� 𝐷(𝑝) = 1, 𝑝 ∈ 𝑃.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

𝐷(1) = 0, 𝐷(𝑝) = 1, 𝐷(𝑝𝑝) = 𝑝𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃 ;

â îáùåì ñëó÷àå,

𝐷(𝑝𝛼1
1 𝑝𝛼2

2 ...𝑝𝛼𝑠
𝑠 ) = 𝑝𝛼1

1 𝑝𝛼2
2 ...𝑝𝛼𝑠

𝑠

(︂
𝛼1

𝑝1
+
𝛼2

𝑝2
+ ...+

𝛼𝑠

𝑝𝑠

)︂
, 𝑝𝑖 ̸= 𝑝𝑗 ∈ 𝑃, 𝛼𝑖 ∈ N ∪ {0}.
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Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé. Òàê,
ðàññìàòðèâàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 𝐷(𝑛) = 𝑎, ãäå 𝑎 - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà, ìû
ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî

𝐷(𝑛) = 0⇔ 𝑛 = 1; 𝐷(𝑛) = 1⇔ 𝑛 = 𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃 ; 𝐷(𝑛) = 𝑛⇔ 𝑛 = 𝑝𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃.

C äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 𝐷(𝑛) = 2 ðåøåíèé íå èìååò.
Áîëåå îáùèå ôîðìóëèðîâêè íåîæèäàííî ïðèâîäÿò ê èíòåðåñíûì ñâÿçÿì ñ êëàññè÷åñêèìè

ïðîáëåìàìè òåîðèè ÷èñåë. Òàê, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 𝐷(𝑛) = 𝑎, ãäå 𝑎 - ÷åòíîå ÷èñëî,
áîëüøåå äâóõ, áóäåò ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî 𝑎, åñëè âåðíà бинарная проблема Гольдбаха �
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî любое четное число, начиная с четырех, представимо в виде суммы
двух простых чисел. Èìåííî, åñëè 𝑎 = 𝑝+ 𝑞, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 , òî 𝑛 = 𝑝𝑞 � èñêîìîå ðåøåíèå.

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà 𝐷(𝐷(𝑛)) = 1 áóäåò èìåòü áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè существует бесконечно много пар (𝑝, 𝑝+2), 𝑝, 𝑝+2 ∈ 𝑃, простых-
близнецов. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü 𝑛 = 2𝑝.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîèçâîäíîé íà ìíîæåñòâà Z öåëûõ, Q ðàöèîíàëüíûõ è C[𝑖] = {𝑎+ 𝑏𝑖, 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑖2 = −1} öåëûõ
ãàóññîâûõ ÷èñåë, à òàêæå íà äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Íàêîíåö, èíòåðåñíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé òåõ
èëè èíûõ êëàññîâ ñïåöèàëüíûõ ÷èñåë: совершенных чисел, чисел Мерсенна è Ферма, факто-
риальных чисел, примориалов è äð. [1, 4]. Íàìè ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè. Òàê,
ñîãëàñíî теореме Евклида-Эйлера, любое четное совершенное число 𝑆 представимо в виде
𝑆 = 2𝑝−1𝑃 , где 𝑃 = 2𝑝 − 1 - простое число (èìåííî, простое число Мерсенна). Òîãäà

𝐷(𝑆) = 2𝑝−1

(︂
𝑝− 1

2
· 𝑃 + 1

)︂
.

Â ÷àñòíîñòè,

𝐷(6) = 5, 𝐷(28) = 25, 𝐷(496) = 24 · 32 · 7, 𝐷(8128) = 26 · 191.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 𝐷(𝑆) > 𝑆 äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî ñîâåðøåííîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 6.
Ñåðüåçíàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà, òåñíàÿ ñâÿçü ñ ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì, àëãåáðîé,

àðèôìåòèêîé è òåîðèåé ÷èñåë, âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîíñòðóêöèé ïîäîáíîãî
òèïà ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò ñëóæèòü ïðîäóêòèâíûì
èñòî÷íèêîì íîâûõ èññëåäîâàíèé. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ìîãóò áûòü êàê ôóí-
äàìåíòàëüíûìè, òàê è ìåòîäè÷åñêè-îðèåíòèðîâàíûìè (çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà âïîëíå
äîñòóïíà ñòóäåíòàì è øêîëüíèêàì); äà è ñîáñòâåííî ìàòåìèàòè÷åñêèå àêöåíòû ìîãóò áûòü
øèðîêî âàðüèðóåìû â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ ïðåäïî÷òåíèé, ñïîñîáíîñòåé è óðîâíÿ ïîä-
ãîòîâêè.
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Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñåãîäíÿ ëåæàò â îñíîâå ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè, îñîáåííî ïðèêëàäíîé åå ñîñòàâëÿþùåé. Íàïðèìåð, â êðèïòîãðàôèè
îíè ïîçâîëÿþò ãåíåðèðîâàòü ïñåâäîñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè
[2, 5].

Псевдослучайными íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿåìûå, êàê ïðàâèëî, àðèôìåòè-
÷åñêèìè àëãîðèòìàìè [5]. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàëè÷èå áîëüøîãî ïåðèîäà ó òàêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, ÷òî äåëàåò èõ äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ àíàëîãîì ñëó÷àéíîé. Òàê åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå áëèçêîãî ê ñëó÷àéíîìó îäíîðàçîâîãî êëþ÷à øèôðîâàíèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà àñïåêòà î âîçìîæíîñòè ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàííîãî
ïåðèîäà:

� íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ïîëåì F𝑝,ïðèìåðû ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ ñî-
ñòàâíîãî ïåðèîäà, ýòàïû ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, àíàëèçèðóþòñÿ
òàêèå ïåðèîäû 𝑛, äëÿ êîòîðûõ òàêàÿ ãåíåðàöèÿ âîçìîæíà. [3];

� íàä ïîëåì F2, âîçìîæíîñòè çíà÷èòåëüíî ñóæàþòñÿ, ðàññìîòðåíèå æå âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé ïåðèîäà ïðèâîäÿò íàñ ê ïðîñòûì ÷èñëàì Ìåðñåííà [1].

Òàê, ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä êîíå÷íûì ïîëåì íåïîñðåäòâåííî çàâèñèò îò
ñâîéñòâ ñàìîãî ïîëÿ è ìíîãîëåíîâ íàä êîí÷íûì ïîëåì.

Óðàâíåíèå âèäà

𝛿𝑥+𝑛 = 𝑎𝑛−1 · 𝛿𝑥+𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 · 𝛿𝑥+𝑛−2 + ...+ 𝑎0 · 𝛿𝑥, ãäå 𝑎𝑖 ∈ 𝐹𝑝,

íàçûâàåòñÿ линейным рекуррентным уравнением ïîðÿäêà 𝑛 íàä ïîëåì 𝐹𝑝, à ìíîãî÷ëåí

𝑓(𝜆) = 𝜆𝑛 − 𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1 − ...− 𝑎0 ∈ 𝐹𝑝[𝑥]

- характеристическим многочленом ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝛿𝑥}𝑥 íàä ïîëåì 𝐹𝑝,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ решением äàííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîè-
ìè íà÷àëüíûìè ÷ëåíàìè 𝛿0, 𝛿1, ..., 𝛿𝑛−1. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ îáÿçàòåëüíî
ïåðèîäè÷íî, è ïåðèîä çàâèñèò îò ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝛾, òàêîå ÷òî 𝑓 |(𝑥𝛾 − 1), íàçûâàåòñÿ порядком многочлена
𝑓 , è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì 𝑜𝑟𝑑 𝑓(𝑥). (Åñëè 𝑓(0) = 0, òî ïîëàãàåì 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼𝑔(𝑥), 𝑔(0) ̸= 0, è
𝑜𝑟𝑑 𝑓(𝑥) = 𝑜𝑟𝑑 𝑔(𝑥).)

Ìíîãî÷ëåí 𝑓 ∈ 𝐹𝑝[𝑥] ñòåïåíè 𝑛 íàä ïîëåì F𝑝 íàçûâàåòñÿ примитивным, åñëè 𝑜𝑟𝑑 (𝑓(𝑥)) =
𝑝𝑛 − 1. Òî åñòü ïðèìèòèâíûì áóäåò ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé ïîðÿäîê
[5]. Òàêèì îáðàçîì, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝜆), ïîðîæäàþùèé ëèíåéíîå ðåêóð-
ðåíòíîå óðàâíåèå, íåïðèâîäèì è ïðèìèòèâåí, òî ãåíåðèðóåìûå ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíûì
ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò èìåòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïåðèîä.

Ó÷èòûâàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (𝑝, 𝑛) ôîðìóëà

𝑏𝑝(𝑛) =
𝜙(𝑝𝑛−1)

𝑛 [5].

âû÷èñëÿåò ÷èñëî 𝑏𝑝(𝑛) ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 𝑛 íàä ïîëåì F𝑝 è ýòè ÷èñëà íåèç-
ìåííî ïîëîæèòåëüíû, òî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà 𝑝 è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà 𝑛 ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé íàä ïîëåì F𝑝 ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 𝑛.

Ó÷èòûâàÿ æå ñâîéñòâà ïîðÿäêà ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì, à èìåííî ÷òî

ord(𝑓(𝑥))𝑛 = 𝑝𝑡 ord 𝑓(𝑥),

ãäå 𝑡 - íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî 𝑝𝑡 ≥ 𝑛, è 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹𝑝[𝑥] - íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí,
ïîëó÷àåì ïîëó÷àåì ÷òî âñåãäà ìîæíî ñãåíåðèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïåðèîäîì (𝑝𝑛−1)𝑝𝑡

äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî 𝑝 è íàòóðàëüíûõ 𝑛 è 𝑡.
Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè 𝑛 íåïî÷ðåäñòâåííî äëÿ ïîëÿ F2, òàê

êàê èìåííî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóæíû äëÿ ðåøåíèÿ÷ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
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1. Постановка задачи

Ïóñòü çíàêè 𝑎𝑖, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 , âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ �̄�𝑁 = 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁 íåêîòîðîãî
èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé 𝑀𝑁 = {�̄�𝑁}, âûáèðàþòñÿ èç àëôàâèòà 𝐴𝑛 = {1, 2, . . . , 𝑛}, à çíàêè 𝑏𝑖, 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑁 âûõîäíîãî (øèôðîâàííîãî) ñîîáùåíèÿ �̄�𝑁 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑁 ), 𝑏𝑖 ∈ 𝐴𝑛, îáðàçóþòñÿ èç
çíàêîâ âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì:

�̄�𝑁 = 𝐹𝑘(�̄�
𝑁 ),

ãäå 𝐹𝑘(·) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò êëþ÷à 𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾 è îïðåäåëÿåìàÿ ïðèìåíÿåìûì
àëãîðèòìîì øèôðîâàíèÿ ([1-2]), 𝐾 � ìíîæåñòâî âñåõ êëþ÷åé êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùóþ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü.
Îáîçíà÷èì 𝐸𝑁 = {�̄�𝑁 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑁 )|𝑏𝑖 = 𝐹𝑘(𝑎𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ∈ 𝐾} - ìíîæåñòâî âñåõ

øèôðîâàííûõ òåêñòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ
øèôðîâàíèÿ (1) ïðè ðàçëè÷íûõ êëþ÷àõ 𝑘 èç ìíîæåñòâà 𝐾.

Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ ñîîáùåíèé 𝑀𝑁 è ìíîæåñòâå êëþ÷åé 𝐾 íåêîòîðûå íåçàâè-
ñÿùèå äðóã îò äðóãà âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑃 (·) è 𝜃(·):

𝑃 (𝑀𝑁 ) = {𝑃 (�̄�𝑁 ), �̄�𝑁 ∈𝑀𝑁},
∑︁

�̄�𝑁∈𝑀𝑁

𝑃 (�̄�𝑁 ) = 1,

𝜃(𝐾) = {𝜃𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾},
∑︁
𝑘∈𝐾

𝜃(𝑘) = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑃 (·) è 𝜃(·) èíäóöèðóþò íà ìíîæåñòâå øèôðîâàííûõ ñîîáùå-
íèé íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå 𝑄(·):

𝑄(𝐸𝑁 ) = {𝑄(�̄�𝑁 )|�̄�𝑁 ∈ 𝐸𝑁},
∑︁

�̄�𝑁∈𝐸𝑁

𝑄(�̄�𝑁 ) = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐻(𝑋) - ýíòðîïèþ íåêîòîðîãî àíñàìáëÿ 𝑋, ÷åðåç 𝐻(𝑋/𝑌 ) - óñëîâíóþ ýí-
òðîïèþ àíñàìáëÿ 𝑋 ïðè çàäàííîì àíñàìáëå 𝑌 , à ÷åðåç 𝐼(𝑋,𝑌 ) = 𝐻(𝑋)−𝐻(𝑋/𝑌 ) - âçàèìíóþ
èíôîðìàöèþ àíñàìáëåé 𝑋 è 𝑌 ([3-4]).

Äàëåå â ðàáîòå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çíà÷åíèå âçàèìíîé èíôîðìàöèè àíñàìáëÿ âõîäíûõ
𝑀𝑁 è øèôðîâàííûõ 𝐸𝑁 ñîîáùåíèé 𝐼(𝑀𝑁 , 𝐸𝑁 ) = 𝐻(𝑀𝑁 )−𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ).
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2. Оценка взаимной информации входных и выходных
сообщений

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëàãàÿ:
𝐴𝑖

𝑛 - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äëèíû 𝑖 â àëôàâèòå 𝐴𝑛,
𝑀 𝑖 = {𝛼𝑖 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑖) ∈ 𝐴𝑖

𝑛 | ñóùåñòâóåò �̄�𝑁 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 ) ∈ 𝑀𝑁 , òàêîå ÷òî 𝑎𝑗 = 𝛼𝑗 , 𝑗 =
{1, . . . , 𝑖.}},

𝐸𝑖 = {𝛽𝑖 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑖) ∈ 𝐴𝑖
𝑛 | ñóùåñòâóåò 𝑏𝑁 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑁 ) ∈ 𝐸𝑁 òàêîå, ÷òî 𝑏𝑗 = 𝛽𝑗 , 𝑗 =

{1, . . . , 𝑖}},
𝐸𝑖 = {𝛽𝑖 ∈ 𝐴𝑛 | ñóùåñòâóåò 𝑏𝑁 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑁 ) ∈ 𝐸𝑁 òàêîå ÷òî 𝑏𝑖 = 𝛽𝑖}.
Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 è 𝐵𝑖 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî èç ìíîæåñòâ 𝑀 𝑖, 𝐸𝑖, 𝐸𝑖 è èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:
𝑃{𝐴𝑖 = 𝑎𝑖} =

∑︀
𝛼𝑁∈𝑀𝑁 ,𝛼𝑗=𝑎𝑗 ,𝑗=1,...,𝑖 𝑃 (𝛼

𝑁 )

𝑃{𝐵𝑖 = 𝑏𝑖} =
∑︀

𝛽𝑁∈𝐸𝑁 ,𝛽𝑗=𝑏𝑗 ,𝑗=1,...,𝑖𝑄(𝛽𝑁 )

𝑃{𝐵𝑖 = 𝑏𝑖} =
∑︀

𝛽𝑁∈𝐸𝑁 ,𝛽𝑖=𝑏𝑖
𝑄(𝛽𝑁 ).

Теорема 1. Пусть распределение 𝑄(·) таково, что вероятность появления знака шиф-
рованного сообщения 𝑏𝑖 не зависит от последующих знаков входного и шифрованного сооб-
щения (𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑁 ) и (𝑏𝑖+1, . . . , 𝑏𝑁 ), а для любого значения величины 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 имеет
место соотношение:

𝑝{𝐵𝑖 = 𝑏𝑖/𝐴
𝑖 = 𝑎𝑖;𝐵𝑖−1 = 𝑏𝑖−1} = 1

𝑛
+

1

𝑛
Δ𝑏𝑖(𝑎

𝑖, 𝑏𝑖−1), (1)

где |Δ𝑏𝑖(𝑎
𝑖, 𝑏𝑖−1)| ≤ 𝛿𝑖, 0 ≤ 𝛿𝑖 < 1, 𝑎𝑖 ∈𝑀 𝑖, 𝑏𝑖−1 ∈ 𝐸𝑖−1, 𝑏𝑖 ∈ 𝐸𝑖.

Тогда имеет место равенство:

𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ) = 𝐻(𝑀𝑁 )−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖, (2)

где

0 6 𝜀𝑖 6
1

2 · ln 2

[︂
𝛿2𝑖 +

𝛿3𝑖
3 (1− 𝛿𝑖)3

]︂
.

Условие невозможности восстановления входного сообщения

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 1 ïîçâîëÿåò ïðè èçâåñòíûõ âåëè÷èíàõ 𝛿𝑖 îöåíèòü óñëîâíóþ ýíòðîïèþ
𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ) àíñàìáëÿ âõîäíûõ ñîîáùåíèé 𝑀𝑁 ïðè çàäàííîì àíñàìáëå êðèïòîãðàìì 𝐸𝑁 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [4], ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû 𝑁 , ìîæíî ïîëàãàòü:

𝐻(𝑀𝑁 ) = 𝑁 ·𝐻0, (3)

ãäå 𝐻0 � ñðåäíÿÿ ýíòðîïèÿ íà çíàê îòêðûòîãî òåêñòà.
Êàêèå ëèáî ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðèêëàäíûõ è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî îöåíêå

ýíòðîïèè𝐻0 ðóññêîãî ÿçûêà àâòîðàì íåèçâåñòíû. Ñðåäè ýëåêòðîííûõ ðåñóðñîâ ìîæíî óêàçàòü
ðàáîòû [5] è [6], â êîòîðûõ óêàçàíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåé ýíòðîïèè íà çíàê òåêñòîâ íà ðóññêîì
ÿçûêå 𝐻0, ñîîòâåòñòâåííî, 0, 6 è 0, 7 äâ. åä.

Èç ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 1 äàëåå ïîëó÷àåì:

𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ) > 𝑁 ·𝐻0 − 𝜀 ·𝑁, (4)
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ãäå

𝜀 =
1

2 ln 2

[︂
𝛿2 +

𝛿3

3 (1− 𝛿)3

]︂
, 𝛿 = max 𝛿𝑖.

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

𝐻(𝑀𝑁 )

𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 )
6

𝐻0

𝐻0 − 𝜀
= 1 +

𝜀

𝐻0 − 𝜀
. (5)

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì (òàáëèöû 1 è 2) äàííûå ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ âåëè÷èíû

Λ =
𝜀

𝐻0 − 𝜀
äëÿ çíà÷åíèé ýíòðîïèè 𝐻0 = 0, 5 è 𝐻0 = 1, çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 𝛿 = 𝑛 · 10−5 è 𝛿 = 𝑛 · 10−3, à
òàêæå ðÿäà çíà÷åíèé âåëè÷èíû 𝑛.

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Λ äëÿ âåëè÷èíû 𝛿 = 𝑛 · 10−5.

𝐻0/𝑛 2 10 26 32
0,5 5, 77 · 10−10 1, 14 · 10−8 9, 75 · 10−8 1, 47 · 10−7

1 2, 89 · 10−10 7, 22 · 10−9 4, 88 · 10−8 7, 39 · 10−8

Òàáëèöà 2: Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Λ äëÿ âåëè÷èíû 𝛿 = 𝑛 · 10−3.

𝐻0/𝑛 2 10 26 32
0,5 1, 2 · 10−5 2, 8 · 10−4 2, 0 · 10−3 3, 0 · 10−3

1 5, 8 · 10−6 1, 44 · 10−4 9, 7 · 10−4 1, 48 · 10−3

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì Ê.Øåííîíîì ([3]), âåëè÷èíó
𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèñòèêó ÷èñëà âîçìîæíûõ èñõîäíûõ ñîîáùåíèé
äëèíû 𝑁 , ñîîòâåòñòâóþùèõ èçâåñòíîìó âûõîäíîìó ñîîáùåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëàãàòü
îöåíêó ÷èñëà òàêèõ ñîîáùåíèé ðàâíîé 2𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ).

Òîãäà, åñëè ââåñòè íåêîòîðûé ïàðàìåòð 𝛽, õàðàêòåðèçóþùèé äîïóñòèìóþ ìíîãîçíà÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ ïðè èçâåñòíîì øèôðîâàííîì ñîîáùåíèè, íàïðèìåð, ó÷è-
òûâàþùèé ðàçëè÷íîå íàïèñàíèå îêîí÷àíèÿ ñëîâ, òî ÷èñëî äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ âõîäíîãî ñî-
îáùåíèÿ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé 2𝛽·𝑁 . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå íåâîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ
ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

2𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ) > 2𝛽·𝑁

èëè
1

𝑁
·𝐻(𝑀𝑁/𝐸𝑁 ) > 𝛽. (6)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (4), óñëîâèå íåâîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùå-
íèÿ ïðèíèìàåò âèä:

𝐻0 − 𝜀 ≥ 𝛽. (7)

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû 𝜀, óñëîâèå (7) ïðèíèìàåò âèä:

1

2 ln 2

[︂
𝛿2 +

𝛿3

3 (1− 𝛿)3

]︂
6 𝐻0 − 𝛽,
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ëèáî ïðè 𝛿 6 0, 46:
1

ln 2
· 𝛿2 6 𝐻0 − 𝛽,

îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå íà âåëè÷èíó íåðàâíîâåðîÿòíîñòè çíàêîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ñîîáùåíèÿ
𝛿, ïðè êîòîðîì íåâîçìîæíî âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ:

𝛿 6 (ln 2 · (𝐻0 − 𝛽))1/2 . (8)

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïàðàìåòðà 𝜆 = 1
𝑛𝛿

(òàáëèöà 3) äëÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû 𝛽 = 0, 1 è ðÿäà çíà÷åíèé âåëè÷èí 𝐻0 è 𝑛.

Òàáëèöà 3: Çíà÷åíèå âåëè÷èíû 𝜆 = 1
𝑛𝛿.

𝐻0/𝑛 2 10 26 32
0,5 0,26 0,052 0,02 0,016
0,7 0,32 0,064 0,024 0,02
0,85 0,35 0,072 0,028 0,025

3. О допустимой неравновероятности знаков ключа
при применении преобразования гаммирования

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ê èññëåäîâàíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàììèðîâàíèÿ
([1,2]). Â ýòîì ñëó÷àå çíàêè âûõîäíîãî ñîîáùåíèÿ 𝑏𝑁 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑁 ), 𝑏𝑖 ∈ 𝐴𝑛, îáðàçóþòñÿ èç
çíàêîâ âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ 𝑎𝑁 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁 ) â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì:

𝑏𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝛾𝑖 (mod 𝑛), 𝑎𝑖, 𝛾𝑖 ∈ 𝐴𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, (9)

ãäå {𝛾𝑖|𝛾𝑖 ∈ 𝐴𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ ãàììû, íå çàâèñÿùèõ îò âõîäíîãî
ñîîáùåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ã ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà 𝐴𝑛 è èìå-
þùóþ íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå 𝜃 (·), çàäàííîå íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Теорема 2. Теорема 2. Пусть распределение 𝜃 (·), заданное на множестве ключей К
таково, что для любых 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 выполнено равенство:

𝑃{Γ𝑖 = 𝛾𝑖/Γ𝑗 = 𝛾𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 1} = 1

𝑛
+

1

𝑛
·Δ𝛾𝑖(𝛾𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 1), (10)

где |Δ𝛾𝑖 (𝛾𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 1)| 6 𝛿𝑖, 0 6 𝛿𝑖 < 1.

Тогда

𝐻
(︀
𝑀𝑁/𝐸𝑁

)︀
= 𝐻

(︀
𝑀𝑁

)︀
−

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖, (11)

где 0 6 𝜀𝑖 6 1
2 ln 2

[︁
𝛿2𝑖 +

𝛿3𝑖
3(1−𝛿𝑖)

3

]︁
.

Àíàëîãè÷íî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî íàéòè äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå çíà-
êîâ êëþ÷åâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âûáèðàåìîé èç àëôàâèòà 𝑛, èç óðàâíåíèÿ:

𝛿 = (ln 2 · (𝐻0 − 𝛽))1/2 . (12)
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Äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ àëôàâèòà ìîùíîñòè 𝑛 = 32 = 25, ñîîòâåòñòâó-
þùåìó ðóññêîìó ÿçûêó.

Ïîëàãàÿ äëÿ ïðèìåðà 𝐻0 = 0, 5 è 𝛽 = 0, 1, èç âûðàæåíèÿ (12) ïîëó÷àåì ãðàíè÷íîå çíà÷å-
íèå âåëè÷èíû 𝛿 : 𝛿 = 0, 51. Ïðè ýòîì óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíàêîâ
êëþ÷åâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáèðàåìîé èç ìíîæåñòâà ìîùíîñòè 𝑛 = 25, èìååò âèä:

𝑝{Γ𝑖 = 𝛾𝑖/Γ
𝑖−1 = 𝛾𝑖−1} = 1

25
[1 + Δ𝑖],

ãäå |Δ𝑖| 6 0, 51. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû çíà-
êîâ êëþ÷åâîé èíôîðìàöèè äîëæíû îòêëîíÿòüñÿ îò âåëè÷èíû 2−5 = 0, 031 íå áîëåå ÷åì íà
âåëè÷èíó 0, 51 · 2−5 = 1, 6 · 10−2.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ êëþ÷åâàÿ èíôîðìà-
öèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çíàêè âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ è çíàêè ãàììû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
âèäå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè.

Ïóñòü çíàê êëþ÷à 𝛾𝑖 ∈ 𝐴𝑛 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâîè÷íîãî âåêòîðà

𝛾 =
(︁
𝛾(1), 𝛾(2), . . . , 𝛾(𝑚)

)︁
, 𝛾(𝑗) ∈ {0; 1}, 𝑛 = 2𝑚.

Ïðåäïîëàãàÿ íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 𝛾(𝑖), ïîëó÷àåì:

𝑃{𝛾 = 𝜌} = 𝑃{𝛾(1) = 𝜌(1), 𝛾(2) = 𝜌(2), ..., 𝛾(𝑚) = 𝜌(𝑚)} =
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑃{𝛾(𝑖) = 𝜌(𝑖)}, (13)

ãäå 𝜌 =
(︀
𝜌(1), 𝜌(2), . . . , 𝜌(𝑚)

)︀
, 𝜌(𝑗) ∈ {0, 1}, 𝑛 = 2𝑚.

Ïðè ýòîì óñëîâèå íàëè÷èÿ íåîáõîäèìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êà÷åñòâ êëþ÷åâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, áóäåò èìåòü âèä:

𝑃{𝛾𝑖 = 𝜌} = 1

2𝑚
[1 + Δ𝑖] =

𝑚∏︁
𝑖=1

1

2
·
(︀
1 + Δ′

𝑖

)︀
, (14)

ãäå |Δ𝑖| ≤ 𝛿𝑖, |Δ′
𝑖| ≤ 𝛿′𝑖, 0 ≤ 𝛿𝑖 < 1, 0 ≤ 𝛿′𝑖 < 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå Δ𝑖 ñîîòâåòñòâóåò àëôàâèòó èç 𝑛 = 2𝑚 çíàêîâ, à îòêëîíåíèå Δ′ �
äâîè÷íîìó àëôàâèòó.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå,
𝛿 = max

𝑖
𝛿𝑖, 𝛿

′ = max
𝑖
𝛿′𝑖

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (18) çíà÷åíèå âåëè÷èíû 𝛿′ ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óñëîâèÿ:

1

2𝑚
· (1 + 𝛿′)𝑚 =

1

𝑛
· (1 + 𝛿). (15)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíà 𝛿′𝑖 áëèçêà ê 0, è ðàçëàãàÿ â ðÿä ôóíêöèþ
(1 + 𝛿′)𝑚, ïîëó÷àåì, îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû 𝛿′:

𝛿′ =
1

𝑚
· 𝛿. (16)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè çíà÷åíèè 𝑚 = 5, âåëè÷èíà 𝛿 ðàâíà

𝛿 = 0, 51,
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ïîëó÷àåì çíà÷åíèå äëÿ äîïóñòèìîãî îòêëîíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çíàêîâ áèíàðíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé êëþ÷åâîé èíôîðìàöèè îò ðàâíîâåðîÿòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

𝛿′ = 0, 016.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûðàáîòêå êëþ÷åâîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âåðîÿòíîñòü ïî-
ÿâëåíèÿ äâîè÷íîãî çíàêà íå äîëæíà îòêëîíÿòüñÿ îò çíà÷åíèÿ 1

2 íà âåëè÷èíó áîëåå 𝛿
′ = 0, 016.

4. Заключение

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû âëèÿíèÿ âîçìîæíîãî íåðàâíîâåðîÿòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ çíàêîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ñîîáùåíèÿ ïðè ïðèìåíåíèè êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà
è íåðàâíîâåðîÿòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çíàêîâ êëþ÷åâîé èíôîðìàöèè ïðè ïðèìåíåíèè ñõåìû
ïðîñòîãî ãàììèðîâàíèÿ, íà êðèïòîãðàôè÷åñêèå êà÷åñòâà àëãîðèòìîâ ñ ïîçèöèè òåîðåòèêî-
èíôîðìàöèîííîãî ïîäõîäà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåïðèìåíèìû â îòíîøåíèè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðàêòè÷åñêóþ ñòîéêîñòü, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàññòîÿíèÿ
åäèíñòâåííîñòè âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü êëþ÷, ïðèìåíÿÿ ïåðåáîðíûå ìåòîäû è
îäíîçíà÷íî äåøèôðîâàòü âõîäíîå ñîîáùåíèå.

Â ðàáîòå â ðàìêàõ êîíêðåòíîé òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ïîëó÷åíû îöåíêè âçàèì-
íîé èíôîðìàöèè àíñàìáëåé âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñîîáùåíèé. Íà îñíîâàíèè äàííûõ îöåíîê
ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö âîçìîæíîãî îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåðîÿòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè çíàêîâ âûõîäíîãî (øèôðîâàííîãî) ñîîáùåíèÿ è çíàêîâ êëþ÷åâîé
èíôîðìàöèè, ïðè êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ
ïðè èçâåñòíîì âûõîäíîì (øèôðîâàííîì) ñîîáùåíèè. Äëÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñ ïðàêòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àåâ ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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1. Специальные покрытия и информационные рисунки

Ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ïîêðûòèé ïëèòêàìè 1× 2 ïðÿìî-
óãîëüíèêà 𝑀 𝑚 × 𝑛, ãäå 𝑚 � øèðèíà, 𝑛 � âûñîòà (âñþäó â òåêñòå 𝑚 ïîëàãàåòñÿ ÷åòíûì),
ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ñòàòåé, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò [1] � [2].

Ðèñóíîê ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè 𝑚× 𝑛, ãäå íåêîòîðûå ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ñåòêè � ïóíê-
òèðíûå, îñòàëüíûå � òî÷å÷íûå, áóäåì íàçûâàòü информационным рисунком è ðàññìàòðèâàòü
êàê îáîçíà÷åíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ ïîêðûòèé òàêèõ, ÷òî:

1. äëÿ êàæäîé ïóíêòèðíîé ãîðèçîíòàëè â ñïåöèàëüíîì ïîêðûòèè íàéäåòñÿ ïëèòêà, ïåðåñå-
êàåìàÿ åþ;

2. íè îäíà òî÷å÷íàÿ ãîðèçîíòàëü íå ïåðåñåêàåò ïëèòêó ñïåöèàëüíîãî ïîêðûòèÿ.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Отдела математики и информатики ДФИЦ РАН
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìîùíîñòè âñåõ ïîêðûòèé èñïîëüçóåòñÿ ïóñòîé ïðÿìîóãîëüíèê 𝑚× 𝑛 áåç
ñåòêè.

Задача. Òðåáóåòñÿ ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñïåöèàëüíûõ ïîêðûòèé ïðÿìîóãîëüíèêà𝑀 𝑚×𝑛
ïëèòêàìè 1× 2 â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì èíôîðìàöèîííûì ðèñóíêîì.

Примеры.

1. Äëÿ 𝑚 = 4, 𝑛 = 2 âñå ñïåöèàëüíûå ïîêðûòèÿ, ñîäåðæàùèå âåðòèêàëüíûå ïëèòêè, ïðèâå-
äåíû íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Â ñëó÷àå 𝑚 = 4, 𝑛 = 2 ÷åòûðå ñïåöèàëüíûõ ïîêðûòèÿ ñîäåðæàò ïëèòêè, ïåðåñåêàåìûå
ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé.

2. Ïðè 𝑛 = 1 ðàâíî 1, åñëè 𝑚�÷åòíîå, 0 � åñëè 𝑚 � íå÷åòíîå.

3. Ïðè ÷åòíîì 𝑚 äëÿ ëþáûõ 𝑛 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

= .........+ ___ , (1)

åñëè èíôîðìàöèîííûå ðèñóíêè â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî âåðõíèìè ãîðèçîí-
òàëüíûìè ëèíèÿìè.

Утверждение 1. Ïðè 𝑚 = 4 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (çíà÷åíèå 𝑛 ðàâíî íîìåðó ïóíêòà �
1, 2, 3 èëè 4):

1. = 1;

2. ___ = − ......... = 5− 1 · 1 = 4;

3.
___
___ = −

.........
___ −

___
......... −

.........

......... = 11− 1 · 4− 4 · 1− 1 · 1 · 1 = 2;

4.

___
___
___

= −
.........
___
___

−
___
.........
___

−
___
___
.........

−
.........
.........
___

−
.........
___
.........

−
___
.........
.........

−
.........
.........
.........

= 36− 2− 4 · 4− 2− 4− 4− 1− 4 = 3.

Êîãäà çíà÷åíèå 𝑚 çàôèêñèðîâàíî è èçâåñòíî èç êîíòåêñòà, äëÿ êîëè÷åñòâà âñåõ ïîêðûòèé
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå 𝑎𝑛. Äëÿ íåáîëüøèõ 𝑚 çíà÷åíèÿ 𝑎𝑛 õîðîøî èçâåñòíû. Â ÷àñò-
íîñòè, ïðè 𝑚 = 4: 𝑎0 = 1, 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 5, 𝑎3 = 11, 𝑎4 = 36, 𝑎5 = 95 è ò.ä. (ñì., íàïðèìåð,
[3]).

Утверждение 2.

1. Êàæäîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 2 âåðøèíîé ñ äâóìÿ ïîòîìêàìè, ðàâíî ñóììå
÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïîòîìêîâ (ïîòîìêè ðàñïîëîæåíû ïðàâåå îò ñâîåé ðîäèòåëüñêîé
âåðøèíû èñîåäèíåíû ñ íåé ðåáðàìè).

2. åñëè 𝑚 = 4 è 𝑛 ≤ 4, òî

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 4𝑎𝑛−2 + 2𝑎𝑛−3 + 3𝑎𝑛−4. (2)
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Ðèñ. 2: Âíèçó � çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ðèñóíêîâ íèæíåãî ðÿäà.

2. Построение двоичного дерева

Êëåòêè 𝑀 óïîðÿäî÷åíû: ñíà÷àëà � êëåòêè ïåðâîé ñòðîêè ñëåâà-íàïðàâî, çàòåì êëåòêè
âòîðîé ñòðîêè è ò.ä. Êëåòêè, çàíÿòûå ïëèòêàìè, áóäåì íàçûâàòü ¾òåìíûìè¿, íåçàíÿòûå �
¾ñâåòëûìè¿. Êàæäîìó ÷àñòè÷íîìó ïîêðûòèþ (÷.ï.) ïðÿìîóãîëüíèêà 𝑀 ñîîòâåòñòâóåò âåðøè-
íà äâîè÷íîãî äåðåâà, ïóñòîìó ïîêðûòèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîðåíü äåðåâà.
Îïèøåì ïîñòðîåíèå äâîè÷íîãî äåðåâà 𝑇𝑛 методом первой светлой клетки.
1. Â òåêóùåì ÷.ï. 𝐴 (âíà÷àëå ýòî � êîðåíü äåðåâà) íàõîäèì ïåðâóþ ñâåòëóþ êëåòêó (𝑖, 𝑗),
1 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚.
2. Åñëè 𝑗 < 𝑚 è êëåòêà (𝑖, 𝑗 + 1) ñâåòëàÿ, óêëàäûâàåì ãîðèçîíòàëüíóþ êëåòêó (𝑖, 𝑗) : (𝑖, 𝑗 + 1)
è îáúÿâëÿåì ïîëó÷åííóþ âåðøèíó 𝑣 äî÷åðíèì ïîòîìêîì ÷.ï. 𝐴.
3. Åñëè 𝑖 > 1, óêëàäûâàåì âåðòèêàëüíóþ ïëèòêó (𝑖, 𝑗) : (𝑖 − 1, 𝑗) è îáúÿâëÿåì ïîëó÷åííóþ
âåðøèíó 𝑣 ñûíîâíèì ïîòîìêîì ÷.ï. 𝐴.
4. Åñëè ïëèòêè ÷.ï., ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîñëåäíåé ïîñòðîåííîé âåðøèíå 𝑣, ïîêðûâàþò êëåòêè
â òî÷íîñòè 𝑘 âåðõíèõ ñòðîê ïðÿìîóãîëüíèêà 𝑀 (ãäå 𝑘 � íåêîòîðîå èç 1, 2, . . . , 𝑛), òî âåðøèíà
𝑣 ïîëó÷èò постоянную ñèìâîëüíóþ ìåòêó 𝑎𝑛−𝑘, ïîòîìêè 𝑣 íå ñîçäàþòñÿ (ñì. âñå çàòåíåííûå
âåðøèíû íà ðèñ. 3). Åñëè âåðøèíà 𝑣 (÷.ï.) íå òîëüêî ïîêðûâàåò âñå êëåòêè ïðÿìîóãîëüíèêà
𝑀 , íî ñîäåðæèò òàêæå äâå êëåòêè (ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì ïëèòêàì) íèæå ïðÿìîóãîëüíèêà
𝑀 , òî 𝑣 ïîëó÷èò временную ÷èñëîâóþ ìåòêó, ðàâíóþ 0, è ïîòîìêè äëÿ 𝑣 íå ñîçäàþòñÿ.
5. Ïîñòðîåíèå äåðåâà çàâåðøàåòñÿ, êîãäà âñå åãî ëèñòüÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷.ï. âûñîòû 𝑛, ïî-
ìå÷åíû.

3. Рекуррентная формула

Â äâîè÷íîì äåðåâå (ðèñ. 3) ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíà-
ìè, ïîìå÷åííûìè 𝑎𝑛−𝑘, è êîëè÷åñòâîì ïóòåé â ïîìå÷åííûå âåðøèíû èç êîðíåâîé âåðøèíû, íå
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äðóãèå ïîìå÷åííûå âåðøèíû. Ò.å. êîëè÷åñòâî âåðøèí, ïîìå÷åííûõ îäíîé
è òîé æå ñèìâîëüíîé ìåòêîé 𝑎𝑛−𝑘, ðàâíî ÷èñëó 𝑏𝑘 ñïåöèàëüíûõ ïîêðûòèé ïðÿìîóãîëüíèêà
𝑚× 𝑘, â èíôîðìàöèîííîì ðèñóíêå êîòîðîãî âñå ãîðèçîíòàëè � ïóíêòèðíûå.

Утверждение 3.

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑏2𝑎𝑛−2 + 𝑏3𝑎𝑛−3 + 𝑏4𝑎𝑛−4 + ...

4. Множественность рекуррентных формул. Пример

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû äëÿ
𝑎𝑛.

Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, êàê èçìåíèòñÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (2), åñëè ñíÿòü îãðàíè÷åíèå
𝑛 ≤ 4.
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Ðèñ. 3: Äâîè÷íîå äåðåâî ïðè 𝑚 = 4, 𝑛 = 4.

Ðèñ. 4: Âåðøèíû äâîè÷íîãî äåðåâà 𝑇𝑛 ñ ìåòêîé 0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñèìâîëüíûå ìåòêè 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−2, 𝑎𝑛−3, 𝑎𝑛−4 âåðøèí ñîõðàíÿòñÿ (â ýòîì ñìûñ-
ëå îíè � ïîñòîÿííûå), íî ïðè ïåðåõîäå ê 𝑛 = 5 èõ çíà÷åíèÿ èçìåíÿòñÿ íà 36, 11, 5, 1
ñîîòâåòñòâåííî. Âñå èçìåíåíèÿ äåðåâà ïðè ýòîì ïåðåõîäå ñâîäÿòñÿ ê ñîçäàíèþ ïîòîìêîâ
òðåõ âåðøèí, âûíåñåííûõ â ðèñ. 4, ñ ïîìå÷èâàíèåì: äî÷åðíèå ïîòîìêè âåðøèí ðèñ. 3à è
ðèñ. 3á ïîëó÷àò ñèìâîëüíóþ ìåòêó 𝑎𝑛−5, ñûíîâíèå ïîòîìêè âåðøèí ðèñ. 3à, ðèñ. 3á è ðèñ. 3â
� ìåòêó 0. Â öåëÿõ óòî÷íåíèÿ ñòðóêòóðû ôîðìóëû ñîõðàíèì è ñëàãàåìîå, ðàâíîå íóëþ:
𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 4𝑎𝑛−2 + 2𝑎𝑛−3 + 3𝑎𝑛−4 + 2𝑎𝑛−5 + 3 · 0.

Ïðîäîëæàÿ óâåëè÷èâàòü 𝑛, ïîëó÷èì:
𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 4𝑎𝑛−2 + 2𝑎𝑛−3 + 3𝑎𝑛−4 + (2𝑎𝑛−5 + 3𝑎𝑛−6 + ...) èëè
𝑎𝑛−2 = 𝑎𝑛−3 + 4𝑎𝑛−4 + (2𝑎𝑛−5 + 3𝑎𝑛−6 + ...).
Âû÷òåì ïî÷ëåííî ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà è ïîëó÷èì ôîðìóëó:
𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 5𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−4, (𝑛 ≥ 4) èëè 𝑎𝑛−1 = 𝑎𝑛−2 + 5𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−4 − 𝑎𝑛−5, (𝑛 ≥ 5).
Íàêîíåö, ñëîæèì ïî÷ëåííî ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà è ïîñëå òðèâèàëüíûõ óïðîùåíèé ïî-

ëó÷èì âòîðóþ ôîðìóëó:
𝑎𝑛 = 6(𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−3)− 𝑎𝑛−5, (𝑛 ≥ 5).
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Â öèêëå ðàáîò [1], [2], [3] ðàññìàòðèâàëèñü êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ 𝐸𝑛𝑑(𝑍𝑝 ⊕ 𝑍𝑝2), êîòîðîå
àâòîðû íàçâàëè êîëüöîì Áåðãìàíà, è 𝐸𝑛𝑑(𝑍𝑝 ⊕ 𝑍𝑝2 ⊕ . . . ⊕ 𝑍𝑝𝑚), êîòîðîå àâòîðû íàçâàëè
îáîáùåííûì êîëüöîì Áåðãìàíà. Êîëüöî Áåðãìàíà è îáîáùåííîå êîëüöî Áåðãìàíà àâòîðû
èñïîëüçîâàëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîòîêîëîâ îáìåíà ñîîáùåíèÿìè.
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Â ðàáîòå [4] êîíñòðóêöèÿ êîëüöà 𝐸𝑛𝑑(𝑍𝑝⊕𝑍𝑝2⊕ . . .⊕𝑍𝑝𝑚) áûëà îáîáùåíà. À èìåííî, ïóñòü
𝑅 � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, 𝑃 � äâóñòîðîííèé èäåàë 𝑅, 𝑛 > 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

𝐵(𝑛)(𝑅,𝑃 ) = {(𝑥𝑖𝑗)|𝑥𝑖𝑗 ∈ 𝐵𝑖𝑗} =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑅/𝑃 𝑅/𝑃 . . . 𝑅/𝑃
𝑃/𝑃 2 𝑅/𝑃 2 . . . 𝑅/𝑃 2

𝑃 2/𝑃 3 𝑃/𝑃 3 . . . 𝑅/𝑃 3

. . . . . . . . . . . .
𝑃𝑛−1/𝑃𝑛 𝑃𝑛−2/𝑃𝑛 . . . 𝑅/𝑃𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 × 𝑛, ãäå 𝐵𝑖𝑗 = 𝑅/𝑃 𝑖 ïðè 𝑖 6 𝑗, 𝐵𝑖𝑗 = 𝑃 𝑖−𝑗/𝑃 𝑖 ïðè
𝑖 > 𝑗, äëÿ ëþáûõ 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛.

Íà ìíîæåñòâå 𝐵(𝑛)(𝑅,𝑃 ) ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, ïðåâðàùàþùèå åãî â àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé: åñëè 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗) è 𝑌 = (𝑦𝑖𝑗)
� ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 𝐵(𝑛)(𝑅,𝑃 ), òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ
ìàòðèö

𝑧𝑖𝑗 =
∑︁
𝑘

𝑥𝑖𝑘𝑦𝑘𝑗.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîòîêîë îáìåíà ñîîáùåíèÿìè íàä ýòèì êîëüöîì.
Описание протокола.

Ïóñòü 𝑓(𝑋) = 𝑎0+𝑎1𝑋+𝑎2𝑋
2+ . . . 𝑎𝑛𝑋

𝑛 ∈ Z[𝑋]. Äëÿ ýëåìåíòà 𝑀 ∈ 𝐵(𝑛)(𝑅,𝑃 ) îáîçíà÷èì

𝑓(𝑀) = 𝑎0𝐸 + 𝑎1𝑀 + 𝑎2𝑀
2 + . . . 𝑎𝑛𝑀

𝑛,

ãäå 𝐸 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà êîëüöà 𝐵(𝑛)(𝑅,𝑃 ).
Ñõåìà ïðîòîêîëà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Àëèñà è Áîá ïóáëèêóþò îòêðûòûå êëþ÷è 𝑟, 𝑠 ∈ N è 𝑀,𝑁 ∈ 𝐵(𝑛)(𝑅,𝑃 ).
2. Àëèñà è Áîá âûáèðàþò çàêðûòûå êëþ÷è 𝑓(𝑋) ∈ Z[𝑋] è 𝑔(𝑋) ∈ Z[𝑋], ñîîòâåòñòâåííî.
3. Àëèñà âû÷èñëÿåò îòêðûòûé êëþ÷ 𝑃𝐴 = 𝑓(𝑀)𝑟𝑁𝑓(𝑀)𝑠 è ïîñûëàåò åãî Áîáó.
4. Áîá âû÷èñëÿåò îòêðûòûé êëþ÷ 𝑃𝐵 = 𝑔(𝑀)𝑟𝑀𝑔(𝑀)𝑠 è ïîñûëàåò åãî Àëèñå.
5. Àëèñà âû÷èñëÿåò 𝑆𝐴 = 𝑓(𝑀)𝑟𝑃𝐵𝑓(𝑀)𝑠, Áîá âû÷èñëÿåò 𝑆𝐵 = 𝑔(𝑀)𝑟𝑃𝐴𝑔(𝑀)𝑠

6. Â ðÿäå ñëó÷àåâ (â ÷àñòíîñòè, åñëè 𝑅 = Z, 𝑃 = 𝑝Z) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵.
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1. Введение

Çà÷àñòóþ, ïðè îöåíêå íàäåæíîñòè àëãîðèòìîâ áëî÷íîãî øèôðîâàíèÿ, âîçíèêàþò çàäà-
÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ è õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâ ïîäñòàíîâîê. Ïîäñòàíîâ-
êè çà÷àñòóþ ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûìè ýëåìåíòàìè èòåðàöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìåõàíèçìîâ çàùèòû. Â ýòîé ñâÿçè èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîäñòàíîâîê, ìàêñèìàëüíî
óñëîæíÿþùèõ ïðîâåäåíèå ïðîöåäóðû äåøèôðîâàíèÿ, ïðèîáðåòàþò îñîáóþ ïðàêòè÷åñêóþ è
òåîðåòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñàì àëãîðèòì áëî÷íîãî øèôðîâàíèÿ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíóþ ïîäñòàíîâêó, è ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíûì ñòàíîâèòñÿ îöåíêà
âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé, îïèñûâàþùèõ öèêëîâóþ ñòðóêòóðó ïîäñòàíîâêè, â ÷àñò-
íîñòè, ïîÿâëåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò â øèðîêîì ñìûñëå ñóäèòü
î âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ íåêîòîðûõ ñîáûòèé, îêàçûâàþùèõ íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà íàäåæ-
íîñòü.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äåéñòâóåò ñòàíäàðò [2], óòâåð-
æäàþùèé äâà àëãîðèòìà øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Îäèí èç àëãîðèòìîâ � ¾Ìàãìà¿, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ âåðñèåé ñòàíäàðòà [3] ñ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì ïîäñòàíîâîê (S-áîêñîâ). Îäíàêî âûáîð
êîíêðåòíûõ ïîäñòàíîâîê íå èçáàâèë ¾Ìàãìó¿ îò óíàñëåäîâàíèÿ ñëàáîñòåé èñõîäíîãî àëãîðèò-
ìà, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìû èçâåñòíûå àòàêè [8],[9]. Îöåíêà ñòåïåíè ðèñêà ïî îòíîøåíèþ ê
äàííûì àòàêàì îñíîâûâàåòñÿ íà îöåíêå âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ó ñëó÷àé-
íî âûáðàííîé ïîäñòàíîâêè [4].

Ïîïûòêà çàùèòèòüñÿ îò óêàçàííîé óÿçâèìîñòè ó àëãîðèòìà ÃÎÑÒ 28147-89 [5] íå èñïðà-
âèëà ñèòóàöèè, ïîñêîëüêó è ê íîâîìó âàðèàíòó àëãîðèòìà ïðèìåíèìà àíàëîãè÷íàÿ àòàêà [6],
îñíîâàííàÿ íà ïîÿâëåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Õîðîøî èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìîùíîñòü êëþ÷åâîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìà
áëî÷íîãî øèôðîâàíèÿ ñ ÷èñëîì èçâåñòíûõ ïàð îòêðûòûé-øèôðîâàííûé òåêñò, äîñòàòî÷íûì
äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êëþ÷à � ðàññòîÿíèå åäèíñòâåííîñòè [7]. Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíî-
ñòè ïîÿâëåíèÿ íåáëàãîïðèÿòíûõ ñîáûòèé ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü áëî÷íûé øèôð íå êàê
ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê, à âûáðàííîå íà îñíîâå ðàññòîÿíèÿ åäèíñòâåííîñòè.
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2. Расстояние единственности как определяющее свойство под-
множества подстановок

Õîðîøî èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìîùíîñòü êëþ÷åâîãî ìíîæåñòâà êðèïòîñèñòå-
ìû ñ ÷èñëîì 𝐿0 èçâåñòíûõ ïàð îòêðûòûé-øèôðîâàííûé òåêñò, äîñòàòî÷íûì äëÿ îäíîçíà÷íîãî
îïðåäåëåíèÿ êëþ÷à � ðàññòîÿíèå åäèíñòâåííîñòè.

Ïîñêîëüêó áëî÷íûé øèôð ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå îòêðûòûõ
òåêñòîâ, òî íàëè÷èå ðàññòîÿíèÿ åäèíñòâåííîñòè ìîæíî èçëîæèòü òàê: øèôð-ïðåîáðàçîâàíèå
� ýòî ïîäìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ïî èçâåñòíûì 𝐿 ïåðåõîäàì.

Определение 1. Пусть Ω𝐿,𝑛 – подмножество подстановок степени 𝑛, Ω𝐿,𝑛 ⊂ 𝑆𝑛, такое
что для любой подстановки 𝜋 ∈ Ω𝐿,𝑛 и для любого набора {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝐿}, 𝑖𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑖𝑗 ̸= 𝑖𝑡,
𝑗 ̸= 𝑡 набор переходов 𝑖𝑗 → 𝜋 (𝑖𝑗), 𝑗 = 1, 𝐿 однозначно определяет подстановку 𝜋.

Предложение 3. Для случая 𝐿 = 1 подмножество Ω1,𝑛 образует латинский квадрат1.

Доказательство. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî Ω1,𝑛 � ïîäìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê, â êî-
òîðîì êàæäûé ýëåìåíò îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ îäíèì ïåðåõîäîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìû âîçüì¼ì ëþáîé ëàòèíñêèé êâàäðàò è êàæäîé ñòðîêå ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ïîäñòàíîâêó, òî òàêîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî áóäåò çàäàâàòü ïîäìíîæåñòâà
òèïà Ω1,𝑛, ïîñêîëüêó âçÿâ ëþáîé ïåðåõîä (íîìåð ñòðîêè è íîìåð ñòîëáöà) ìû îäíîçíà÷íî
âûÿñíèì âñå îñòàëüíûå ïåðåõîäû â ïîñòàíîâêå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Ω1,𝑛 íå îáðàçóþùåå ëàòèíñêèé êâàäðàò,
òî äîëæåí íàéòèñü õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò 𝑖ℎ, êîòîðûé âñòðåòèòñÿ ìèíèìóì äâàæäû â îäíîì
ñòîëáöå, íî ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå ïîäñòàíîâêè èìåþùèå îäèí è òîò æå ïåðåõîä
â çíà÷åíèå 𝑖ℎ, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà. 2

Определение 2. Для двух подстановок 𝜋1, 𝜋2 ∈ 𝑆𝑛 расстоянием 𝑑(𝜋1, 𝜋2) назовём число
несовпадающих переходов

𝑑(𝜋1, 𝜋2) = 𝑛−
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝜋1(𝑖) = 𝜋2(𝑖)) (1)

Предложение 4. Для фиксированной подстановки 𝜑 ∈ 𝑆𝑛 число подстановок, неимею-
щих с ней хотя бы один одинаковый переход равно

T1𝑛(𝜋) = 𝑛!

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖+1

𝑖!
(2)

Доказательство. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîäñòàíîâêè 𝜋 ðàññìîòðèì íàáîðû ïîäìíîæåñòâ
ïîäñòàíîâîê

𝐴𝑖(𝜋) = {𝜌 ∈ 𝑆𝑛 : 𝜌(𝑖) = 𝜋(𝑖)}

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî T𝑛 = |∪𝑛𝑖=1𝐴𝑖(𝜋)|. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ïî-
ëó÷èì:

|∪𝑛𝑖=1𝐴𝑖(𝜋)| =
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝐴𝑖(𝜋)| −
∑︁
𝑖 ̸=𝑗

|𝐴𝑖(𝜋) ∩𝐴𝑗(𝜋)|+ . . .+

+(−1)𝑛+1 |𝐴1(𝜋) ∩𝐴2(𝜋) ∩ . . . ∩𝐴𝑛(𝜋)| ,
1Множество подстановок образуют латинский квадрат – это значит, что выписанные одна под другой строки

образов для каждой из подстановок в множестве, образуют матрицу, которая и будет латинским квадратом.
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|𝐴𝑖1(𝜋) ∩𝐴𝑖2(𝜋) ∩ . . . ∩𝐴𝑖𝑡(𝜋)| = (𝑛− 𝑡)!,

L𝑛 = 𝑛!− 𝐶2
𝑛(𝑛− 2)! + 𝐶3

𝑛(𝑛− 3)! + . . .+ (−1)𝑛+1𝐶𝑛
𝑛0! =

= 𝑛!− 𝑛!

2
+
𝑛!

3!
− . . .+ (−1)𝑛+1 =

= 𝑛!

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖+1

𝑖!

2

íà îñíîâå ôîðìóëû 2 ìîæíî âûïèñàòü îöåíêó íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ω2,𝑛

|Ω2,𝑛| 6

(︃
𝑛!

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖+1

𝑖!

)︃𝑛−1

Äàííàÿ îöåíêà â ñèëó ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåñîäåðæàòåëüíîé.
Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ ðàññòîÿíèÿ

åäèíñòâåííîñòè 𝐿 > 1 ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ω𝐿,𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ íååäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Гипотеза 2. Для Ω𝐿,𝑛 = {𝜋1, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑡} мощность |Ω𝐿,𝑛| определяется совокуностью
расстояний 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑(𝜋𝑖, 𝜋𝑗)

Гипотеза 3.
Ω𝐿,𝑛 6 𝐶

𝐿−1
𝑛 (𝑛− 𝑙 + 1)
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Секция 5. Аналитическая теория чисел
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1. Формулировка результата

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝
2
3 = 𝑏, (1)

ãäå 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏- öåëûå ÷èñëà, 𝑝𝑗- ïðîñòûå ÷èñëà. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü 𝑎𝑗 ̸=
0, (𝑗 = 1, 2, 3) è

ÍÎÄ (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = 1 (2)

Êðîìå ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿ êîíãðóåíò ðàçðåøè-
ìîñòè ïîäîáíî òîìó, êàê â ïðîáëåìå Òàððè ðàáîòû Õóà Ë.Ê. (ñì. ñòð.162, [1]). Åñëè îïðåäåëèì
ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâî

𝑁 (𝑞) := 𝑐𝑎𝑟𝑑
{︀
(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) |1 6 𝑛𝑗 6 𝑞, (𝑛𝑗 , 𝑞) = 1, 𝑎1𝑛1 + 𝑎2𝑛2 + 𝑎3𝑛

2
3 ≡ 𝑏 (mod𝑞)

}︀
, (3)

òîãäà ýòî óñëîâèå ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

”äëÿ âñåõ 𝑞 > 1 âûïîëíÿåòñÿ 𝑁 (𝑞) > 1“. (4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2) è (3) è 𝐵 := max {2, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3},
òîãäà, èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé
ðàáîòû â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Теорема 1. Если 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏 удовлетворяют условиям (2) - (4), то существует эффек-
тивное постоянное число 𝐴 > 0 такое, что справедливы следующие утверждения:

а) если все 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 положительны и 𝑏 > 𝐵𝐴, то уравнение (1) имеет решение в простых
числах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3.

b) если не все 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 имеют одинаковой знак, то уравнение (1) имеет решение в про-
стых числах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, которые не привосходит 3 |𝑏|+𝐵𝐴.

Åñëè â óðàâíåíèè (1) ïîëîæèì 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 1, òîãäà ìû ïðèäåì êëàññè÷åñêîé çàäà÷å,
ïîñòàâëåííîé Õóà Ëî Êåí`îì â 1938 ãîäó [2].

2. Обозначение и малые дуги

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç 𝑝(ñ èíäåêñîì èëè áåç èíäåêñà) îáîçíà÷èì ïðîñòîå ÷èñëî, 𝑐1, 𝑐2, ...
- ýôôåêòèâíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííîå, 𝛿-äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ýôôåêòèâíîå
÷èñëî, çíà÷åíèå êîòîðîãî ìîæåò çàâèñåòü îò çíà÷åíèé 𝑐𝑗 . Íå îãðàíè÷ûâàÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì
ïðåäïîëàãàòü 𝐵 > 34. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâ

îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3] è [4]. Ïîëîæèì 𝑁 > 0 è 𝑄 : = 𝑁 𝛿, 𝑇 : = 𝑄
1√
𝛿 , 𝐿 : = 𝑁 𝐵−1.

×èñëî 𝑁 , îïðåäåëèì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå 𝐵 6 𝑄𝛿.
Ïóñòü 𝜒(mod𝑞) è 𝜒0 (mod𝑞) ñîîòâåòñòâåííî îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð Äèðèõëå ïî

ìîäóëþ 𝑞 è ãëàâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ 𝑞 (ñì. ��4 è 5, [5],). Èçâåñòíî (ñì. �14,
[5]), ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîå 𝑐1 òàêîå, ÷òî 𝐿−ôóíêöèè 𝐿(𝑠, 𝜒)−ìîãóò èìåòü òîëüêî îäèí âå-
ùåñòâåííûé íóëü 𝛽 äëÿ îäíîãî âåùåñòâåííîãî õàðàêòåðà �̃� ïî ìîäóëþ 𝑟, (𝑟 6 𝑇 ), â îáëàñòè
𝜎 > 1− 𝑐1(ln𝑇 )−1, |𝑡| 6 𝑇. Åñëè òàêîé íóëü ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííûé, âåùåñòâåííûé
íóëü ôóíêöèè 𝐿(𝑠, �̃�) è íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì íóëåì 𝐿(𝑠, 𝜒)− ôóíêöèè. Êðîìå òîãî
ýòîò èñêëþ÷èòåëüíûé íóëü 𝛽 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

𝑐2

(︁
𝑟

1
2 ln2𝑟

)︁−1
6 1− 𝛽 6 𝑐1(ln𝑇 )−1.

Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà 𝑦 è ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà 𝑞, îïðå-

äåëèì 𝑒 (𝑦) := 𝑒2𝜋𝑖𝑦 è 𝑒𝑞 (𝑦) := 𝑦
2𝜋𝑖 𝑦

𝑞 = 𝑒
(︁
𝑦
𝑞

)︁
; Λ (𝑛) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ Ìàíãîëüäòà. Áîëåå

òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õàðàêòåðà 𝜒 (mod𝑞), ìû ââîäèì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

𝑆𝑗 (𝑦) :=
∑︀

𝐿<𝑛𝑗6𝑁
Λ (𝑛𝑗) 𝑒 (𝑛𝑗𝑦) , 𝑗 = 1, 2; 𝑆3 (𝑦) :=

∑︀
𝐿<𝑛36𝑁

Λ (𝑛3) 𝑒
(︀
𝑛23𝑦
)︀
,

𝑆𝑗 (𝜒, 𝑦) :=
∑︀

𝐿<𝑛𝑗6𝑁
Λ (𝑛𝑗)𝜒 (𝑛𝑗) 𝑒 (𝑛𝑗𝑦) , 𝑗 = 1, 2; 𝑆3 (𝜒, 𝑦) :=

∑︀
𝐿<𝑛36𝑁

Λ (𝑛3)𝜒 (𝑛3) 𝑒
(︀
𝑛23𝑦
)︀
,

𝐼𝑗 (𝑦) :=
𝑁∫︀
𝐿

𝑒 (𝑥𝑗𝑦) 𝑑𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐼3 (𝑦) :=
𝑁∫︀
𝐿

𝑒
(︀
𝑥23𝑦
)︀
𝑑𝑥3 ;

𝐼𝑗 (𝑦) =
𝑁∫︀
𝐿

𝑥𝛽−1
𝑗 𝑒 (𝑥𝑗𝑦) 𝑑𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐼3 (𝑦) =

𝑁∫︀
𝐿

𝑥𝛽−1
3 𝑒

(︀
𝑥23𝑦
)︀
𝑑𝑥3 ;

𝐼𝑗 (𝜒, 𝑦) :=
∑︀

|𝛾|6𝑇

′
𝑁∫︀
𝐿

𝑥𝜌−1
𝑗 𝑒 (𝑥𝑗𝑦) 𝑑𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐼3 (𝜒, 𝑦) :=

∑︀
|𝛾|6𝑇

′
𝑁∫︀
𝐿

𝑥𝜌−1
3 𝑒

(︀
𝑥23𝑦
)︀
𝑑𝑥3.

(5)

Çäåñü
∑︀

|𝛾|6𝑇

′
- îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íóëÿì 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 ôóíêöèè 𝐿(𝑠, 𝜒)

â îáëàñòè 1
2 6 𝛽 6 1− 𝑐1(ln𝑇 )−1,|𝛾| 6 𝑇 (êðîìå èñêëþ÷èòåëüíîãî íóëÿ 𝛽).

Ïîëîãàÿ 𝜏 = 𝑇
1
4𝑁−1 èíòåðâàë [𝜏 ; 1 + 𝜏 ] äåëèì íà îñíîâíûå è äîïîëíèòåëüíûå ïîä èíòåð-

âàëû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ ℎ è 𝑞 óñëîâèåì 1 6 ℎ 6 𝑞 6 𝑄, ïóñòü
𝑚(ℎ, 𝑞) îçíà÷àåò çàêðûòûé èíòåðâàë [(ℎ− 𝜏)/𝑞 ; (ℎ+ 𝜏)/𝑞 ] . Íåòðóäíî âèäåò, ÷òî ýòè èíòåðâà-
ëû âçàèìíî íåïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â [𝜏 ; 1 + 𝜏 ] . Îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ èíòåðâàëîâ 𝑚(ℎ, 𝑞)
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îáîçíà÷èì ÷åðåç𝑀 è áóäåì íàçûâàòü áîëüøîé äóãîé, à ðàçíîñòü [𝜏 ; 1 + 𝜏 ] ∖𝑀 îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝑀 ′ è áóäåì íàçûâàòü ìàëîé äóãîé.

Ïóñòü
𝐼(𝑁) :=

∑︁
𝐿<𝑛1,𝑛2,𝑛36𝑁

𝑎1𝑛1+𝑎2𝑛3+𝑎3𝑛2
3=𝑏

Λ (𝑛1) Λ (𝑛2) Λ (𝑛3), (6)

òîãäà èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèè (6) 𝐼(𝑁) ìîæíî ïðåäñòàâèò â âèäå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà

𝐼 (𝑁) =

1+𝜏∫︁
𝜏

𝑒 (−𝑏𝑥)𝑆1 (𝑎1𝑥) 𝑆2 (𝑎2𝑥) 𝑆3 (𝑎3𝑥) 𝑑𝑥.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 𝑀 ∪𝑀 ′ = [𝜏, 1+ 𝜏 ], èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè ìû ìîæåì íàïèñàòü êàê ñóììà
äâóõ èíòåãðàëîâ , òî åñòü â âèäå

𝐼 (𝑁) =

⎛⎝∫︁
𝑀

+

∫︁
𝑀 ′

⎞⎠ 𝑒 (−𝑏𝑥)
3∏︁

𝑗=1

𝑆𝑗 (𝑎𝑗𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐼1 (𝑁) + 𝐼2 (𝑁) (7)

Íà ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâî (7) ÷åðåç 𝐼1 (𝑁) îáîçíà÷åíà èíòåãðàë ïî áîëüøîé äóãå 𝑀 , à
÷åðåç 𝐼2 (𝑁) èíòåãðàë ïî ìàëîé äóãå 𝑀 ′.

Ñíà÷àëà îöåíèì èíòåãðàë ïî ìàëîé äóãå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé:

Лемма 1. Для произвольного 𝑥 ∈𝑀 ′, при 𝑁 > 𝑁1 (𝑐3, 𝛿) справедлива оценки:

𝑆𝑗 (𝑎𝑗𝑥)≪ 𝑁𝑄− 1
2𝐵

1
2 ln4𝑁, (𝑗 = 1, 2)

и
𝑆3 (𝑎3𝑥)≪ 𝑁1+

𝑐3
ln ln𝑁𝑄− 1

4𝐵
1
4 ,

где ≪ - символ И.М. Виноградова.

Èç ëåììà 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè 𝑁 > 𝑁1(𝑐3, 𝛿), òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

𝐼2(𝑁)≪ 𝑁2+
𝑐3

ln ln𝑁𝑄−1/4𝐵1/4 ln𝑁. (8)

Ïóñòü 𝑅 (𝑁) êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèå (1) â ïðîñòûõ ÷èñëàõ 𝐿 < 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 6 𝑁 .
Ó÷èòûâàÿ (6), (7) è (8) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

𝑅(𝑁) >
𝐼1(𝑁)

ln3𝑁
+𝑂

(︁
𝑁2+

𝑐4
ln ln𝑁𝑄−1/4𝐵1/4(ln𝑁)−2

)︁
(9)

3. Большие дуги

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

𝐼1(𝑁) =

∫︁
𝑀

𝑒(−𝑏𝑥)
3∏︁

𝑖=1

𝑆𝑖(𝑎𝑖𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁
𝑞6𝑄

𝑞∑︁
ℎ=1

′

𝜏/𝑞∫︁
−𝜏/𝑞

𝑒

(︂
−𝑏
(︂
ℎ

𝑞
+ 𝜂

)︂)︂ 3∏︁
𝑖=1

𝑆𝑖

(︂
𝑎𝑖

(︂
ℎ

𝑞
+ 𝜂

)︂)︂
𝑑𝜂. (10)

Îáîçíà÷èì

𝐶1 (𝜒,𝑚) =
𝑞∑︀

𝑙=1

𝜒 (𝑙)𝑒𝑞 (𝑙𝑚) , 𝐶1 (𝜒0,𝑚) =
𝑞∑︀

𝑙=1

′
𝑒𝑞 (𝑙𝑚) ;

𝐶2 (𝜒,𝑚) =
𝑞∑︀

𝑙=1

𝜒 (𝑙)𝑒𝑞
(︀
𝑙2𝑚

)︀
, 𝐶2 (𝜒0,𝑚) =

𝑞∑︀
𝑙=1

′
𝑒𝑞
(︀
𝑙2𝑚

)︀
.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
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Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèè è ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4], à òàêæå òî÷íîå ôîðìóëà

𝜓(𝑥, 𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛) = 𝛿𝜒0𝑥− 𝛿�̃�
𝑥𝛽

𝛽
−
∑︁
|𝛾|6𝑇

′ 𝑥𝜌

𝜌
+𝑂(𝑁𝑇−1𝑙𝑛2𝑇 ),

íàõîäèì

𝑆𝑗(𝑎𝑗𝑥) =
1

𝜙(𝑞)
{𝐻𝑗 +𝑅} , 𝑗 = 1, 2, 3,

ãäå 𝛿𝜒0 =

{︂
1, åñëè 𝜒 = 𝜒0

0, åñëè 𝜒 ̸= 𝜒0,
𝛿̃︀𝜒 =

{︂
1, åñëè 𝜒 = ̃︀𝜒
0, åñëè 𝜒 ̸= ̃︀𝜒 (ñì. [6] è còð.115, [5]),

𝑅≪ 𝜙(𝑞)𝑁𝐵𝑇−3/4𝑙𝑛2𝑇, 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥 ≤ 𝑁, 𝑞 ≤ 𝑇
Ïîñòàâëÿÿ ýòîò â (10) ïîëó÷èì

𝐼1(𝑁) =
∑︀
𝑞6𝑄

1
𝜙3(𝑞)

𝑞∑︀
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)

𝜏/𝑞∫︀
−𝜏/𝑞

𝑒 (−𝑏𝜂)𝐻1𝐻2𝐻3𝑑𝜂 +𝑂
(︀
𝑁2𝑄−3/4

)︀
.

Òåïåðü ðàñøèðÿÿ ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèå äî (−∞; +∞) èíòåãðàë 𝐼1(𝑁) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

𝐼1(𝑁) =
∑︁
𝑞6𝑄

1

𝜙3(𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

(ℎ,𝑞)=1

+∞∫︁
−∞

𝑒(−𝑏𝜂)𝐻1𝐻2𝐻3𝑑𝜂 +𝑂(𝑁2𝑄−1/2), (11)

ãäå
𝐻𝑗 = 𝐻𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂) = 𝐶1(𝜒0, 𝑎𝑗ℎ)𝐼(𝑎𝑗𝜂)− 𝛿�̃�𝐶1(�̃�𝜒0, 𝑎𝑗ℎ)𝐼(𝑎𝑗𝜂)−𝐺𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂),

𝐺𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂) =
∑︁
𝜒𝑞

𝐶1(𝜒0, 𝑎𝑗ℎ)𝐼𝜒(𝑎𝑗𝜂), ( 𝑗 = 1, 2)

è
𝐻3 = 𝐻3(ℎ, 𝑞, 𝜂) = 𝐶2(𝜒0, 𝑎3ℎ)𝐼(𝑎3𝜂)− 𝛿�̃�𝐶2(�̃�𝜒0, 𝑎3ℎ)𝐼(𝑎3𝜂)−𝐺3(ℎ, 𝑞, 𝜂),

𝐺3(ℎ, 𝑞, 𝜂) =
∑︁
𝜒𝑞

𝐶2(𝜒0, 𝑎3ℎ)𝐼𝜒(𝑎3𝜂).

Äàëåå, èññëåäóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå íà ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâî (11) äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

𝐼1(𝑁) > 𝑁2+
𝑐4

ln ln𝑁𝑄−2/9𝐵1/4(ln𝑁)−2. (12)

Èç (9) è (12) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Îáÿçàòåëüíûì ýëåìåíòîì òåçèñîâ ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèå, ôàìèëèè àâòîðîâ è àôôèëèàöèÿ íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

Ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Âîðîíîãî ÿâëÿþòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ñóìì
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå àâòîìîðôíûõ ôîðì. Äàííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò âûäåëèòü ãëàâíûé
÷ëåí â ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììå, à òàêæå ñîêðàòèòü äëèíó ñóììèðîâàíèÿ. Â ñâîåé ðàáîòå 1903
ãîäà Ã.Ô. Âîðîíîé âûâåë ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ðÿäîâ Ýéçåíøòåé-
íà ðàâíûìè ôóíêöèè êîëè÷åñòâà äåëèòåëåé öåëîãî ÷èñëà, áëàãîäàðÿ êîòîðîé óäàëîñü óëó÷-
øèòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ïðîáëåìå äåëèòåëåé Äèðèõëå. Ñ òåõ ïîð áûëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî
îáîáùåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ àâòîìîðôíûõ ôîðì. Â äîêëàäå ìû ðàññìîòðèì èñòîðèþ äàííîé
çàäà÷è, à òàêæå äîêàæåì íîâûé âàðèàíò ôîðìóëû Âîðîíîãî äëÿ íåãîëîìîðôíûõ ôîðì Ìà-
àññà ïîëóöåëîãî âåñà è êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Ãåêêå óðîâíÿ 4. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ
ôîðìóëà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñóììû çíà÷åíèé L-ðÿäîâ Çàãüå íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé, êîòî-
ðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ
è ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ L-ôóíêöèé ñèììåòðè÷åñêîãî êâàäðàòà.
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On mutual prime elements of Beatty sequences

A. V. Begunts (Russia, Moscow)
Lomonosov Moscow State University
e-mail: alexander.begunts@math.msu.ru
D. V. Goryashin (Russia, Moscow)
Lomonosov Moscow State University
e-mail: dmitry.goryashin@math.msu.ru

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû äâà ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííîé àâòîðàìè (ñì. [1]) àñèìïòî-
òè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áèòòè [𝛼𝑛 + 𝛽], ãäå 𝛼 > 1 �
èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñ îãðàíè÷åííûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè, â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ñ ðàñòóùåé ðàçíîñòüþ.

Èçâåñòíî (ñì. çàäà÷ó 19 ê ãë. II êíèãè [2]), ÷òî ñðåäè ïåðâûõ 𝑁 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äîëÿ
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ äàííûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì 𝑎 àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà 𝜙(𝑎)

𝑎 , ãäå
𝜙(𝑎) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Îòâåò íà àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áèòòè äà¼ò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Теорема 1. Пусть 𝛼 > 1 — иррациональное число и 𝑁 — достаточно большое на-
туральное число. Тогда если неполные частные непрерывной дроби числа 𝛼 ограничены, то
для количества 𝑆(𝛼,𝑁, 𝑎) элементов последовательности Битти [𝛼𝑛], 1 6 𝑛 6 𝑁 , взаимно
простых с числом 𝑎, справедлива асимптотическая формула

𝑆(𝛼,𝑁, 𝑎) = 𝑁
𝜙(𝑎)

𝑎
+𝑂

(︁
min(𝜎(𝑎) ln3𝑁,

√
𝑁𝜏(𝑎) ln3/2𝑁)

)︁
.

Èçâåñòíî òàêæå (ñì. çàäà÷ó 21 ê ãë. II êíèãè [2]), ÷òî ñðåäè âñåõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 𝑁 , äîëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà
1

𝜁(2) = 6
𝜋2 . Îòâåò íà àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ïàð ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Áèòòè ñîäåð-

æèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Теорема 2. Пусть 𝛼 > 1 и 𝛽 > 1 — иррациональные числа и 𝑁 — достаточно большое
натуральное число. Тогда если неполные частные непрерывных дробей чисел 𝛼 и 𝛽 ограничены,
то для количества 𝑆(𝛼, 𝛽,𝑁) пар взаимно простых элементов последовательностей Битти
[𝛼𝑚], 1 6 𝑚 6 𝑁 , и [𝛽𝑛], 1 6 𝑛 6 𝑁 , справедлива асимптотическая формула

𝑆(𝛼, 𝛽,𝑁) =
6

𝜋2
𝑁2 +𝑂

(︁
𝑁3/2 ln3/2𝑁

)︁
.
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Let 𝑄 = 𝑡𝑄 be a symmetric non-singular matrix of dimension 3 with integer elements. We
identify 𝑄 with the corresponding quadratic form. We say that quadratic form 𝑄 represents an
integer 𝐴 primitively if the equation 𝑄[𝑏] = 𝑏𝑡𝑄𝑏 = 𝐴 has an integer solution 𝑏 ∈𝑀3,1(Z) such that
gcd(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = 1. A positive de�nite classically integral quadratic form 𝑄 is said to be (primitively)
prime-universal if it (primitively) represents all primes. G. Doyle and K.S. Williams in [1] classi�ed
all prime-universal diagonal ternary quadratic forms (and also diagonal quaternary quadratic forms
under some their conjectures), and J. Ju, D. Kim, K. Kim, M. Kim and B.-K. Oh in [2] classi�ed
all prime-universal diagonal quadratic forms regardless of ranks. We will investigate a primitive
counterpart of this problem for ternary quadratic forms, as well as the non-diagonal counterpart.
For example, we prove that the form 𝑄 = 𝑥21 + 𝑥22 + 3𝑥23 which is a prime-universal according to
[1], is a primitively prime-universal. Our proof relies heavily on a system of 𝑝-adic symbols [3] and
primitive representations over local rings Z𝑝 [4,5]. Our main result reads as follows.

Theorem 1. Let 𝑄 be a positive definite ternary quadratic form with class number one. Let the
determinant |𝑄| of the quadratic form 𝑄 be odd. Then the form 𝑄 is a primitively prime-universal
if its 2-symbol satisfies Property 1, and all odd prime 𝑝-symbols satisfy Property 2.

� Property 1. Let 𝑄 have one of the following 2-adic symbols 1+3
±1, 1

−3
±3 over the ring Z2.

� Property 2. Let 𝑄 have a 𝑝-adic symbol
∏︀

𝑞 𝑞
𝜖𝑞(𝑄)𝑛𝑞(𝑄), 𝑞 = 𝑝𝛼, 𝛼 = 0, 1, 2, . . ., over an odd

ring Z𝑝, and one of the following holds:

𝑛1(𝑄) = 3;

𝑛1(𝑄) = 2 𝑎𝑛𝑑 𝜖1(𝑄) =
(︁
−1
𝑝

)︁
𝑓𝑜𝑟 𝛼 > 1;

𝑛1(𝑄) = 2 𝑎𝑛𝑑 𝜖𝑝(𝑄) = 1 𝑓𝑜𝑟 𝛼 = 1.
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Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
𝑁 ñóììîé äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ôóíêöèè ×åáû-
ø¼âà è òåîðåì î ïëîòíîñòè íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî
|𝑝1 + 𝑝2 −𝑁 | 6 𝐻 ðàçðåøèìî â ïðîñòûõ ÷èñëàõ 𝑝1 è 𝑝2 ïðè 𝐻 > 𝑁1/6+𝜀 (ñì. çàäà÷ó 4à ê ãëàâå
VII ìîíîãðàôèè À.À.Êàðàöóáû [1]). Â 1975 ã. Õ.Ìîíòãîìåðè è Ð.Âîí â ñòàòüå [2] äîêàçàëè
ðàçðåøèìîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðè 𝐻 > 𝑁7/72+𝜀.

Â 2001 ã. Ð. Áåéêåð, Ã.Õàðìàí è Äæ.Ïèíòö â ðàáîòå [3] ïîëó÷èëè äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé
íåðàâåíñòâà |𝑝−𝑁 | 6 𝐻 â ïðîñòûõ ÷èñëàõ 𝑝 ïðàâèëüíóþ ïî ïîðÿäêó îöåíêó ñíèçó ïðè óñëîâèè
𝐻 > 𝑁21/40+𝜀. Íà îñíîâå ýòîãî ðåçóëüòàòà è ïëîòíîñòíûõ òåîðåì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Теорема 1. Пусть 𝜀 — произвольно малое положительное число, 𝑁1 > 𝑁
21
40

+𝜀. Тогда при

𝐻 > 𝑁
1
6
+2𝜀

1 > 𝑁
7
80

+𝜀 для числа 𝐽1(𝑁,𝐻) решений неравенства |𝑝1 + 𝑝2 −𝑁 | 6 𝐻 в простых
числах 𝑝1 и 𝑝2 справедлива оценка

𝐽1(𝑁,𝐻)≫ 𝑁1𝐻

ln2𝑁
.

Êðîìå òîãî, íà îñíîâå ïëîòíîñòíîé òåõíèêè äîêàçûâàåòñÿ òàêæå îöåíêà ñíèçó äëÿ ÷èñëà
ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

⃒⃒
𝑝21 + 𝑝22 + 𝑝3 −𝑁

⃒⃒
6 𝐻 â ïðîñòûõ ÷èñëàõ 𝑝1, 𝑝2 è 𝑝3 ïðè 𝐻 > 𝑁

7
72

+𝜀.
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Теорема 2. Пусть 𝜀 — произвольно малое положительное число, 𝑁2 > 𝑁
7
12

+𝜀. Тогда

при 𝐻 > 𝑁
1
6
+2𝜀

2 > 𝑁
7
72

+𝜀 для числа 𝐽2(𝑁,𝐻) решений неравенства
⃒⃒
𝑝21 + 𝑝22 + 𝑝3 −𝑁

⃒⃒
6 𝐻 в

простых числах 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3 справедлива оценка

𝐽2(𝑁,𝐻)≫ 𝑁2𝐻

ln3𝑁
.
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1. Introduction

Let us consider two regular manifolds of equal dimensions M and N. f : M→ N is some their
map.

Definition 1. This map is called a covering, if following conditions are satisfied:
a) The Jacobian of the map f is distinct from zero in every point of the manifold M;

b) For every point 𝑦 ∈ 𝑁 there exists a neighborhood 𝑦 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑁 such that the preimage
𝑓−1(𝑈) ⊂𝑀 consists of finite of infinite number of non-intersecting domains

𝑓−1 (𝑈) = 𝑉1
⋃︁
𝑉2
⋃︁
· · · ,

for which the map 𝑓 : 𝑉𝑗 → 𝑈 is diffeomorphism;

c) The manifold is covered by finite or denumerable family of such domains 𝑈 .

Another equivalent de�nition of the notion of covering based on a dual point of a view to the
problem. Consider this de�nition.

Definition 2. The surjective continuous map 𝜋: X→ Y of linearly connected space X is called
a covering:

1) if for every point a ∈ Y there exists a neighborhood V ⊂ Y for which it can be found a
homeomorphism h : 𝜋−1 (V ) → V × Γ , with a discrete space Γ.

2) If p: V × Γ → V is a natural projection then

𝜋|𝜋−1(𝑉 ) = 𝑝 ∘ ℎ.

The space X is called the space of covering; Y is called a base of covering.

First de�nition mostly is in use in geometry and analysis. Second de�nition is widely used in
algebra and topology. The problem on equivalence of these two de�nitions is substantive. Digging
deep in investigation of this problem goes out of the frames of this paper. We accept it without
proof.

The number of sheets is an important characteristics of coverings and in many questions of
analysis and geometry, it arises the question on de�ning or estimating of the number of sheets. The
number of sheets does not depend on the point, if the manifold is connected [1]. In general case
this question is not easy for investigation. For one class of coverings this question allows solution
by using of compactness [1]. Consider one of theorems for such kind.

Let M and N be smooth n-dimensional closed manifolds, and the map 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 is regular
(with non-degenerating Jacobian) and surjective. Following theorem is true.

Proposition 1. The map 𝑓 :𝑀 → 𝑁 is a covering with finite number of sheets.

The condition on closeness of manifolds is substantive in this theorem. But this theorem does
not give tools to advance any conclusions on the number of sheets. In questions connected with
algebraic or analytic manifolds, this question allows solution due to connections of coverings with
some groups of transformation of manifolds.

Coverings rather arose when the system of equations in multidimensional spaces are considered.
In the present work we shall consider coverings de�ned by the system of equations in n-dimensional
spaces 𝑅𝑛. In some natural conditions we obtain bounds for the number of sheets.
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2. Theorem on implicit functions

Following lemma is a general form of the theorem on implicit functions in normed spaces ([2]).

Lemma 1. Suppose we are given with normed spaces X, Y and Z. Let Φ : X × Y → Z be some
differentiable map which at the points a ∈ X, b ∈ Y satisfies the condition Φ(a, b) = 0 and the

linear operator 𝜕Φ(𝑥,𝑦)
𝜕y (the operator of partial differentiation) is continuous and has an inverse in

some neighborhood W of the point (a, b), W = {(x, y)| ‖x − a‖ < r, ‖y − b‖ < 𝜌} ⊂ U. Then there
exists such a ball 𝑈𝜌= {x| ‖x − a‖ < 𝜌<r} with the center at the point 𝑎, and a unique map f : X
→ Y such that:

1) f is continuous in the ball 𝑈𝜌;
2) the equality b = f(a) is true;
3) for every x ∈ 𝑈𝜌 the equality Φ(x, f(x)) = 0 is satisfied.

Uniqueness of the function f (x ) means: if there exist a pair of functions 𝑓1 and 𝑓2 de�ned in
the balls 𝑈𝜌1 and 𝑈𝜌2 , then they are coincident in the intersection 𝑈 = 𝑈𝜌1∩𝑈𝜌2 .

3. Posing of the problem and basic results

Let we are given with some bounded, one-connected, closed Jordan domain , contained in other
open domain given in -dimensional space . Suppose that in the domain some continuous function
and continuously di�erentiable function 𝑓1 (𝑥) = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) be given and, moreover, suppose
that gradient vector is distinct from zero everywhere in Ω0. Consider in Ω a following equation:

𝑓1 (�̄�) = 0. (1)

This equation, by the conditions above, de�nes some n-1 dimensional surface in Ω. We assume
that this surface has n-1 dimensional volume or area. This is possible when the intersection of the
surface with the boundary of the domain Ω has n-1 dimensional Jordan measure being equal to
zero. This condition is always satis�ed when the domain Ω is bounded by �nite number of hyper
surfaces of a view

𝜙 : 𝑈 ⊂ 𝑅𝑛−1 → 𝑉 ⊂ 𝑅𝑛,

with continuously di�erentiable map 𝜙 of closed domains 𝑈 and 𝑉 ; these hypersurfaces can intersect
each with other by parts of their boundaries. We do not exclude the case when one or more surfaces
of boundary has the form 𝑓1 (𝑥) = 𝑎. In this case the question demands more detailed consideration.
The analogical situation is arose in the case of system of equations. But the considered case of one
equation is basic, and the general case is possible to reduce the case of one equation.

The equation 𝑓1 (𝑥) = 0 de�nes a covering in Ω. In many applications of analysis, it arises
the question on the number of sheets of this covering, that is, the number of elementary surfaces
de�ned by this system of equations.

We formulate and prove two theorems on coverings de�ned by such equation. Bounding of the
number of sheets we lead to some metric relations.

Statement 1. Take some cube B ⊂ R𝑛−𝑟 such that covering with this base has a discrete
space Γ. Then for the number of elements of Γ, the following inequality is satisfied:

|Γ | 6𝑀 |𝐵|−1

∫︁
Π

𝑑𝑠√
𝐺
,

where M denotes the maximal value of components of the gradient vector in B and |B| is a volume
of B and in the right hand side a surface integral taken along the surface Π, defined by the system
of given equations.
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Statement 2. In the conditions of the theorem 1 we have:

|Γ | 6𝑀 |𝐵|−1𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ𝑟

∫︁
0 < 𝑓1 < ℎ
· · ·

0 < 𝑓𝑟 < ℎ

|𝐽 |−1𝑑𝑥𝑟+1 · · · 𝑑𝑥𝑛 .

where integration is taken along the subset of Ω , defined by inequalities indicated at the foot of the
sign of integral.

Following lemma is important and has an independent interest (�rstly this result with brief proof
was given in [3]). It is generalization of the theorem on di�erentiation of an integral with variable
upper bound, which lies in the base of di�erential and integral calculus. For which class of functions
one can state that integral with upper variable bound is an antiderivative for a given function?
Solution in full of this question reaches in more general theories of integral. The lemma below is
a generalization of those problems for multi-dimensional integrals. Here we give simplest form of
the question showing the basic di�culties we are met. We does not consider Lebesgue or other
general integrals' theories in which the question can be completely studied. For us more suitable
to de�ne basic ideas for studying the case of Riemann integral, to give applications to estimates of
the number of sheets of coverings, and investigate problem on estimating of the number of sheets
using the structure of some tensor �elds.

Lemma 2. Let domains Ω and Ω0, functions 𝑓(𝑥) and 𝑓1 (𝑥) be defined as above in n-
dimensional space . Let, further, 𝜉0 be some point of an image of the function 𝑓1 (𝑥) . Then in
some neighborhood of the point 𝜉0 we have the equality

𝜕

𝜕𝜉1

∫︁
Ω(𝜉)

𝑓𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛 =

∫︁
𝑀(𝜉)

𝑓
𝑑𝑠√
𝐺

Where Ω
(︀
𝜉
)︀
is a sub-domain in Ω, defined by the inequality 𝑓1 (𝑥) 6 𝜉, and 𝑀(𝜉) is a surface

defined by the equation 𝑓1 (𝑥) = 𝜉, 𝐺 is a norm of gradient of the function 𝑓1 (𝑥).

Remark 1. Differentiating of integral is taken one sided, that is, passing to the limit performed
from interior of the domain Ω

(︀
𝜉
)︀
. In the work is proven that there is only finite or denumerable

values ov vector 𝜉 at which one sided derivatives differs each from other (this not substantive in
applications). In all other points they a coincides with the ordinary derivative.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Dubrovin B. A., Novikov S. P., Fomenko A. T. Modern Geometry // Moscow: Nauka, 1968.
760p.

2. Shilov G. E. Mathematical Analysis. Functions of several real variables // Moscow: Nauka,
1972, 622p.

3. Dzhabbarov I. Sh. On estimates of trigonometric integrals // Chebishevskii sbornik. -2010, v.
11, issue 1, pp. 85-108.

__________________________________________



Ñåêöèÿ 5. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë 179

ÓÄÊ 511.32

О максимальном числе простых делителей порядков
циклических подгрупп в симметрической группе

Р. А. Дохов (Россия, г. Ставрополь)
Северо-Кавказский федеральный университет
e-mail: rezuan.dokhov@yandex.ru
У. М. Пачев (Россия, г. Нальчик)
Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х. М. Бербекова
e-mail: urusbi@rambler.ru

On the maximum number of prime divisors of the orders of cyclic
subgroups in a symmetric group

R. A. Dokhov (Russia, Stavropol)
North-Caucasus Federal University
e-mail: rezuan.dokhov@yandex.ru
U. M. Pachev (Russia, Nalchik)
Kabardino-Balkarian State University named after H. M. Berbekov
e-mail: urusbi@rambler.ru

Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåíåíèé òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ ê òåîðèè ñèììåòðè÷åñêèõ
ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîñòóëàò Áåðòðàíà î ïðîñòûõ ÷èñëàõ (ìåæäó íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè 𝑛 è 2𝑛
ïðè 𝑛 > 1 ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà 𝑆𝑛 íå èìååò ïîäãðóïï, èíäåêñ 𝑖 êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 2 < 𝑖 < 𝑛 ïðè
𝑛 > 4.

Ïîñòóëàò Áåðòðàíà áûë äîêàçàí ×åáûøåâûì â 1852 ã. Äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå òåîðèè ÷è-
ñåë ê ãðóïïàì ïîäñòàíîâîê çàäàííîé ñòåïåíè áûëî äàíî Ý. Ëàíäàó [1], èññëåäîâàíèå êîòîðîãî
áûëî ïðîäîëæåíî Â.Ìèëëåð [2].

Åù¼ îäíî ïðèìåíåíèå, ñâÿçàííîå ñ òåîðèåé ñðàâíåíèé äà¼òñÿ â [3], ãäå óñòàíîâëåíî ñóùå-
ñòâîâàíèå â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå 𝑆𝑛 öèêëè÷åñêèõ, àáåëåâûõ è íåàáåëåâûõ ïîäãðóïï ñîîò-
âåòñòâåííî ïîðÿäêîâ 𝑘, 𝜙(𝑘) è 𝑘𝜙(𝑘), ãäå 𝜙(𝑘)�ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ïðè ýòîì 𝑘 6 𝑛.

Òåïåðü ìû åù¼ ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå òåîðèè ÷èñåë ê âîïðîñó î ìàêñè-
ìàëüíîì ÷èñëå ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû
𝑆𝑛.

Теорема 1. Для максимального числа max
𝜏∈𝑆𝑛

𝜈(|< 𝜏 <|) простых делителей порядков цик-

лических подгрупп симметрической группы 𝑆𝑛 справедливо неравенство

max
𝜏∈𝑆𝑛

𝑣(|< 𝜏 <|) >
√︂

𝑛

log 𝑛
− 1,

где 𝑣—функция числа простых делителей.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû Ðîññåðà [4] îá îöåí-
êàõ 𝑛-ãî ïðîñòîãî ÷èñëà è ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà [5].
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À. Î. Ãåëüôîíä äîêàçàë, ÷òî ñóììû öèôð ðàçëîæåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â 𝑏-è÷íóþ ñè-
ñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî àðèôìåòè÷åñêèì ïðîãðåññèÿì ñ ðàçíîñòüþ 𝑑
ïðè óñëîâèè âçàèìíîé ïðîñòîòû 𝑏− 1 è 𝑑, à, èìåííî, ðåøèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü

𝑋 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖𝑏
𝑖,
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ãäå 𝑧𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑏− 1}, � ðàçëîæåíèå 𝑋 â 𝑏-è÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, 𝑁 (𝑏)
𝑑,𝑎(𝑋) � êîëè÷åñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 𝑋 äëÿ êîòîðûõ
∞∑︀
𝑖=0

𝑧𝑖(𝑚) ≡ 𝑎 (mod 𝑑).

Ãåëüôîíä ïîêàçàë [1], ÷òî â ñëó÷àå âçàèìíîé ïðîñòîòû 𝑑 è 𝑏−1 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ 𝜇 < 1
òàêàÿ, ÷òî

𝑁
(𝑏)
𝑑,𝑎(𝑋) =

𝑋

𝑑
+𝑂(𝑋𝜇).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Ïóñòü 𝛼 ∈ (0; 1) � èððàöèîíàëüíî, {𝑞𝑖} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ðàçëîæå-

íèÿ 𝛼 â öåïíóþ äðîáü, {𝑄𝑖}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé.

Çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì

𝑄𝑖 = 𝑞𝑖𝑄𝑖−1 +𝑄𝑖−2,

ãäå 𝑄1 = 1, 𝑄2 = 𝑞1, îáðàçóþò ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑋
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê

𝑋 =
∞∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖𝑄𝑖, (1)

ãäå 0 6 𝑧𝑖 6 𝑞𝑖+1, ïðè÷åì, åñëè 𝑧𝑖 = 𝑞𝑖+1, òî 𝑧𝑖−1 = 0. Äàííîå ðàâåíñòâî ïîëó÷èëî íàçâàíèå
îáîáùåííîãî ðàçëîæåíèÿ Îñòðîâñêîãî ïî çíàìåíàòåëÿì ïîäõîäÿùèõ äðîáåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑁𝑑,𝑎(𝑋) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 𝑋, äëÿ êîòîðûõ
ñóììà êîýôôèöèåíòîâ 𝑧𝑖 ðàçëîæåíèÿ (1) ñðàâíèìà ñ 𝑎 ïî ìîäóëþ 𝑑, ò.å.

𝑁𝑑,𝑎(𝑋) = ♯

{︃
𝑚 : 𝑚 < 𝑋,

∞∑︁
𝑖=0

𝑧𝑖(𝑚) ≡ 𝑎 (mod 𝑑)

}︃
. (2)

Â ðàáîòå [2] ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåí âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå 𝑁𝑑,𝑎(𝑋) â ñëó÷àå 𝑑 = 2. Äîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî 𝛼

𝑁2,𝑎(𝑋) =
𝑋

2
+𝑂(log𝑋).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîäóëåé ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå.

Теорема 1. Пусть величина 𝑁𝑑,𝑎(𝑋) определяется равенством (2) для наутрального 𝑋,
имеющего разложение (1) по 𝑄𝑖 — знаменателям подходящих дробей представления числа
𝛼 в виде цепной дроби, при условии, что все соотвествующие неполные частные сравнимы
с нулем по модулю 𝑑. Тогда справедлива асимптотическая формула

𝑁𝑑,𝑎(𝑋) =
𝑋

𝑑
+𝑂(log𝑋).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

𝑑0 =

[︂
𝑑

2

]︂
, 𝑑′0 =

{︂
𝑑0 ïðè 𝑑 � ÷åòíîì,

𝑑0 + 1 ïðè 𝑑 � íå÷åòíîì;

ãäå [𝑥] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà 𝑥; 𝑞′𝑖 = 1, åñëè 𝑞𝑖 ≡ 0 (mod 𝑑); 𝑞′𝑖 � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ 𝑞𝑖 ≡ 𝑞′𝑖 (mod 𝑑), åñëè 𝑞𝑖 ≢ 0 (mod 𝑑).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



182 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

Теорема 2. Пусть величина 𝑁𝑑,𝑎(𝑋) определяется равенством (2) для наутрального 𝑋,
имеющего разложение (1) по 𝑄𝑖 — знаменателям подходящих дробей представления числа
𝛼 в виде цепной дроби. Если 𝑘𝛼,𝑑(𝑛) — количество неполных частных 𝑞𝑖, 𝑖 < 𝑛, разложения
числа 𝛼 в цепную дробь таких, что 𝑞𝑖 > 𝑑′0, то справедлива асимптотическая формула

𝑁𝑑,𝑎(𝑋) =
𝑋

𝑑
+𝑂

(︁
𝑋𝜇−𝑘𝛼,𝑑(𝑛1(𝑋))

)︁
,

где 𝑛1(𝑋) = max {𝑖 : 𝑄𝑖 6 𝑋}, 𝜇 = 2𝑑0+3
2𝑑0+2 и 𝑑 > 3.

Если 𝑋 →∞, то 𝑛1(𝑋)→∞ и первое слагаемое больше, чем второе.
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Â ðàáîòàõ [1] - [3] ðàññìàòðèâàëèñü òàóáåðîâû òåîðåìû äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ Òåéëîðà �
Äèðèõëå ïðè ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ, à òàêæå äîêàçàíî íåñêîëüêî òåîðåì î ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ
â òàóáåðîâûõ òåîðåìàõ ñ îñòàòêîì.

Â ýòîé ðàáîòå íàéäåíà äðóãàÿ îöåíêà äëÿ ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ 𝑚�ãî ïîðÿäêà.

Теорема 1. Пусть ряд Тейлора — Дирихле

𝑓𝑎(𝜎) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑒
−𝜎𝑛

абсолютно сходится при 𝜎 > 0 и удовлетворяет условию

𝑓𝑎(𝜎) = 𝐻 +𝑂(𝑟(𝜎)),

где

𝑟(𝜎) ∼ 𝐴
(︂
ln

1

𝜎

)︂−𝜆

, 𝜆 ≥ 0, 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
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и пусть
1)𝑎𝑛 > −𝑘𝑛𝛼−1𝐿(𝑡),

(︀
𝑎𝑛 < 𝑘𝑛𝛼−1𝐿(𝑡)

)︀
,

2)𝑎𝑛 > −𝐻(𝑛𝛼−1) 𝑎𝑛 = 𝑂

(︂
1

𝑛𝛼+1

)︂
или

𝑎𝑛 = 𝑂
(︀
𝑛𝛼−1𝐿(𝑡)

)︀
, 𝛼 > 0,

где 𝑘-положительная постоянная, тогда
∞∑︁
𝑛=0

(𝑥− 𝑛)𝑚𝑎𝑛 = 𝐻𝑥𝑚(1 + 𝜌(𝑥)),

здесь

𝜌(𝑥) = 𝑂

(︂
1

ln ln𝑥

)︂
,

то
∞∑︁
𝑛=0

(𝑥− 𝑛)𝑚𝑎𝑛 = 𝐻𝑥𝑚
[︂
1 +𝑂

(︂
1

ln ln𝑥

)︂]︂
; 𝑥→∞.

Число 𝛼 > 0 и функции 𝑟(𝜎), 𝐿(𝑡), 𝜌(𝑥) определены так же, как в теореме из работы [4],
𝑚 ≥ 0 целое и постоянная в оценке 𝑂 зависит от чисел 𝛼,𝑚.

Теорема 2. Пусть ряд Тейлора — Дирихле 𝑓𝑎(𝜎) удовлетворяет всем условиям теоремы
1. Тогда справедливо утверждение

𝜎(𝑚)
𝑛 = 𝐻

[︂
1 +𝑂

(︂
1

ln ln𝑛

)︂]︂
; 𝑛→∞,

где 𝜎
(𝑚)
𝑛 – чезаровская средняя 𝑚-го порядка.

Теорема 3. Пусть ряд Тейлора — Дирихле

𝑓𝑎(𝜎) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑒
−𝜎𝑛

абсолютно сходится при 𝜎 > 0 и удовлетворяет условию

𝑓𝑎(𝜎) = 𝐻 +𝑂(𝑟(𝜎)),

где
𝑟(𝜎) ∼ 𝜎𝜆, 𝜆 > 0,

и пусть

𝑎𝑛 = 𝑜

(︂
ln𝑛

𝑛

)︂
,

то

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑥=0

𝑎𝑛 = 𝐻,

то есть,
lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥) = 0.

Тогда ∑︁
𝑛≤𝑥

(𝑥− 𝑛)𝑚𝑎𝑛 = 𝐻𝑥𝑚(1 +𝑂(𝜌(𝑥)))

или ∑︁
𝑛≤𝑥

(𝑥− 𝑛)𝑚𝑎𝑛 = 𝐻𝑥𝑚,

𝑚 ≥ 0 - целое.
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I. Ñèìâîëàìè 𝐵𝑛(𝑥) è 𝐸𝑛(𝑥) îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè è Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìûå
ñîîòâåòñòâåííî èç ðàçëîæåíèé

𝑡𝑒𝑡𝑥

𝑒𝑡 − 1
=

+∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
,

2𝑒𝑡𝑥

𝑒𝑡 + 1
=

+∞∑︁
𝑛=0

𝐸𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
,

ïåðâîå èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðè |𝑡| < 2𝜋, à âòîðîå - ïðè |𝑡| < 𝜋, à ñèìâîëàìè 𝐵𝑛 è 𝐸𝑛 - ÷èñëà
Áåðíóëëè è Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè 𝐵𝑛 = 𝐵𝑛(0) è 𝐸𝑛 = 2𝑛𝐸𝑛(1/2) (𝑛 = 0, 1, . . .).

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ 𝐵𝑛(𝑥) è 𝐸𝑛(𝑥) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

𝐵′
𝑛(𝑥) = 𝑛𝐵𝑛−1(𝑥), 𝐸′

𝑛(𝑥) = 𝑛𝐸𝑛−1(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . .

1Работа выполнена при поддержке РНФ (грант № 20-11-20261)
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è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝐵𝑘(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1,

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝐸𝑘(𝑥) + 𝐸𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . .

Ïîëàãàÿ 𝑥 = 0 â ïåðâîé èç íèõ è 𝑥 = 1/2 âî âòîðîé, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè è Ýéëåðà

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝐵𝑘 = 0, 𝑛 = 2, 3, . . . ,

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛2

𝑘𝐸𝑛−𝑘 + 𝐸𝑛 = 2, 𝑛 = 1, 2, . . .

Îòìåòèì, ÷òî 𝐵𝑛 - ðàöèîíàëüíûå, 𝐸𝑛 - öåëûå ÷èñëà, 𝐵0 = 𝐸0 = 1, 𝐵1 = −1/2, 𝐸1 = 0 è
𝐵2𝑘+1 = 𝐸2𝑘+1 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . è, êðîìå òîãî, ïðè 𝑛 = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

𝐵𝑛

(︂
1

2

)︂
= −(1− 21−𝑛)𝐵𝑛, 𝐸𝑛 (0) = −𝐸𝑛(1) = −

2(2𝑛+1 − 1)𝐵𝑛+1

𝑛+ 1
, (1)

𝐵2𝑛

(︂
1

3

)︂
= 𝐵2𝑛

(︂
2

3

)︂
= −1

2
(1− 31−2𝑛)𝐵2𝑛, (2)

𝐵2𝑛

(︂
1

6

)︂
= 𝐵2𝑛

(︂
5

6

)︂
=

1

2
(1− 21−2𝑛)(1− 31−2𝑛)𝐵2𝑛, (3)

à ïðè 𝑛 = 1, 2, . . . - ðàâåíñòâà

𝐵𝑛

(︂
1

4

)︂
= (−1)𝑛𝐵𝑛

(︂
3

4

)︂
= −2−𝑛(1− 21−𝑛)𝐵𝑛 − 𝑛4−𝑛𝐸𝑛−1, (4)

𝐸2𝑛−1

(︂
1

3

)︂
= −𝐸2𝑛−1

(︂
2

3

)︂
= − 1

2𝑛
(1− 31−2𝑛)(22𝑛 − 1)𝐵2𝑛. (5)

Òàêæå õîðîøî èçâåñòíû ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ 𝐵𝑛(𝑥) è 𝐸𝑛(𝑥) â ðÿäû Ôóðüå, à èìåííî,
ïðè 0 6 𝑥 6 1 è 𝑛 = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

𝐵2𝑛(𝑥) =
(−1)𝑛−12(2𝑛)!

(2𝜋)2𝑛

+∞∑︁
𝑘=1

cos 2𝑘𝜋𝑥

𝑘2𝑛
, 𝐸2𝑛−1(𝑥) =

(−1)𝑛4(2𝑛− 1)!

𝜋2𝑛

+∞∑︁
𝑘=0

cos(2𝑘 + 1)𝜋𝑥

(2𝑘 + 1)2𝑛
,

ïðè 0 6 𝑥 6 1, 𝑛 = 2, 3, . . . è ïðè 𝑛 = 1, 0 < 𝑥 < 1

𝐵2𝑛−1(𝑥) =
(−1)𝑛2(2𝑛− 1)!

(2𝜋)2𝑛−1

+∞∑︁
𝑘=1

sin 2𝑘𝜋𝑥

𝑘2𝑛−1
,

à ïðè 0 6 𝑥 6 1, 𝑛 = 1, 2, . . . è ïðè 𝑛 = 0, 0 < 𝑥 < 1

𝐸2𝑛(𝑥) =
(−1)𝑛4(2𝑛)!

𝜋2𝑛+1

+∞∑︁
𝑘=0

sin(2𝑘 + 1)𝜋𝑥

(2𝑘 + 1)2𝑛+1
.

Ôàêòû, ïðèâåä¼ííûå â ýòîì ïóíêòå, õîðîøî èçâåñòíû è ñîäåðæàòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñïðàâî÷-
íèêàõ (ñì., íàïð., [1, ï. 23] è [2, ch. 24]).
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II. Ïóñòü 𝑛 > 2 - ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è 𝜖 = 𝑒𝑖𝜋/𝑛. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 𝑛−1} íà ìíîæåñòâî {0, 1} ðàâíà 2𝑛−1. Ýëåìåíòû
ýòîãî ìíîæåñòâà çàíóìåðóåì ñèìâîëàìè 𝑚𝑠 è îïðåäåëèì ÷èñëà 𝛼𝑠, ïîëàãàÿ

𝛼𝑠 =
𝑛−1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑚𝑠(𝑗)𝜖𝑗 , 𝑠 = 1, 2, . . . , 2𝑛−1.

Äîêëàä ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùèõ òåîðåì è ñëåäñòâèé èç íèõ.

Теорема 1. При 𝑛 = 1, 2, . . . и 𝑚 = 0, 1, . . . справедливы равенства

[𝑚/(2𝑛)]∑︁
𝑘=0

2𝑚−2𝑛𝑘𝐶2𝑛𝑘+𝑛
𝑚+𝑛 𝐵𝑚−2𝑛𝑘(𝑧)

2𝑛−1∑︁
𝑠=1

(−1)𝜈(𝑠) (1 + 𝛼𝑠)
2𝑛𝑘+𝑛−1 =

= (−1)𝑛−1
(︁
1 +

𝑚

𝑛

)︁ 2𝑛−1∑︁
𝑠=1

(−1)𝜈(𝑠) (2𝑧 − 1 + 𝛼𝑠)
𝑚+𝑛−1 ,

где [𝑎] - целая часть числа 𝑎 и 𝜈(𝑠) = 0, если количество слагаемых со знаком плюс в числе
𝛼𝑠 чётное, и 𝜈(𝑠) = 1 в противном случае.

Теорема 2. При 𝑛 = 1, 2, . . . и 𝑚 = 1, 2, . . . справедливы равенства

𝐸𝑚−1(𝑧) +
𝑛

2𝑛

[𝑚/(2𝑛)−1]∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑛𝑘
𝑚−1𝐸𝑚−2𝑛𝑘−1(𝑧)

22𝑛𝑘−1

2𝑛−1∑︁
𝑠=1

(1 + 𝛼𝑠)
2𝑛𝑘−1 =

1

2𝑚+𝑛−2

2𝑛−1∑︁
𝑠=1

(2𝑧 − 1 + 𝛼𝑠)
𝑚−1 .

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó òåîðåì 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 4 è ñ çàìåíîé 𝑚
íà 8𝑚.

Теорема 3. При 𝑚 = 0, 1, . . . справедливы равенства

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝛼4𝑘+2𝐶
8𝑘+4
8𝑚+4𝐵8(𝑚−𝑘)(𝑧) =

𝑖(2𝑚+ 1)

28𝑚+4

8∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠−1(2𝑧 − 1 + 𝑎𝑠)
8𝑚+3

и
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝛼4𝑘𝐶
8𝑘
8𝑚𝐸8(𝑚−𝑘)(𝑧) =

1

28𝑚+2

8∑︁
𝑠=1

(2𝑧 − 1 + 𝑎𝑠)
8𝑚,

где 𝛼𝑚 =
(︁
1 + 1√

2

)︁𝑚
+
(︁
1− 1√

2

)︁𝑚
, 𝑎1 =

√
2− 𝑖, 𝑎2 =

√
2 + 𝑖, 𝑎3 = −

√
2− 𝑖, 𝑎4 = −

√
2 + 𝑖,

𝑎5 = −𝑖(
√
2− 1), 𝑎6 = 𝑖(

√
2− 1), 𝑎7 = 𝑖(

√
2 + 1), 𝑎8 = −𝑖(

√
2 + 1).

Следствие 1. При 𝑛 = 1, 2, . . . справедливы равенства

𝐸2𝑛−1(𝑧) =
1

23𝑛−2

2𝑛−1∑︁
𝑠=1

(2𝑧 − 1 + 𝛼𝑠)
2𝑛−1 .

Ïîëàãàÿ 𝑧 = 1 â ýòîì ðàâåíñòâå è èñïîëüçóÿ âòîðóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1), çàêëþ÷àåì, ÷òî

𝐵2𝑛 =
𝑛

23𝑛−2(22𝑛 − 1)

2𝑛−1∑︁
𝑠=1

(1 + 𝛼𝑠)
2𝑛−1 =

1

23𝑛−2(22𝑛 − 1)

2𝑛−1∑︁
𝑠=1

(1 + 𝛼𝑠)
2𝑛
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî èç ñëåäñòâèÿ 1 è ïîëàãàÿ 𝑧 = 1/2 â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå,
íàõîäèì, ÷òî

𝐸2𝑛−2 =
1

2𝑛−1

2𝑛−1∑︁
𝑠=1

𝛼2𝑛−2
𝑠 .

Ôîðìóëû äëÿ 𝐵2𝑛 è 𝐸2𝑛−2, ïðèâåä¼ííûå âûøå, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Ïîëàãàÿ 𝑧 = 0, 𝑧 = 1/6, 𝑧 = 1/4, 𝑧 = 1/3 è 𝑧 = 1/2 â ðàâåíñòâàõ òåîðåì 1 è 2 è ó÷èòûâàÿ

îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë Áåðíóëëè è Ýéëåðà è ðàâåíñòâà (1) - (5) ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ ñ ïðîïóñêàìè äëèíû 2𝑛 äëÿ íèõ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, à èìåííî, òå,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè 𝑧 = 0 è 𝑧 = 1/2 è îñîáåííî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 𝑛 õîðîøî èçâåñòíû
è ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè (ñì., íàïð., [3] - [5]), à òå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè äðóãèõ âûøå
ïåðå÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ 𝑧, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

III. Ïóñòü 𝑛 ∈ 𝒩 , 𝛼 ∈ (0, 1) è 0 < 𝑎 < 1. Ðàññìîòðèì ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð 𝑆𝛼,
ïîðîæä¼ííûé â ℒ2[0, 𝜋] âûðàæåíèåì

𝑙2𝑛[𝑦] = (−1)𝑛𝑦(2𝑛) − 𝑎2𝑛𝑦

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

𝑦(𝑗)(0) = 𝑒𝜋𝑖𝛼𝑦(𝑗)(𝜋), 𝑗 = 0, 1, . . . , 2𝑛− 1.

Ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë 𝜇𝛼,𝑘 = (2𝑘 + 𝛼)2𝑛 − 𝑎2𝑛, à ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜇𝛼,𝑘 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ 𝜙𝑘(𝑥) = 𝑒−𝑖(2𝑘+𝛼)𝑥/

√
𝜋 (𝑘 =

0;±1;±2; . . .). Åñëè ïàðàìåòðû 𝛼 è 𝑎 äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 𝛼 ̸= 𝑎 è 𝛼 ̸= 2−𝑎,
òî ÷èñëî 𝜇 = 0 íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà 𝑆𝛼. Ïîýòîìó îí èìååò ðåçîëüâåíòó 𝑅𝛼. Ðå-
çîëüâåíòà ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì - ôóíêöèåé Ãðèíà
𝐺𝛼(𝑥, 𝑡) çàäà÷è {︃

𝑙2𝑛[𝑦] = 𝑓

𝑦(𝑗)(0)− 𝑒𝜋𝑖𝛼𝑦(𝑗)(𝜋) = 0, 𝑗 = 0, . . . , 2𝑛− 1
,

äëÿ êîòîðîé õîðîøî èçâåñòíàÿ ïðîöåäóðà å¼ ïîñòðîåíèÿ äà¼ò

𝐺𝛼(𝑥, 𝑡) =
(−1)𝑛

4𝑛𝛽2𝑛−1

(︃
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑢)

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜖𝑘𝑒𝜖
𝑘𝛽𝑢 +

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜖𝑘
(︁
𝑒𝜖

𝑘𝛽𝑢 + 𝑒𝜋𝑖𝛼𝑒𝜖
𝑘𝛽(𝑢+𝜋)

)︁
1− 𝑒𝜋𝑖𝛼𝑒𝜋𝜖𝑘𝛽

)︃
, (6)

ãäå 𝑢 = 𝑥− 𝑡.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îïåðàòîðà 𝑅𝛼 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ñïðàâåäëèâà

òåîðåìà î ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Òàêèì îáðàçîì, èç ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
è ôîðìóëû (6) ïðè 𝛼 = 0 è 𝛼 = 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Утверждение 1. При 0 < 𝑎 < 1, −𝜋 6 𝑢 6 𝜋 и 𝑛 = 1, 2, . . . справедливы равенства

(−1)𝑛+1

2𝑛𝛽2𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜖𝑘 ch 𝜖𝑘𝛽(𝜋2 − |𝑢|)
sh 𝜋𝜖𝑘𝛽

2

= − 1

𝜋𝑎2𝑛
+

2

𝜋

+∞∑︁
𝑘=1

cos 2𝑘𝑢

(2𝑘)2𝑛 − 𝑎2𝑛
(7)

и

(−1)𝑛+1

2𝑛𝛽2𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜖𝑘 sh 𝜖𝑘𝛽(𝜋2 − |𝑢|)
ch 𝜋𝜖𝑘𝛽

2

=
2

𝜋

+∞∑︁
𝑘=0

cos(2𝑘 + 1)𝑢

(2𝑘 + 1)2𝑛 − 𝑎2𝑛
, (8)

где 𝛽 = 𝑎, если 𝑛 - чётное число, и 𝛽 = 𝑖𝑎, если 𝑛 - нечётное число.
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Îòìåòèì, ÷òî ýòè òîæäåñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè â êëàññè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå ôóíê-
öèé, ñòîÿùèõ â èõ ëåâûõ ÷àñòÿõ, è èõ ñïðàâåäëèâîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü ïðÿìûìè âû÷èñëå-
íèÿìè.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) è (8) íà ïðîèçâåäåíèå

𝑛∏︁
𝑘=1

sh
𝜋𝜖𝑘𝛽

2
è

𝑛∏︁
𝑘=1

ch
𝜋𝜖𝑘𝛽

2

ñîîòâåòñòâåííî, à çàòåì, ðàçëîæèâ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì 𝑎 îáå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ è
ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ 𝑎 ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâ èç ï. I,
ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé òåîðåì 1 è 2.
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On estimating short trigonometric sums of G. Weyl in small arcs

N. N. Nazrubloev (Tajikistan, Dushanbe)
A.Dzhuraev Institute of Mathematics, NAS of Tajikistan
e-mail: nasrullo_86@bk.ru

Ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå î ïðèáëèæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè, êàæäîå 𝛼 èç ïðîìåæóòêà [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå.

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝜏, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
.

×åðåç M(𝑃 ) îáîçíà÷èì òå ÷èñëà 𝛼, äëÿ êîòîðûõ 𝑞 6 𝑃 , 𝑃 < 𝑄 ÷åðåç m(𝑃 ) îáîçíà÷èì îñòàâ-
øèåñÿ 𝛼. M(𝑃 ) è m(𝑃 ) ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ áîëüøèìè è ìàëûìè äóãàìè.
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Ïîñëå ñîçäàíèÿ ìåòîäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è ìåòîäà îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ñóìì ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè È.Ì. Âèíîãðàäîâà ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ àääèòèâíûõ ïðîáëåì êàê
òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà, ïðîáëåìà Âàðèíãà, ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà-Âàðèíãà, ïðîáëåìà
Ýñòåðìàíà, à òàêæå äðóãèå àääèòèâíûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê äâóì ñëåäóþùèì çàäà÷àì:

� èçó÷åíèå â áîëüøèå äóãè M(𝑃 ) ïîâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ âèäà

𝑆𝑘(𝛼,𝑁) =
∑︁
𝑚6𝑁

Λ(𝑚)𝑒(𝛼𝑚𝑘), 𝑇𝑛(𝛼,𝑁) =
∑︁
𝑥6𝑁

𝑒(𝛼𝑥𝑛);

� ïîëó÷åíèå íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê ýòèõ ñóìì â ìàëûå äóãè m(𝑃 ).

Ðåøåíèå âûøåíàçâàííûõ êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî òðóäíåå, åñëè òðåáîâàòü,
÷òî âñå ñëàãàåìûå ïî÷òè ðàâíû, òàê êàê âìåñòî îáû÷íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ã. Âåéëÿ
𝑆𝑘(𝛼,𝑁) è 𝑇𝑛(𝛼,𝑁) âîçíèêàþò êîðîòêèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû Ã. Âåéëÿ âèäà

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘), 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚6𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛).

Áîëåå êîíêðåòíî ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ àääèòèâíûõ ïðîáëåì ñ ïî÷òè ðàâíûìè ñëàãàåìûìè
ñâîäÿòñÿ ê òð¼ì ñëåäóþùèì çàäà÷àì:

� èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ êîðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) è 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) â ìàëîé
îêðåñòíîñòè öåíòðà áîëüøèõ äóã M(𝑃 );

� ïîëó÷åíèå íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê ýòèõ êîðîòêèõ ñóìì â áîëüøèõ äóãàõ M(𝑃 ) çà èñêëþ-
÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè èõ öåíòðîâ;

� íàõîæäåíèå íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê ýòèõ ñóìì â ìàëûå äóãè m(𝑃 ).

Ïîâåäåíèå 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) è 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) â áîëüøèõ äóãàõ M(𝑃 ) èçó÷åíû ñîîòâåòñòâåííî â ðàáî-
òàõ [1,2]. Â ðàáîòå [3] áûëà äîêàçàíà, ÷òî если 𝑥 > 𝑥0 > 0, 𝑦0 < 𝑦 6 0, 01𝑥, 𝜏(ℎ) — функция

делителей, 𝛼 – вещественное число,
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
6 1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, то справедлива оценка

|𝑇𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)| 6 2𝑦

(︂
4𝑘!

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+
𝑞 ln 𝑞

𝑦𝑘

)︂
max

ℎ<𝑦𝑘−1
𝜏(ℎ)

)︂ 1

2𝑘−1

,

êîòîðàÿ íåòðèâèàëüíà ïðè 𝑞 ≫ 22𝑘−14𝑘!𝜏(𝑦𝑘−1), òî åñòü â m (𝑦𝜀). Äîêëàä ïîñâÿùåí âûâîäó
íîâîé îöåíêå ñóììû 𝑇𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦), ÿâëÿþùèåñÿ íåòðèâèàëüíîé ïðè m (ln 𝑦)𝐴, 𝐴 � àáñîëþòíàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Теорема 1. Пусть 𝑥 > 𝑥0 > 0, 𝑦0 < 𝑦 6 0, 01𝑥, 𝛼 — вещественное число,
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
6 1

𝑞2
,

(𝑎, 𝑞) = 1, тогда справедлива оценка

|𝑇𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)| 6 2𝑦

(︂
22𝑘6𝑘𝑘!

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+
𝑞 ln 𝑞

𝑦𝑘

)︂
ln 𝑦

)︂2−𝑘

.

Ïóñòü Δ𝑗 îçíà÷àåò 𝑗 � ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, òàê ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝑢)
ñòåïåíè 𝑛

Δ1(𝑓(𝑢); 𝑡) = 𝑓(𝑢+ 𝑡)− 𝑓(𝑢),
Δ𝑗+1(𝑓(𝑢); 𝑡1, . . . , 𝑡𝑗+1) = Δ1(Δ𝑗(𝑓(𝑢); 𝑡1, . . . , 𝑡𝑗); 𝑡𝑗+1).

Òîãäà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

Δ𝑗(𝑢
𝑘; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑗) = 𝑡1 . . . 𝑡𝑗𝑝𝑗(𝑢; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑗),

ãäå 𝑝𝑗 � ìíîãî÷ëåí îò 𝑢 ñòåïåíè 𝑘 − 𝑗 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 𝑘!/(𝑘 − 𝑗)!.
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Следствие 1. Пусть

𝑇 (𝑓(𝑢);𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑢6𝑥

𝑒(𝑓(𝑢)),

где 𝑓(𝑢) – произвольный многочлен степени 𝑛. Тогда при 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1 имеет место

|𝑇 (𝑓(𝑢);𝑥, 𝑦)|2𝑗 ≤ (2𝑦)2
𝑗−𝑗−1

∑︁
|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑗 |<𝑦

𝑇𝑗 , 𝑇𝑗 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑢∈𝐼𝑗

𝑒(Δ𝑗(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где интервалы 𝐼𝑗 = 𝐼𝑗(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) удовлетворяют соотношениям:

𝐼1 = 𝐼1(𝑥, 𝑦;ℎ1) = (𝑥− 𝑦, 𝑥] ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1],
𝐼𝑗 = 𝐼𝑗(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) = 𝐼𝑗−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) ∩ 𝐼𝑗−1(𝑥− ℎ𝑗 , 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1),

то есть интервал 𝐼𝑗−1(𝑥 − ℎ𝑗 , 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) получается из 𝐼𝑗−1 = 𝐼𝑗−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1)
сдвигом на −ℎ𝑗 всех интервалов, пересечением которых он является.

Ïî ñëåäñòâèå 1 ïðè 𝑗 = 𝑘 − 1 èìååì

|𝑇𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘−1 ≤ (2𝑦)2

𝑘−1−𝑘
∑︁

|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑘−1|<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑘−1

𝑒(Δ𝑘−1(𝛼𝑢
𝑘;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

Δ𝑘−1(𝛼𝑢
𝑘;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1) = 𝛼𝑘!ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑘−1

(︂
𝑢+

1

2
ℎ1 +

1

2
ℎ2 . . .+

1

2
ℎ𝑘−1

)︂
,

ãäå èíòåðâàë 𝐼𝑘−1 = 𝐼𝑘−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

𝐼1 = 𝐼1(𝑥, 𝑦;ℎ1) = (𝑥− 𝑦, 𝑥] ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1],
𝐼𝑘−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1) = 𝐼𝑘−2(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−2) ∩ 𝐼𝑘−2(𝑥− ℎ𝑗 , 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−2).

Òàêèì îáðàçîì,

|𝑇𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘−1 ≤ (2𝑦)2

𝑘−1−𝑘
∑︁

|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑘−1|<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑘−1

𝑒(𝛼𝑘!ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑘−1𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Â ïîñëåäíåé ñóììå ÷ëåíû ñ ℎ1 · · · ℎ𝑘−1 = 0 äàþò âêëàä íå áîëåå (𝑘 − 1)𝑦(2𝑦)𝑘−2. Ïîýòîìó

|𝑇𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘−1
6 (2𝑦)2

𝑘−1−𝑘
(︁
2𝑘−1𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) + (𝑘 − 1)𝑦(2𝑦)𝑘−2

)︁
, (1)

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =

𝑦𝑘−1∑︁
ℎ=1

𝜏 ′(ℎ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑘−1

𝑒(𝛼𝑘!ℎ𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , 𝜏 ′(ℎ) =

∑︁
ℎ=ℎ1...ℎ𝑘−1

16ℎ1,...,ℎ𝑘−1<𝑦,

1 6 𝜏(ℎ).

Ïðèìåíèì ê âíóòðåííåé ñóììå â 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) ëåììó 4 èç [4] ñòð. 94, èìåÿ â âèäó, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé, ñïëîøíîé, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò 𝑦:

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) 6
𝑦𝑘−1∑︁
ℎ=1

𝜏(ℎ)min

(︂
𝑦,

1

2‖𝛼𝑘!ℎ‖

)︂
.
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Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè. Èìååì

𝑆2
𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) 6

𝑦𝑘−1∑︁
ℎ=1

𝜏2(ℎ)

𝑦𝑘−1∑︁
ℎ=1

min

(︂
𝑦,

1

2‖𝛼𝑘!ℎ‖

)︂2

6 𝑘𝑦𝑘 ln 𝑦
𝑘!𝑦𝑘−1∑︁
ℎ=1

min

(︂
𝑦,

1

‖𝛼ℎ‖

)︂
.

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 5 èç [4], ñòð. 94, íàéäåì

𝑆2
𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) 6 6𝑘𝑦𝑘 ln 𝑦

(︂
𝑘!𝑦𝑘−1

𝑞
+ 1

)︂
(𝑦 + 𝑞 ln 𝑞) 6 6𝑘𝑘!𝑦2𝑘 ln 𝑦

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

1

𝑦𝑘−1
+
𝑞 ln 𝑞

𝑦𝑘

)︂
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (1), ïîëó÷èì

|𝑇𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)|2
𝑘
6 22𝑘(2𝑦)2

𝑘

(︂
3𝑘𝑘! ln 𝑦

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

1

𝑦𝑘−1
+
𝑞 ln 𝑞

𝑦𝑘

)︂
+

(𝑘 − 1)2

8𝑦2

)︂
6

6 (2𝑦)2
𝑘
22𝑘6𝑘𝑘!

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+
𝑞 ln 𝑞

𝑦𝑘

)︂
ln 𝑦.

Èçâëåêàÿ êîðåíü ñòåïåíè 2𝑘−1, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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I. Ñèìâîëîì 𝜓(𝑎) îáîçíà÷èì äèãàììà-ôóíêöèþ � ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ Ã-ôóíê-
öèè Ýéëåðà, � à ñèìâîëîì 𝐺(𝑎) - ñâÿçàííóþ ñ íåé ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

𝐺(𝑎) =
1

2

(︂
𝜓

(︂
1 + 𝑎

2

)︂
− 𝜓

(︁𝑎
2

)︁)︂
.

Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

𝜓(𝑎) = −𝛾 +
+∞∑︁
𝑘=0

(︂
1

𝑘 + 1
− 1

𝑘 + 𝑎

)︂
, 𝐺(𝑎) =

+∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘 + 𝑎
,

ãäå 𝛾 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà (ñì., íàïð., [1, ïðèëîæåíèÿ II.2 è II.3]).
Â ðàáîòàõ [2] - [5] íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðåäñòâàìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñóìì
íåêîòîðûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, â ò.÷. äëÿ ôóíêöèé 𝜓(𝑎) è 𝐺(𝑎). Ïðèâå-
ä¼ì ôîðìóëèðîâêó ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû äëÿ íèõ, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé óñòàíîâëåíà
ýòèì ìåòîäîì â ðàáîòå [5].

Теорема 1. При 0 < 𝑎 < 1 справедливы равенства

𝜓(𝑎) = −𝛾 − 2 ln 2− 𝜋

2
ctg(𝑎𝜋) +

1

sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

sin(𝑎𝜋)− cos(2𝑎− 1)𝑥

cos𝑥
𝑑𝑥 = (1)

= −𝛾 − ln 2− 1

2𝑎
− 𝜋

2
ctg(𝑎𝜋) +

1

sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

(sin(𝑎𝜋)− sin(2𝑎𝑥)) tg 𝑥𝑑𝑥, (2)

𝐺(𝑎) =
𝜋

2 sin(𝑎𝜋)
− 1

sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

sin(2𝑎− 1)𝑥

sin𝑥
𝑑𝑥 = (3)

=
𝜋

2 sin(𝑎𝜋)
+

1

2𝑎
− 1

𝑎 sin(𝑎𝜋)

𝜋/2∫︁
0

(︂
sin(𝑎𝑥)

sin𝑥

)︂2

𝑑𝑥. (4)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3) ïðèâåäåíà â [6, ãëàâà XII, ï.8, ñòð.392], ôîðìóëà (4) - â [1, ãëàâà
2, ï.2.5.12, ôîðìóëà 27], à ðàâåíñòâà (1) è (2), ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîÿâèëèñü â [5].

II. Ñëåäóÿ [7, ãë.23], ñèìâîëàìè 𝜁(𝑠), 𝛽(𝑠), 𝜆(𝑠) è 𝜂(𝑠) îáîçíà÷èì äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà
è ðîäñòâåííûå ñ íåé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

𝜁(𝑠) =

+∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝑠
, 𝛽(𝑠) =

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑠
, 𝜆(𝑠) =

+∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 − 1)𝑠
, 𝜂(𝑠) =

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘𝑠
.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåë¼ííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ÷èñåë 𝜁(2𝑛), 𝜁(2𝑛 +
1), 𝛽(2𝑛), 𝛽(2𝑛 + 1), 𝜆(2𝑛), 𝜆(2𝑛 + 1), 𝜂(2𝑛) è 𝜂(2𝑛 + 1) âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå òîæäåñòâà.
Íàéäåííûå ðàâåíñòâà ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùèõ ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 1.

Следствие 1. При 𝑚 = 1, 2, . . . справедливы равенства

𝑚∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑚− 2𝑛)!

(︂
2

𝜋

)︂2𝑛

𝛽(2𝑛+ 1) = 0,
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𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(2𝑚− 2𝑛)!

(︂
2

𝜋

)︂2𝑛

𝜆(2𝑛) =
1

2(2𝑚− 1)!
,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝜋2𝑛(2𝑚− 2𝑛+ 1)!
𝜂(2𝑛) =

1

2(2𝑚+ 1)!
,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝜋2𝑛(2𝑚− 2𝑛+ 1)!
𝜁(2𝑛) =

𝑚

(2𝑚+ 1)!
,

𝑚−1∑︁
𝑛=0

(−1)𝑚−𝑛

(2𝑚− 2𝑛− 1)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)−1
𝛽(2𝑛+ 1) + 𝜆(2𝑚) = 0,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑚−𝑛

(2𝑚− 2𝑛+ 1)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)+1
𝜆(2𝑛)− 𝛽(2𝑚+ 1) =

(−1)𝑚−1

2(2𝑚)!

(︁𝜋
2

)︁2𝑚+1
,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑚−𝑛𝜋2(𝑚−𝑛)

(2𝑚− 2𝑛)!
𝜂(2𝑛) + 𝜁(2𝑚) =

(−1)𝑚−1𝜋2𝑚

2(2𝑚)!
.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ôîðìóë áûëè èçâåñòíû ðàíåå è ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â
[8] êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Следствие 2. При 𝑚 = 1, 2, . . . справедливы равенства

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(2𝑚− 2𝑛)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)
𝛽(2𝑛) =

1

2(2𝑚− 1)!

𝜋/2∫︁
0

𝑥2𝑚−1

sin𝑥
𝑑𝑥,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(2𝑚− 2𝑛)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)
𝜆(2𝑛+ 1) =

1

2(2𝑚)!

𝜋/2∫︁
0

(︀
𝜋
2

)︀2𝑚 − (︀𝜋2 − 𝑥)︀2𝑚
sin𝑥

𝑑𝑥,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝜋2(𝑚−𝑛)+1

(2𝑚− 2𝑛+ 1)!
𝜂(2𝑛− 1) =

22𝑚−1

(2𝑚)!

𝜋/2∫︁
0

𝑥2𝑚

sin2 𝑥
𝑑𝑥,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝜋2(𝑚−𝑛)

(2𝑚− 2𝑛+ 1)!
𝜁(2𝑛+ 1) = − 𝜋2𝑚+1

(2𝑚+ 1)!
ln 2+

+
22𝑚+1

(2𝑚+ 2)!

𝜋/2∫︁
0

(2𝑚+ 2)
(︀
𝜋
2

)︀2𝑚+1
𝑥+

(︀
𝜋
2 − 𝑥

)︀2𝑚+2 −
(︀
𝜋
2

)︀2𝑚+2

sin2 𝑥
𝑑𝑥,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑚−𝑛

(2𝑚− 2𝑛+ 1)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)+1
𝛽(2𝑛) + 𝜆(2𝑚+ 1) =

(−1)𝑚

2(2𝑚)!

𝜋/2∫︁
0

𝑥2𝑚

sin𝑥
𝑑𝑥,

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑚−𝑛

(2𝑚− 2𝑛+ 1)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)+1
𝜆(2𝑛+ 1)− 𝛽(2𝑚+ 2) =

(−1)𝑚−1

2(2𝑚+ 1)!

𝜋/2∫︁
0

(︀
𝜋
2

)︀2𝑚+1−
(︀
𝜋
2 − 𝑥

)︀2𝑚+1

sin𝑥
𝑑𝑥,

𝑚∑︁
𝑛=0

(−1)𝑚−𝑛𝜋2(𝑚−𝑛)

(2𝑚− 2𝑛)!
𝜂(2𝑛+ 1) + 𝜁(2𝑚+ 1) =

(−1)𝑚22𝑚

(2𝑚+ 1)!

𝜋/2∫︁
0

𝑥2𝑚+1

sin2 𝑥
𝑑𝑥.
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Íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èç ñëåäñòâèÿ 2 íåîäíîêðàòíî âñòðå÷àëèñü â ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå è èñïîëüçîâàëèñü, íàïðèìåð, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîìáèíàöèé, ñòîÿùèõ
â èõ ëåâûõ ÷àñòÿõ, â âèäå áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ñîäåðæàùèõ 𝜁(2𝑛) (ñì., íàïð., [9] è [10]).

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè íàñòîÿùåãî äîêëàäà òîæäåñòâà èç ñëåäñòâèÿ 2 áóäóò èñïîëüçî-
âàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîìáèíàöèé, ñòîÿùèõ â èõ ëåâûõ
÷àñòÿõ. Îíè íàïîìèíàþò ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå âïåðâûå â ðàáîòå [11] (ñì. òàêæå ðàáîòó [12]),
íî ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò íèõ.

III. Ïóñòü 𝑎 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ, ò.å. 𝑎 = 𝑝/𝑞, ãäå
𝑝, 𝑞 ∈ 𝒩 è 0 < 𝑝 < 𝑞. Â ðàáîòå [5] óñòàíîâëåíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝜋/2∫︁
0

sin(𝑎𝑥)

sin𝑥
𝑑𝑥 = 2 cos

𝑝𝜋

2𝑞

𝑞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 sin(2𝑘 − 1)
𝑝𝜋

2𝑞
ln sin(2𝑘 − 1)

𝜋

4𝑞
,

èç êîòîðîãî ìîæíî èçâëå÷ü, ÷òî ïðè ëþáîì 𝑚 ∈ 𝒩

𝜋/2∫︁
0

(sin(𝑎𝑥))2𝑚−1

sin𝑥
𝑑𝑥 =

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 sin2𝑚−1 𝑘𝑝𝜋

𝑞
ln

sin(2𝑘 − 1) 𝜋
4𝑞

sin(2𝑘 + 1) 𝜋
4𝑞

. (5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðâîå ðàâåíñòâî â ñëåäñòâèè 2, î÷åâèäíî, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(2𝑚− 2𝑛)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)
𝛽(2𝑛) =

1

2(2𝑚− 1)!
lim
𝑎→0

1

𝑎2𝑚−1

𝜋/2∫︁
0

(sin(𝑎𝑥))2𝑚−1

sin𝑥
𝑑𝑥.

Ïîëîæèâ äàëåå â ðàâåíñòâå (5) 𝑎 = 𝑎𝑛 = 𝑝𝑛/𝑞𝑛, ãäå 𝑎𝑛 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùàÿñÿ ê 0 ïðè 𝑛 → +∞, ïåðâîå èç ðàâåíñòâ ñëåäñòâèÿ 2 ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(2𝑚− 2𝑛)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)
𝛽(2𝑛) =

=
1

2(2𝑚− 1)!
lim

𝑛→+∞

(︂
𝑞𝑛
𝑝𝑛

)︂2𝑚−1 𝑞𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 sin2𝑚−1 𝑘𝑝𝑛𝜋

𝑞𝑛
ln

sin(2𝑘 − 1) 𝜋
4𝑞𝑛

sin(2𝑘 + 1) 𝜋
4𝑞𝑛

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëîæèòü 𝑎𝑛 = 1/(2𝑛), òî ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(2𝑚− 2𝑛)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)

𝛽(2𝑛) =
1

2(2𝑚− 1)!
lim

𝑛→+∞
(2𝑛)2𝑚−1

2𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 sin2𝑚−1 𝑘𝜋

2𝑛
ln

sin(2𝑘 − 1) 𝜋
8𝑛

sin(2𝑘 + 1) 𝜋
8𝑛

.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ è äëÿ äðóãèõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç ñëåäñòâèÿ 2, íàïðèìåð, äëÿ êîìáèíàöèé

𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑚−𝑛

(2𝑚− 2𝑛+ 1)!

(︁𝜋
2

)︁2(𝑚−𝑛)+1
𝛽(2𝑛)+𝜆(2𝑚+1),

𝑚∑︁
𝑛=0

(−1)𝑚−𝑛𝜋2(𝑚−𝑛)

(2𝑚− 2𝑛)!
𝜂(2𝑛+ 1)+ 𝜁(2𝑚+1).

Ýòè ôîðìóëû ïðè 𝑚 = 1 ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè íàìè ðàíåå â [5] ïðåäåëüíûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè äëÿ 𝛽(2), 𝜆(3), ln 2, 𝜂(3) è 𝜁(3).
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Functional continued fractions and unimodular transformations

G. V. Fedorov (Sochi, Russia)
Sirius Univercity, Lomonosov Moscow State University, SRISA RAS
e-mail: fedorov.gv@mech.math.msu.su

Ïóñòü 𝐾 � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2. Åùå â ðàáîòàõ Àáåëÿ è ×åáûøåâà áûëî
ïîäìå÷åíî, ÷òî íåïðåðûâíûå äðîáè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû â ôóíêöèîíàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà
âìåñòî êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ 𝐾[𝑥], à âìåñòî öåëîé ÷à-
ñòè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ðàññìàòðèâàåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ôîðìàëüíûé
ñòåïåííîé ðÿä èç 𝐾((1/𝑥)), ãäå

𝐾((1/𝑥)) =

⎧⎨⎩
∞∑︁
𝑗=𝑠

𝑏𝑗

(︂
1

𝑥

)︂𝑗

| 𝑏𝑗 ∈ 𝐾, 𝑏𝑠 ̸= 0, 𝑠 ∈ Z

⎫⎬⎭ .

Ïóñòü ℒ � ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå ïîëå � ïîëå ôóíêöèé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé 𝐶. Ïî
àíàëîãèè ñ ÷èñëîâûì ñëó÷àåì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ 𝐾[𝑥] è ýëåìåíòà 𝛽 ∈ ℒ áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (︂

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︂[︂
𝛽
1

]︂
=
𝐴𝛽 +𝐵

𝐶𝛽 +𝐷
. (1)

Ìíîæåñòâî
Γ =

{︀(︀
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︀
| 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ 𝐾[𝑥], 𝐴𝐷 −𝐵𝐶 ∈ 𝐾*}︀

îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ïîëå ℒ ïî ïðàâèëó (1). Ãðóïïó Γ áóäåì íàçûâàòü груп-
пой унимодулярных преобразований íà ïîëå ℒ. Åñëè 𝑀 =

(︀
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︀
∈ Γ è 𝛽 ∈ ℒ, òî âìåñòî

(1) áóäåì èñïîëüçîâàòü êðàòêîå îáîçíà÷åíèå 𝑀 [𝛽]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïà Γ äåéñòâóåò
(ñëåâà) òðàíçèòèâíî íà ℒ, à òàêæå, ÷òî ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íûõ
èððàöèîíàëüíîñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ êâàäðàòîì â ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ãðóïïå𝐾* ïîëÿ 𝐾. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî𝑀 ∈ Γ тривиально, åñëè âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû 𝑀 ëåæàò â ïîëå 𝐾.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áåñêîíå÷íîå íîðìèðîâàíèå 𝑣∞ ïîëÿ 𝐾(𝑥) ïðîäîëæàåòñÿ äâóìÿ ñïîñî-
áàìè 𝑣−∞, 𝑣

+
∞ íà ïîëå ℒ. Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ, ÷òî ïîëå ℒ âêëàäûâàåòñÿ â 𝐾((1/𝑥)) äâóìÿ

ñïîñîáàìè. Äëÿ 𝛽 ∈ ℒ ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì íàéòè 𝑎 ∈ 𝐾[𝑥] òàêîå, ÷òî 𝑣−∞ (𝛽 − 𝑎) > 0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

[𝛽]−∞ = 𝑎, 𝑀(𝑎) = ( 𝑎 1
1 0 ) ∈ Γ.

Ïîëîæèì 𝛽0 = 𝛼, 𝑎0 = [𝛽0]
−
∞, 𝑀0 =𝑀(𝑎0). Äëÿ êàæäîãî 𝑗 ∈ N ïîëîæèì

𝛽𝑗 =𝑀(𝑎𝑗−1)
−1[𝛽𝑗−1], 𝑎𝑗 = [𝛽𝑗 ]

−
∞ ,

äî òåõ ïîð, ïîêà 𝑎𝑗 ̸= 𝛽𝑗 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðàçëîæåíèå 𝛼 â ôóíêöèîíàëüíóþ íåïðåðûâ-
íóþ äðîáü (êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ), ïîñòðîåííóþ â ìíîæåñòâå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ 𝐾((1/𝑥)) ñ ïîìîùüþ íîðìèðîâàíèÿ 𝑣−∞: 𝛽 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .]. Ýëåìåíòû 𝑎𝑗 íàçûâàþòñÿ
неполными частными, 𝛽𝑗 � полными частными íåïðåðûâíîé äðîáè.

Â õîäå äîêëàäà áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 𝑀 ∈ Γ. Существует и единственное представление вида

𝑀 =𝑀(𝑎0) ·𝑀(𝑎1) · . . . ·𝑀(𝑎𝑛) ·
(︀
𝑐 0
0 𝑏

)︀
, (2)

где 𝑎0, 𝑎𝑛 ∈ 𝐾[𝑥], 𝑎𝑗 ∈ 𝐾[𝑥] ∖𝐾, 1 6 𝑗 6 𝑛− 1, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾, 𝑏𝑐 = (−1)𝑛+1 det𝑀 .
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Ïðåîáðàçîâàíèå 𝑀 =
(︀
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︀
∈ Γ íàçîâåì приведенным, åñëè deg𝐴 > deg𝐵 è deg𝐴 >

deg𝐶. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå 𝑀 íåòðèâèàëüíîå è ïðèâåäåííîå, òî
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2) èìååì deg 𝑎𝑗 > 0, 0 6 𝑗 6 𝑛. Òàêæå èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
𝑀 = 𝑀𝑛 =

(︀ 𝑝𝑛 𝑝𝑛−1
𝑞𝑛 𝑞𝑛−1

)︀
� �ïîäõîäÿùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ� ê íåêîòîðîìó 𝛽 ∈ ℒ â ïðåäñòàâëåíèè

(2) ìíîãî÷ëåíû 𝑎𝑗 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè íåïðåðûâíîé äðîáè 𝛽,
à êðîìå òîãî, 𝑏 = 𝑐 = 1 è deg 𝑎𝑛 > 0. Òåì ñàìûì òåîðåìà 1 äàåò àëüòåðíàòèâíûé ïîõîä ê
ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé.

Â õîäå äîêëàäà ìû îáñóäèì ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíûõ
óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè è êâàçèïåðèîäè÷íîñòè íåïðåðûâíûõ äðîáåé äëÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ ℒ (ñì.
[1]). Â äàííîì êîíòåêñòå áóäóò íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè íà äëèíó ïåðèîäà è êâàçèïåðèîäà (ñì.
[2]). Áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïîäúåìå äèâèçîðà êðó÷åíèÿ â ÿêîáèàíå 𝐽 ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé 𝐶 äî äèâèçîðà êðó÷åíèÿ â îáîáùåííîì ÿêîáèàíå 𝐽𝑚 äëÿ ìîäóëåé 𝑚 îãðàíè÷åííîé
ñòåïåíè (ñì. [3], [4]).
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Îáÿçàòåëüíûì ýëåìåíòîì òåçèñîâ ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèå, ôàìèëèè àâòîðîâ è àôôèëèàöèÿ íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

Ïóñòü 𝑓(𝑧) � ìîäóëÿðíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ôîðìà áîëüøîãî âåñà 2𝑘. Èç óñëîâèÿ ìîäóëÿð-
íîñòè ñëåäóåò, ÷òî 𝑓(𝑧) îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå. Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå



198 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

ôîðìû 𝑓(𝑧) ìîæíî ïîñòðîèòü àññîöèèðîâàííóþ ñ íåé 𝐿-ôóíêöèþ ìîäóëÿðíîé ôîðìû. Íà-
çîâåì 𝑚-ì ìîìåíòîì 𝐿-ôóíêöèé ìîäóëÿðíûõ ôîðì ñðåäíåå çíà÷åíèå èõ 𝑚-ûõ ñòåïåíåé ïðè
óñðåäíåíèè, íàïðèìåð, ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà âñåõ ìîäóëÿðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ôîðì. Èçó-
÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ
èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ 𝐿-ôóíêöèé ìîäóëÿðíûõ ôîðì. Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò î ïîâåäåíèè
÷åòâåðòîãî ìîìåíòà è î ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåãî ñëåäñòâèÿõ.
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On estimating the number of Zeros of the Davenport–Heilbronn
function lying on the critical line
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e-mail: shamsullo@rambler.ru

Ïóñòü 𝜒(𝑛) êîìïëåêñíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ 5 òàêîé, ÷òî 𝜒(2) = 𝑖,

æ =

√︀
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, 0 < æ < 1.

Ôóíêöèåé Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝑓(𝑠) =
1− 𝑖æ

2
𝐿(𝑠, 𝜒) +

1 + 𝑖æ

2
𝐿(𝑠, �̄�),

ãäå 𝐿(𝑠, 𝜒) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Ôóíêöèþ 𝑓(𝑠) ââåëè è èññëåäîâàëè Äýâåíïîðò è Õåéëüáðîíí
[1]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî 𝑓(𝑠) óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ðèìàíîâñêîãî òèïà(︁𝜋

5

)︁− 𝑠
2
Γ

(︂
𝑠+ 1

2

)︂
𝑓(𝑠) =

(︁𝜋
5

)︁− 1−𝑠
2

Γ

(︂
(1− 𝑠) + 1

2

)︂
𝑓(1− 𝑠),

îäíàêî äëÿ 𝑓(𝑠) ãèïîòåçà Ðèìàíà, (âñå êîìïëåêñíûå íóëè 𝑓(𝑠) ëåæàò íà ïðÿìîé 𝑅𝑒 𝑠 = 0.5),
íå âûïîëíÿåòñÿ è, áîëåå òîãî, ÷èñëî íóëåé 𝑓(𝑠) â îáëàñòè 𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇 ïðåâîñõîäèò
𝑐𝑇 , 𝑐 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â 1980 ã. Ñ.Ì. Âîðîíèí [2] äîêàçàë, ÷òî критическая прямая òî åñòü 𝑅𝑒𝑠 = 1
2 ÿâëÿåòñÿ

èñêëþ÷èòåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ íóëåé 𝑓(𝑠), òî åñòü äëÿ 𝑁0(𝑇 ) � ÷èñëà íóëåé 𝑓(𝑠) íà îòðåçêå
𝑅𝑒𝑠 = 1/2, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 èìååò ìåñòî îöåíêà

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp

(︂
1

20

√
ln ln ln ln𝑇

)︂
,

ãäå 𝑐 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, 𝑇 > 𝑇0 > 0.
Êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà 𝑓(𝑠) â êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ êðè-

òè÷åñêîé ïðÿìîé âïåðâûå èññëåäîâàë À.À. Êàðàöóáà. Îí â 1989 ãîäó äîêàçàë, ÷òî ïðè 𝜀 è
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𝜀1 � ïðîèçâîëüíî ìàëûõ ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 0.001, è
𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 è 𝐻 = 𝑇

27
82

+𝜀1 , âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2
−𝜀. (1)

Â 1993 ã. À.À. Êàðàöóáà [3], âîñïîëüçîâàâøèñü íîâûì óñîâåðøåíñòâîâàííûì ìåòîäîì, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàþò ïî÷òè òàêèå æå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû, êàê ïðè âûâîäå îöåíêè (1),
ïðè 𝐻 = 𝑇

27
82

+𝜀1 , 0 < 𝜀1 < 0, 01, 𝜀1 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ïîëó÷èë áîëåå òî÷íóþ îöåíêó
âèäà

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2 exp(−𝑐3

√
ln ln𝑇 ). (2)

Àâòîðó óäàëîñü äîêàçàòü îöåíêó (2) äëÿ êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé, èìå-
þùèõ áîëåå êîðîòêóþ äëèíó.

Теорема 1. Пусть 𝜀 — произвольное малое фиксированное положительное число, не
превосходящее 0.01, тогда при 𝐻 = 𝑇

1515
4816

+𝜀, 𝑇 > 𝑇0(𝜀) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻
√
ln𝑇 exp(−𝑐4

√
ln ln𝑇 ),

где 𝑐4 > 0 – абсолютная постоянная.

Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì, ïîçâîëÿþùèì äîêàçàòü ýòó òåîðåìó, ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ îöåíêà ñïå-
öèàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì 𝑊 = 𝑊 (𝑇 ) ðàâíîìåðíûõ ïî ïàðàìåòðó â òåðìèíàõ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûõ ïàð [4, 5, 6].

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Davenport H. On the zeros of certain Dirichlet series // J. Lond. Math. Soc. 1936. Vol. 11.
PP. 181�185 and 307�312.

2. Âîðîíèí Ñ. Ì. Î íóëÿõ íåêîòîðûõ ðÿäîâ Äèðèõëå, ëåæàùèõ íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé //
Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 1980. Ò. 44. � 1. Ñ. 63�91.

3. Êàðàöóáà À. À. Íîâûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå íóëåé íåêîòîðûõ ðÿäîâ Äèðèõëå // Òðóäû
ÌÈÀÍ. 1994. Ò. 207. Ñ. 180�196.

4. Ðàõìîíîâ Ç. Õ, Õàéðóëëîåâ Ø. À., Àìèíîâ À. Ñ. Íóëè ôóíêöèè Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà
â êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê. 2019. Ò. 20.
Âûï. 4(72). Ñ. 271�293.

5. Õàéðóëëîåâ Ø. À. Î ðàâíîìåðíûõ ïî ïàðàìåòðàì îöåíêàõ ñïåöèàëüíûõ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ñóìì // XXI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåò-
íàÿ ãåîìåòðèÿ: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû, ïðèëîæåíèÿ è ïðîáëåìû èñòîðèè¿, ïîñâÿùåííàÿ
85-ëåòèþ ñòîëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.À. Êàðàöóáû.: òåçèñû äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè (Òóëà, 17-21 ìàÿ 2022 ã.) � Òóëà, 2022. Ñ. 211-213.

6. Õàéðóëëîåâ Ø. À. Î íóëÿõ àðèôìåòè÷åñêèõ ðÿäîâ Äèðèõëå, íå èìåþùèõ Ýéëåðîâà ïðî-
èçâåäåíèÿ // Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí. Îòäåëåíèå ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ, ãåîëîãè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ íàóê. 2018. � 4(173). Ñ. 7�25.

__________________________________________



200 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

ÓÄÊ 511.325

Короткая двойная сумма значений характеров Дирихле
от сдвинутых произведений двух чисел

Д. Дж. Хокиев (Таджикистан, г. Душанбе)
Таджикский национальный университет
e-mail: khdj.91@mail.ru

Short double sum of Dirichlet character values from shifted
products of two numbers

D. Dj. Khokiev (Tajikistan, Dushanbe)
Tajik National University
e-mail: khdj.91@mail.ru

Ïðè èçó÷åíèè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîãî õàðàêòåðîâ 𝜒 ïî ñîñòàâíîìó
ìîäóëþ 𝐷 íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ñäâèíóòûõ ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 𝑝 − 𝑙, (𝑙,𝐷) = 1, íàðÿäó ñ
çàäà÷åé ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíîé îöåíêè сумм значений примитивного характера Дирихле
в последовательности сдвинутых чисел, лежащих в арифметических прогрессиях, âîçíèêàåò
òàêæå çàäà÷à î íåòðèâèàëüíîé îöåíêå äâîéíûõ ñóìì 𝑊 =𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈)âèäà

𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

𝑎𝑚
∑︁

𝑈<𝑛6min(𝑥𝑚−1,2𝑁)
(𝑛,𝑞)=1,𝑚𝑛≡𝑙(mod 𝜈)

𝑏𝑛𝜒𝑞(𝑚𝑛− 𝑙), (𝜈𝑙, 𝑞) = 1,

ãäå 𝑎𝑚 è 𝑏𝑛 ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà òàêèå, ÷òî |𝑎𝑚| 6 𝜏 𝑐(𝑚) è
|𝑏𝑛| 6 𝜏 𝑐(𝑛), 𝑐 � ïîëîæèòåëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íå âñå âðåìÿ îäíî è òî æå, 𝜒𝑞 � ïðè-

ìèòèâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ 𝑞. Ñóììà 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) íàçûâàåòñÿ двойной суммой значе-
ний примитивного характера Дирихле от сдвинутых произведений двух чисел, лежащих в
арифметических прогрессиях.

Â ñóììå𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈), íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑁 6𝑀 . Îòìåòèì,
÷òî åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å (закон распределения значений производных характеров
𝜒 по составному модулю 𝐷 на последовательностях сдвинутых простых чисел вида 𝑝 −
𝑙, (𝑙,𝐷) = 1) õàðàêòåð 𝜒 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì, òî åñòü åñëè 𝜒 = 𝜒𝑞, òî âìåñòî ñóììû
𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) âîçíèêàåò áîëåå ïðîñòàÿ ñóììà 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 1) =𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙) âèäà

𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

𝑎𝑚
∑︁

𝑈<𝑛6min(𝑥𝑚−1,2𝑁)
(𝑛,𝑞)=1

𝑏𝑛𝜒𝑞(𝑚𝑛− 𝑙), (𝑙, 𝑞) = 1,

È.Ì.Âèíîãðàäîâ, âïåðâûå èçó÷àÿ ñóììó 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙) äëÿ ïðîñòîãî 𝑞 ïîëó÷èë å¼ íåòðè-
âèàëüíóþ îöåíêó ïðè 𝑥 > 𝑞1+𝜀, à çàòåì íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó êîðîòêîé ñóììû 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙)
ïðè 𝑥 > 𝑞0,75+𝜀 [1]. Íàèëó÷øàÿ íåòðèâèàëüíàÿ îöåíêà 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙) äëÿ ïðîñòîãî 𝑞 ïðè
𝑥 > 𝑞0,5+𝜀 íàéäåíà â ðàáîòå À.A. Êàðàöóáû [2].

Ç.Õ.Ðàõìîíîâ [3,4] èçó÷èë ñóììó 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) äëÿ ñîñòàâíîãî 𝑞 è ïîëó÷èë íåòðèâèàëü-
íóþ îöåíêó ïðè 𝑥 > 𝑞1+𝜀. Íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó êîðîòêîé ñóììû 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙) äëÿ ñîñòàâ-

íîãî 𝑞 ïðè 𝑥 > 𝑞
8
9
+𝜀 â 2010 ãîäó ïîëó÷èëè Äæ.Á.Ôðèäëàíäåð, K.Ãîíã, È.Å.Øïàðëèíñêèé [5].

Â 2017 ã. îí [6] äëÿ ìîäóëåé 𝑞 � ÷èñëî ñâîáîäíîå îò êóáîâ ïîëó÷èë íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó
ñóììû 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) ïðè 𝑦 > 𝑞

1
2
+𝜀. Ç.Õ.Ðàõìîíîâ è Õîêèåâ Ä.Äæ. [7,-11] äëÿ ñîñòàâíîãî 𝑞

äîêàçàë íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙) ïðè 𝑥 > 𝑞
5
6
+𝜀,
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Теорема. Пусть 𝑀 , 𝑁 , 𝑈 — целые числа, 𝑁 6 𝑈 < 2𝑁 6 𝑞
1
6 ,

𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

𝑎𝑚
∑︁

𝑈<𝑛6min(𝑥𝑚−1,2𝑁)
(𝑛,𝑞)=1,𝑚𝑛≡𝑙(mod 𝜈)

𝑏𝑛𝜒𝑞(𝑚𝑛− 𝑙), (𝜈𝑙, 𝑞) = 1,

𝑎𝑚 и 𝑏𝑛 функции натурального аргумента такие, что∑︁
𝑀<𝑚62𝑀

|𝑎𝑚|𝛼 ≪𝑀 ln 𝑐𝑐𝛼 , 𝛼 = 1, 2; |𝑏𝑛| ≪ 𝐵.

Тогда справедлива оценка

|𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈)| ≪ 𝐵𝑀
5
6𝑁

1
2 𝑞

1
6
+ 1

6
𝛿 ln 𝑐

4𝑐1+𝑐2+1
6 .

Схема доказательства. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå 𝑀𝑁 < 𝑥. Ñóììó 𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) ïðåîáðàçóåì â äðóãóþ òàê, ÷òîáû èíòåðâàë ñóììè-
ðîâàíèÿ âíóòðåííåé ñóììû íå çàâèñåë îò 𝑚. Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 4.1 â ðàáîòå [7], èìååì íåðàâåíñòâî

|𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈)| ≪ ln 𝑐 max
06𝑗<𝜈

max
06𝑘<𝑞

𝑊 (𝑗, 𝑘), (1)

𝑊 (𝑗, 𝑘) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

|𝑎𝑚||𝐵(𝑘𝜈 + 𝑗𝑞,𝑚)|,

𝐵(𝑘𝜈 + 𝑗𝑞,𝑚) =
∑︁

𝑁<𝑛62𝑁
(𝑛,𝑞)=1

𝑏𝑛𝜒𝑞(𝑚𝑛− 𝑙)𝑒
(︂
(𝑘𝜈 + 𝑗𝑞)𝑛

𝑞𝜈

)︂
.

Îöåíèì 𝑊 (𝑗, 𝑘). Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êóá è âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
Ãåëüäåðà, ïîëàãàÿ â íåì 𝜈 = 𝑚, 𝑎𝜈 = |𝑎𝑚|, 𝑏𝜈 = |𝐵(𝑘𝑑+ 𝑗𝑞,𝑚)|. Áóäåì èìåòü:

𝑊 3(𝑗, 𝑘)≪𝑀2 ln 𝑐2𝑐1
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

|𝑎𝑚||𝐵(𝑘𝑑+ 𝑗𝑞,𝑚)|3.

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, è óñëîâèå
𝑀 < 𝑞, íàéäåì

𝑊 6(𝑗, 𝑘)≪𝑀4 ln 𝑐4𝑐1
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

|𝑎𝑚|2
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

|𝐵(𝑘𝑑+ 𝑗𝑞,𝑚)|6 ≪

≪𝑀5 ln 𝑐4𝑐1+𝑐2

𝑞−1∑︁
𝑚=0

(𝑚,𝑞)=1

|𝐵(𝑘𝑑+ 𝑗𝑞,𝑚)|6.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ÿâíûì âèäîì 𝐵(𝑘𝑑+ 𝑗𝑞,𝑚), ïîëó÷èì

𝑊 6(𝑗, 𝑘)≪𝑀5 ln 𝑐4𝑐1+𝑐2

𝑞−1∑︁
𝜆=0

(𝜆,𝑞)=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑁<𝑛62𝑁
(𝑛,𝑞)=1

𝑏𝑛𝜒𝑞(𝑛+ 𝜆)𝑒

(︂
(𝑘𝑑+ 𝑗𝑞)𝑛

𝑞𝑑

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
6

≪

≪𝑀5 ln 𝑐4𝑐1+𝑐2
∑︁

𝑁 ′<𝑛1,...,𝑛662𝑁
(𝑛1,...,𝑛6,𝑞)=1

|𝑏𝑛1 . . . 𝑏𝑛6 |

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞−1∑︁
𝜆=0

𝜒

(︂
(𝜆+ 𝑛1)(𝜆+ 𝑛2)(𝜆+ 𝑛3)

(𝜆+ 𝑛4)(𝜆+ 𝑛5)(𝜆+ 𝑛6)

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì |𝑏𝑛| ≪ 𝐵, çàòåì èçâåñòíîé îöåíêîé Ä.Áåðäæåññà, íàé-
äåì

𝑊 6(𝑗, 𝑘) 6 𝐵6𝑀5 ln 𝑐4𝑐1+𝑐2
∑︁

16𝑛1,...,𝑛662𝑁

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞−1∑︁
𝜆=0

𝜒

(︂
(𝜆+ 𝑛1)(𝜆+ 𝑛2)(𝜆+ 𝑛3)

(𝜆+ 𝑛4)(𝜆+ 𝑛5)(𝜆+ 𝑛6)

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒≪

≪ 𝐵6𝑀5𝑁3𝑞1+𝛿 ln 𝑐4𝑐1+𝑐2 .

Îòñþäà è èç (1) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ íåòðèâèàëüíàÿ îöåíêà äâîéíîé ñóììû,

èìåþùåé ñóììó äëÿ äëèíû 𝑁 , êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 𝑞
1
12 6 𝑁 6 𝑞

1
6 .

Следствие. Пусть 𝑀 , 𝑁 , 𝑈 — целые числа,

𝑁 6 𝑈 < 2𝑁, 𝑞𝜃 6 𝑁 6 𝑞
1
6 , 𝐷

1
2 6 𝑞 6 𝐷, 𝜈 6 exp

√
2 ln 𝑐,

𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
(𝑚,𝑞)=1

𝑎𝑚
∑︁

𝑈<𝑛6min(𝑥𝑚−1,2𝑁)
(𝑛,𝑞)=1,𝑚𝑛 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑙(mod 𝜈)

𝑏𝑛𝜒𝑞(𝑚𝑛− 𝑙), (𝜈𝑙, 𝑞) = 1,

𝑎𝑚 и 𝑏𝑛 – функции натурального аргумента такие, что

|𝑎𝑚| 6 𝜏5(𝑚), |𝑏𝑛| 6 1.

Тогда при 𝑥 > 𝑞1−2𝜃+1,1𝛿 справедлива оценка

|𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈)| ≪ 𝑥

𝜈
exp

(︁
−0, 7

√
ln 𝑐
)︁
.

Доказательство. Ñîãëàñíî ëåììå Ê.Ê.Ìàðäæàíàøâèëè, èìåÿ â âèäó, ÷òî ln𝑀 ≪ ln 𝑐,
íàéä¼ì ∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝜏5(𝑚)≪𝑀 ln 𝑐4,
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝜏25 (𝑚)≪𝑀 ln 𝑐24.

Èç òåîðåìû 1 ïðè 𝑐1 = 4, 𝑐2 = 24, âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì 𝑀𝑁 6 𝑥, 𝑁 > 𝑞𝜃 è
𝑥 > 𝑞1−2𝜃+1,1𝛿, íàéä¼ì

|𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈)| ≪ (𝑀𝑁)
5
6𝑁− 1

3 𝑞
1
6
+ 1

6
𝛿 ln 𝑐

20
3 6 𝑥

5
6𝑁− 1

3 𝑞
1
6
+ 1

6
𝛿 ln 𝑐

20
3 =

= 𝑥

(︂
𝑁−2𝑞1+𝛿

𝑥

)︂ 1
6

ln 𝑐
20
3 6 𝑥

(︂
𝑞1−2𝜃+𝛿

𝑥

)︂ 1
6

ln 𝑐
20
3 ≪ 𝑥𝑞−

𝛿
60 ln 𝑐

20
3 .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè 𝐷
1
2 6 𝑞 6 𝐷 è 𝜈 6 exp

√
2 ln 𝑐, èìååì

|𝑊𝑞(𝑥,𝑀,𝑁, 𝑙, 𝜈)| ≪ 𝑥

𝜈
ln 𝑐

20
3 exp

√
2 ln 𝑐𝐷− 𝛿

120 ≪ 𝑥

𝜈
exp

(︁
−0, 7

√
ln 𝑐
)︁
.
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ÓÄÊ 511.174

Об одном интегрально-разностном уравнении, применяемом
в суммировании мультипликативных функций

У. Чариев (Таджикистан, г. Душанбе)
Таджикский государственный педагогический университет им. С. Айни
e-mail: umidchoriyev@mail.ru

On one integral-difference equations used in summation
of multiplicative functions

U. Chariev (Tajikistan, Dushanbe)
Tajik State Pedagogical University named after S. Ayni
e-mail: umidchoriyev@mail.ru

Â ðàáîòàõ Ó. ×àðèåâà [1] � [3] ðàññìàòðèâàëèñü ñóììû âèäà

𝑀𝑓 (𝑋,𝑌1, ..., 𝑌𝑘−1) =
∑︁

𝑛1...𝑛𝑘≤𝑋

𝑓1(𝑛1)...𝑓𝑘(𝑛𝑘) =
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛),
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ãäå 𝑓(𝑛) = 𝑓1(𝑛1)...𝑓𝑘(𝑛𝑘), 𝑝/𝑛𝜈 → 𝑋
1

𝑡𝜈−1 < 𝑝 ≤ 𝑋
1
𝑡𝜈 , 𝑌𝜈 = 𝑋

1
𝑡𝜈 , 𝑡𝜈 = ln𝑋

ln𝑌𝜈
, 𝜈 = 1, 𝑘, 1

𝑡𝜈
= 0,

𝑡𝑘 = 1, 𝑡1 > ... > 𝑡𝑘−1 > 𝑡𝑘 = 1 è 1 = 𝑌0 < 𝑌1 < ... < 𝑌𝑘−1 < 𝑌𝑘 = 𝑋.
Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàëñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà 𝜏𝜈 , 𝐵𝜈 , 𝐴𝜈 ≥ 0, à òàêæå

ôóíêöèÿ 𝜌𝜈(𝑋) òàêèå ÷òî∑︁
𝑝𝑟≤𝑋
𝑝≤𝑌

Λ𝑓𝜈 (𝑝
𝑟)

𝑝𝑟
= 𝜏𝜈 lnmin(𝑋,𝑌 ) +𝐵𝜈 +𝑂(𝜌𝜈(min(𝑋,𝑌 ))), (1)

è ∏︁
𝑌≤𝑝≤𝑋

(︃
1 +

∞∑︁
𝑟=1

| 𝑓𝜈(𝑝𝑟) |
𝑝𝑟

)︃
= 𝑂

(︃(︂
ln𝑋

ln𝑌

)︂𝐴𝜈
)︃
. (2)

Çäåñü 𝜌𝜈(𝑋) → 0 ïðè 𝑋 → ∞, äëÿ 𝜈 = 1, 𝑘, à Λ𝑓𝜈 (𝑛)�îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Ìàíãîëüäòà,
îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

𝑓𝜈(𝑛) ln𝑛 =
∑︁
𝑑/𝑛

Λ𝑓𝜈 (
𝑛

𝑑
)𝑓𝜈(𝑑).

Â ÷àñòíîñòè â ðàáîòå [1] äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 𝑓𝜈(𝑛)–мультипликативные функции при 𝜈 = 1, 𝑘, удовлетворяющие
условиям (1), (2) и

𝑓1(𝑛1) = 𝜀(𝑛1) =

{︂
1 𝑛𝑝𝑢 𝑛1 = 1,
0 𝑛𝑝𝑢 𝑛1 ̸= 1,

т.е. суммирование ведется по числам, все простые делители которых больше, чем 𝑌1. Тогда,
если

𝑟𝑘 = 1 +
𝑘∑︁

𝜈=2

|𝜏𝜈 | ≥ max(𝐴𝑘 + 1, 𝑅𝑒𝜏𝜈 + 2),

то при 𝑡𝑘−1 > 1

𝑀𝑓 (𝑋,𝑌1, ..., 𝑌𝑘−1) =

∫︁ 𝑡1

1
𝑌 𝑢
1

𝑑

𝑑𝑢
𝑧𝑘−1

(︂
𝑢,
𝑢𝑡2
𝑡1
, ...,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝑋𝜌(𝑌1)𝑡

𝑟𝑘−1
1

𝑡𝑘−1 ln𝑌1
ln𝛿 𝑡1

)︃
,

где функция 𝑧𝑘−1(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1) является при 𝑡𝑘−1 > 1 решением уравнения

𝑡1𝑧𝑘−1(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1)−
∫︁ 𝑡1

0
𝑧𝑘−1

(︂
𝑢,
𝑢𝑡2
𝑡1
, ...,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢−

−
𝑘∑︁

𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈−1

)︁
𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈

)︁ 𝑧𝑘−1

(︂
𝑢,
𝑢𝑡2
𝑡1
, ...,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 = 0 (3)

с начальными условиями

𝑧𝑘−1(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1) =

⎧⎨⎩
𝑧𝑘−2(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−2) 𝑛𝑝𝑢 𝑘 ≥ 3, 𝑡𝑘−1 ≤ 1,
1 𝑛𝑝𝑢 0 < 𝑡1 ≤ 1,
0 𝑛𝑝𝑢 𝑡1 ̸= 0.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü íåïðå-
ðûâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3).

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Теорема 2. Пусть 𝜏1, ..., 𝜏𝑘–комплексные числа, 𝑅𝑒𝜏1 > −1. Тогда при любом фиксиро-
ванном 𝑘 ≥ 2 и действительных 𝑡1, ..., 𝑡𝑘 с условиям

𝑡1 > 𝑡2 > ... > 𝑡𝑘 = 1,
1

𝑡0
= 0,

уравнение

𝑠𝑡1𝑧𝑘−1(𝑠𝑡1, ..., 𝑠𝑡𝑘−1)−
∫︁ 𝑠𝑡1

0
𝑧𝑘−1

(︂
𝑢,
𝑢𝑡2
𝑡1
, ...,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢−

−
𝑘∑︁

𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑡1
(︁
𝑠− 1

𝑡𝜈−1

)︁
𝑡1
(︁
𝑠− 1

𝑡𝜈

)︁ 𝑧𝑘−1

(︂
𝑢,
𝑢𝑡2
𝑡1
, ...,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 = 0

с начальными условиями

𝑧𝑘−1(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1) =

⎧⎨⎩
𝑧𝑘−2(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−2) 𝑛𝑝𝑢 𝑘 ≥ 3, 𝑡𝑘−1 ≤ 1,
𝑡𝜏11 𝑛𝑝𝑢 0 < 𝑡1 ≤ 1,
0 𝑛𝑝𝑢 𝑡1 < 0,

имеет единственное непрерывное по 𝑠 при 0 < 𝑠 ≤ 1 решение 𝑧𝑘−1(𝑠𝑡1, ..., 𝑠𝑡𝑘−1).
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ÓÄÊ 511.32

Экстремальные свойства произведений множеств
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Extremal properties of product sets

Yu. N. Shteinikov (Russia, Moscow)
Scientific Research Institute for System Analysis of the RAS
e-mail: yuriisht@yandex.ru

Â ñâîåì äîêëàäå ÿ ïðåäñòàâëþ íèæíþþ îöåíêà íà ðàçìåð ìíîæåñòâà 𝐴 èç êîíå÷íûõ èí-
òåðâàëîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî ðàçìåð ìíîæåñòâà 𝐴𝐴 àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí |𝐴|2/2.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ðàáîòå Ê.Ôîðäà [1] ñ íåáîëüøèìè îïòèìèçàöèÿìè, ìû
óòî÷íÿåì ïðåäûäóùóþ îöåíêó. Â äàííîé ðàáîòå ìû çàèìñòâóåì çàäà÷è, ïîäõîäû è àðãóìåíòû
ðàññóæäåíèé, ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå [1].
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ÓÄÊ 511.3

О первых разностях чисел с заданным окончанием разложения
по линейной рекуррентной последовательности1

А. В. Шутов (Россия, г. Владимир)
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On first differences of numbers with fixed last digits of their linear
recurrent base expansion

А. V. Shutov (Russia, Vladimir)
Khabarovsk Division of the Institute for Applied Mathematics, Far Eastern Branch, Russian
Academy of Sciences
e-mail: a1981@mail.ru

Ïóñòü 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ . . . ≥ 𝑎𝑑−1 ≥ 𝑎𝑑 = 1.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑇𝑛} ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

𝑇𝑛 = 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑑𝑇𝑛−𝑑.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäóò èìåòü âèä
𝑇0 = 1,

è
𝑇𝑛 = 1 + 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑇0

äëÿ 𝑛 < 𝑑. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑁 äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîå æàäíîå ðàçëî-
æåíèå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑇𝑛}:

𝑁 =

𝑚(𝑁)∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘(𝑁)𝑇𝑘.

Æàäíîñòü äàííîãî ðàçëîæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑚1 < 𝑚(𝑁) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-

ñòâà 0 ≤ 𝑁 −
∑︀𝑚(𝑁)

𝑘=𝑚1
𝜀𝑘(𝑁)𝑇𝑘 < 𝑇𝑚1 .

Ïóñòü 𝑤 = 𝑤𝑚−1 . . . 𝑤0 � ñëîâî äëèíû 𝑚 íàä àëôàâèòîì {0, . . . , 𝑎1}. Ïóñòü

N(𝑤) = {𝑁 ∈ N : 𝜀𝑘(𝑁) = 𝑤𝑘, 0 ≤ 𝑘 < 𝑚}
1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда №19-11-00065,

https://rscf.ru/project/19-11-00065/.
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� ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑇𝑛} çàêàí÷è-
âàþòñÿ íà ñëîâî 𝑤.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî N(𝑤) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì. Ñëîâî 𝑤 áóäåì íàçûâàòü äîïó-
ñòèìûì, åñëè ìíîæåñòâî N(𝑤) íå ïóñòî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå N(𝑤) áóäåò ñîäåðæàòü
áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐴𝑑𝑚𝑛 � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñëîâ äëèíû 𝑛.

Äàëåå, ïóñòü 𝑛1(𝑤), 𝑛2(𝑤), . . . , 𝑛𝑘(𝑤), . . . � âñå ÷èñëà èç N(𝑤), ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïåðâûõ ðàçíîñòåé ìåæäó ýòèìè ÷èñëàìè

𝐷𝑖𝑓𝑓(𝑤) = {𝑛𝑘+1(𝑤)− 𝑛𝑘(𝑤) : 𝑘 ∈ N}.

Теорема 1. Для любого допустимого слова 𝑤 ∈ 𝐴𝑑𝑚𝑛 множество 𝐷𝑖𝑓𝑓(𝑤) содержит
не более 𝑑 элементов. При достаточно больших 𝑛 это множество содержит в точности 𝑑
элементов.

Îïðåäåëèì òàêæå ìíîæåñòâî

𝐷𝑖𝑓𝑓𝑛 =
⋃︁

𝑤∈𝐴𝑑𝑚𝑛

𝐷𝑖𝑓𝑓(𝑤).

Теорема 2. Для любого 𝑛 множество 𝐷𝑖𝑓𝑓𝑛 содержит не более 2𝑑− 1 элементов. При
достаточно больших 𝑛 это множество содержит в точности 2𝑑− 1 элемент.

Â äîêëàäå òàêæå áóäåò ðàññêàçàíî î ñâÿçè çàäà÷è ñ àðèôìåòèêîé èððàöèîíàëüíîãî ñäâèãà
òîðà, ïåðåêëàäûâàíèÿìè îáëàñòåé è îäíîìåðíûìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.

__________________________________________
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Секция 6. Диофантовы приближения и теория трансцендентных
чисел
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e-mail: bernik.vasili@mail.ru
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А. С. Кудин (Беларусь, г. Минск)
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An estimate for the number of integer polynomials with small
derivatives at the root

V. I. Bernik (Belarus, Minsk)
Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus
e-mail: bernik.vasili@mail.ru
D. V. Vasilyev (Belarus, Minsk)
Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus
e-mail: vasilyev@im.bas-net.by
A. S. Kudin (Belarus, Minsk)
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e-mail: knxd@yandex.ru

Çàäà÷à îá èçó÷åíèè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 𝑥, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

|𝑃 (𝑥)| < 𝐻−𝑤, 𝑤 > 0, (1)

ãäå 𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛+. . .+𝑎1𝑥+𝑎0 � öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 𝑛 è 𝐻 = 𝐻(𝑃 ) = max

06𝑗6𝑛
|𝑎𝑗 |

� âûñîòà 𝑃 (𝑥), ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ℒ𝑛(𝑤) ìíîæåñòâî 𝑥 ∈ R, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (1) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ðåøåíèé â ìíîãî÷ëåíàõ 𝑃 (𝑥). Äëÿ ïîäìíîæåñòâà 𝐴 ⊂ R ÷åðåç 𝜇𝐴 è dim𝐴 áóäåì îáîçíà÷àòü
ñîîòâåòñòâåííî ìåðó Ëåáåãà è ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà 𝐴. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
èçâåñòíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

𝜇ℒ𝑛(𝑤) = 0, ïðè 𝑤 > 4𝑛, Ê. Ìàëåð, 1932, [1]

𝜇ℒ1(𝑤) = 0, ïðè 𝑤 > 𝑛, Â. Ã. Ñïðèíäæóê, 1964, [1]

dimℒ1(𝑤) =
𝑛+ 1

𝑤 + 1
, 𝑤 > 𝑛, Â. È. Áåðíèê, 1983, [2], [3]
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Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ëåæàò îöåíêè êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ 𝑃 ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â íåêîòîðîì êîðíå 𝛼1. À èìåí-
íî, â ðàáîòàõ [1-3] è ìíîãèõ äðóãèõ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 𝑄 èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå
íåñîâïàäàþùèå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû

#
⋃︁

𝐻(𝑃 )6𝑄

{︀
𝑃 : |𝑃 ′(𝛼1)| < 𝐻1−𝑣, ãäå 𝛼1 � íåêîòîðûé êîðåíü 𝑃

}︀
. (2)

Äî ñèõ ïîð, îäíàêî, íå áûëî äàæå ïðåäïîëîæåíèé î òî÷íîì çíà÷åíèè ïîðÿäêà âåëè÷èíû (2)
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà 𝑄.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè 0 6 𝑘 6 1 è êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ 𝑃 (𝑥) óïîðÿäî÷åíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì

|𝛼1 − 𝛼2| 6 |𝛼1 − 𝛼3| 6 . . . 6 |𝛼1 − 𝛼𝑛|,

òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

#
⋃︁

𝐻6𝑄

{︁
𝑃 (𝑥) : |𝑃 ′(𝛼)| ≪ 𝐻1−𝑣, |𝛼1 − 𝛼2| = 𝐻−𝑘𝑣

}︁
≪

≪ 𝑄𝑛+1−3𝑣+𝜀, åñëè 𝑘 = 1/4,

≪ 𝑄𝑛+1−5𝑣/4+𝜀, åñëè 𝑘 = 1/2,

≪ 𝑄𝑛+1−𝑣+𝜀, åñëè 𝑘 = 1.

ãäå êîíñòàíòà â ñèìâîëå Âèíîãðàäîâà≪ íå çàâèñèò îò 𝑄. Äàííûå ôàêòû ïîçâîëÿþò ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê (2) ïîíàäîáèòñÿ óêàçûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
î ðàñïðåäåëåíèè íóëåé 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ìíîãî÷ëåíîâ 𝑃 (𝑥).
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Â 1842 ãîäó Äèðèõëå [1] óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ëþáûõ 𝑥 ∈ 𝑅 è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 𝑄 > 1
íàöäóòñÿ öåëûå 𝑝 è 𝑞 ∈ 𝑁 , 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑄, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|𝑥𝑞 − 𝑝| < 𝑄−1. (1)

Èç íåðàâåíñòâà (1) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî íåðàâåíñòâî⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
< 𝑞−2 (2)

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ 𝑞. Íåðàâåíñòâî (2) ïî÷òè íåóëó÷øà-
åìî, ÷òî äîêàçàë Ãóðâèö [2, 3]. Îí óñòàíîâèë, ÷òî íåðàâåíñòâî |𝑥1𝑞 − 𝑝| < 1√

5
𝑞 äëÿ ëþáîãî

𝑥1 ∈ 𝑅 èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑍 ×𝑁 , íî óæå ïðè ëþáîì 𝜖 > 0 è 𝑞 > 𝑞0(𝜖)
íàéäóòñÿ òàêèå 𝑥2 ∈ 𝑅, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|𝑥2𝑞 − 𝑝| >
1

(
√
5 + 𝜖)𝑞

. (3)

Â 1898 ãîäó Ý. Áîðåëü [4] ïðèâë¼ê äëÿ èçó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ (1), (3) ïîíÿòèå ìåðû Ëåáåãà.
Îí äîêàçàë, ÷òî íåðàâåíñòâî |𝑥𝑞−𝑝| < 𝑞−2 èìååò áåñêîíåíîå ÷èñëî ðåøåíèé òîëüêî äëÿ ðåäêèõ
𝑥 ∈ 𝐵 ⊂ 𝑅. Ðåçóëüòàò Áîðåëÿ áûë çíà÷èòåëüíî óëó÷øåí À. Õèí÷èíûì [5].

Òåîðåìó Õèí÷èíà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè äîêàçàëè Áåðíèê [6] è Áåðåñíå-
âè÷ [7]. Òåîðåìà Õèí÷èíà äîêàçàíà â çíà÷èòåëüíî îáùåé ôîðìóëèðîâêå äëÿ íåâûðîæäåííûõ
êðèâûõ [8], [9].

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. Ïóñòü 𝑃𝑗(𝑥) - ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 𝑑𝑒𝑔𝑃𝑗 ≤ 𝑛 áåç îáùèõ êîðíåé è 𝐻(𝑃𝑗) ≤ 𝑄, 𝑗 =

1, 2 è íà èíòåðâàëå 𝐼, |𝐼| = 𝑄−𝜂, 𝜂 > 0 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝐼 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

𝑚𝑎𝑥𝑥∈𝐼 (|𝑃1(𝑥)|, |𝑃2(𝑥)|) < 𝑄−𝜏 , 𝜏 > 0.
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Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

𝑄−𝜂 > |𝑃 (𝑥)||𝑃 ′(𝑥)|−1 (4)

ïðè ëþáûõ 𝛿 > 0 è 𝑄 > 𝑄0(𝛿) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝜏 + 1 + 2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚𝑎𝑥(𝜏 + 1− 𝑘𝜂, 0) < 2𝑛+ 𝛿. (5)

Íåðàâåíñòâî (5) óäîáíî äëÿ ïðèëîæåíèé.
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Îáîáùåíèå 𝑘-àðíîãî àëãîðèòìà Ñîðåíñîíà ñ ïðàâûì ñäâèãîì ïðèâîäèò ê íîâîìó ðàçëî-
æåíèþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë 𝑎, 𝑏 â öåïíûå äðîáè ñ ðàöèîíàëüíûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè ñ
ïðàâûì ñäâèãîì, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü дробями первого рода [1].

Ïóñòü 𝑥𝑖, 𝑦𝑖� íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à 𝐾 = {𝑘𝑖}∞𝑖=0 �
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì 𝑘𝑖 ∈ 𝐾 áîëüøå äâóõ.

Îïðåäåëèì öåëî÷èñëåííûå âåëè÷èíû

𝛽𝑖 = gcd(𝑏𝑖, 𝑘𝑖), 𝛾𝑖 = gcd(𝑎𝑖, 𝑘𝑖), 𝑠𝑖 = |𝑎𝑖𝑥𝑖/𝛾𝑖 − 𝑦𝑖𝑏𝑖/𝛽𝑖|/𝑘𝑖.

Ââåäåì âåêòîð 𝑔𝑖 ðàâíûì (𝑦𝑖, 𝑥𝑖, 𝑘𝑖, 𝛾𝑖, 𝛽𝑖) äëÿ ëþáîãî 𝑖 < 𝑛, à ïðè 𝑖 = 𝑛 ïîëîæèì 𝑔𝑖 ðàâíûì
(𝑦𝑛, 𝑥𝑛, 𝛾𝑛, 𝛽𝑛). ×èñëî 𝑦0 � öåëîå, 𝑥0, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 � íåíóëåâûå öåëûå, à ÷èñëà 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 � íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå. Âûäåëèì îòäåëüíûé âèä äðîáåé ïåðâîãî ðîäà, цепные дроби первого типа:

𝑦0𝛾0
𝑥0𝛽0

+
𝑘0⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1𝑥0𝛽0𝛾1

𝛾0𝑥1𝛽1
+

𝑘1⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
. . . +

𝑘𝑛−1

𝑦𝑛
∏︀

06𝑖<𝑛,
𝑖 ̸≡𝑛 (mod 2)

𝑥𝑖𝛽𝑖
∏︀

06𝑡6𝑛,
𝑡≡𝑛 (mod 2)

𝛾𝑡

∏︀
06𝑗6𝑛,

𝑗≡𝑛 (mod 2)

𝑥𝑗𝛽𝑗
∏︀

06𝑚<𝑛,
�̸�≡𝑛 (mod 2)

𝛾𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (1)

Îáîçíà÷èì äðîáè ïåðâîãî òèïà êàê [𝑔0; 𝑔1, ..., 𝑔𝑛]1. ×èñëî 𝑏/𝑎 < 1, ðàñêëàäûâàåìîå â öåïíóþ
äðîáü ïåðâîãî òèïà, îáîçíà÷èì êàê [0; 𝑔1, ..., 𝑔𝑛]1. Òàêèå äðîáè ïîëó÷àþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ 𝑎𝑖/𝛾𝑖 > 𝑏𝑖/𝛽𝑖 > 𝑠𝑖.

Äðîáè âòîðîãî òèïà [𝑔0; 𝑔1, ..., 𝑔𝑛]2 èìåþò âèä:

𝑦0𝛾0

𝑥0𝛽0
+

𝑘0𝛾0⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥0𝛽0⎛⎜⎝ 𝑦1𝛾1

𝑥1𝛽1
+

𝑘1𝛾1

. . . +
𝑘𝑛−1𝛾𝑛−1𝑥𝑛𝛽𝑛

𝑥𝑛−1𝛽𝑛−1𝑦𝑛𝛾𝑛

⎞⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîé äðîáè íà êàæäîì øàãå (êðîìå ïîñëåäíåãî) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå 𝑎𝑖/𝛾𝑖 > 𝑠𝑖 > 𝑏𝑖/𝛽𝑖.

Â äîêëàäå áóäåò ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé è öåïíûõ äðîáåé ñ
ðàöèîíàëüíûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè. Òàêæå â äîêëàäå áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïðèìåíåíèå òàêèõ
äðîáåé â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.
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Ïóñòü 𝐼 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R � íåêîòîðûé èíòåðâàë, 𝜇1𝐵1 � ìåðà Ëåáåãà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
𝐵2 ⊂ Q𝑝, Ψ(𝑡) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℒ1(Ψ) ìíîæåñòâî 𝑥 ∈ 𝐼,
äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâà

⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒
< Ψ(𝑞)𝑞−1 èëè |𝑞𝑥 − 𝑝| < Ψ(𝑞) èìååò áîñêîíå÷íîå ÷èñëî

ðåøåíèé â (𝑝, 𝑞) ∈ Z2.
Åù¼ Äèðèõëå äîêàçàë, ÷òî ℒ1(Ψ) = R ïðè Ψ(𝑞) = 𝑞−1. Èññëåäîâàíèþ ýòèõ íåðàâåíñòâ

ïðè àëãåáðàè÷åñêèõ 𝑥 ïîñâÿùåíû ðàáîòû ôèëäñîâñêèõ ëàóðåàòîâ Ðîòà, Áåéêåðà, Ìàðãóëèñà.
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåðàâåíñòâ

|𝑃 (𝑥)| < 𝐻−𝑤1 , 𝑤1 > 𝑛; |𝑃 (𝜔)|𝑝 < 𝐻−𝑤2 , 𝑤2 > 𝑛− 1, (1)

äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ 𝑃 (𝑡) äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé 𝑥 è 𝜔 ∈ Q𝑝. Â.Ã. Ñïðèí-
äæóê [1] äîêàçàë, ÷òî îáà íåðàâåíñòâà èìåþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé òîëüêî íà ìíîæå-
ñòâàõ íóëåâûõ ìåð Ëåáåãà è Õààðà ñîîòâåòñòâåííî [1, 2].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝒫𝑛(𝑄) = {𝑃 (𝑡) ∈ Z[𝑡], deg𝑃 6 𝑛,𝐻(𝑃 ) 6 𝑄} (2)

êëàññ öåëî÷èñëåííûõ ïîëèíîìîâ, âûñîòû êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò íàóòðàëüíîãî ÷èñëà 𝑄 >
1 è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà 𝑥 ∈ R, 𝜔 ∈ Q𝑝, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâà (1) èìåþò
ðåøåíèÿ ïðè 𝐻 6 𝑄. Ýòè ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç ℒ𝑛(𝑤1, 𝑄) è ℒ𝑛(𝑤2, 𝑄) ñîîòâåòñòâåííî.
Í.Â. Áóäàðèíà [3] äîêàçàëà, ÷òî

𝜇1ℒ𝑛(𝑤1, 𝑄) < 𝑐1(𝑛)𝑄
−𝑤1−𝑛

𝑛 , 𝑤1 > 𝑛. (3)

Ìû îáîùèëè è óëó÷øèëè ýòîò ðåçóëüòàò â Q𝑝.

Теорема 1. При 𝑤2 > 𝑛+ 1 выполнимо неравенство

𝜇2ℒ𝑛(𝑤1, 𝑄) < 𝑐2𝑄
−𝑤2−1

𝑛 .
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû 𝑃 (𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 + ... + 𝑎1𝑧 + 𝑎0, 𝛼𝑗 ∈ Z, ñ êîðíÿ-
ìè 𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 ñòåïåíè deg𝑃 = 𝑛 è âûñîòû 𝐻 = max

06𝑗6𝑛
|𝑎𝑗 |. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐷 (𝑃 ) =

𝑎2𝑛−2
𝑛

∏︀
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)2 äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà 𝑃 (𝑧) . Äëÿ íàòóðàëüíîãî 𝑄 > 1 ââåä¼ì êëàññû

ìíîãî÷ëåíîâ
𝒫𝑛(𝑄) = {𝑃𝑛 (𝑧) : 𝐻 (𝑃 ) 6 𝑄} ,

𝒫𝑛(𝑄, 𝜐) =
{︀
𝑃𝑛 (𝑧) ∈ 𝒫𝑛(𝑄), 𝐷 (𝑃 ) 6 𝑄2𝑛−2−2𝜐, 0 6 𝜐

}︀
.
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Â äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèÿõ âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò îöåíêè äëÿ #𝒫𝑛(𝑄, 𝜐) [1,2,3]. Ïî-
ëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïðè 0 6 𝜐 < 1
2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

#𝒫4(𝑄, 𝜐) < 𝑐 (𝑛)𝑄4−2𝜐.
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Äèðèõëå äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ïðèáëèæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëíû-
ìè

Теорема 1 (Äèðèõëå). Пусть 𝛼 ∈ R, а 𝑄 > 1 — натуральное число. Тогда существуют
натуральное число 1 6 𝑞 6 𝑄 и целое 𝑝, удовлетворяющие неравенству

|𝛼𝑞 − 𝑝| < 𝑄−1. (1)
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Òåîðåìà 1 ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ìíîãî÷ëåíû ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.
Àíàëîãîì òåîðåìû Äèðèõëå â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
äëÿ ëþáîãî 𝛽 ∈ C è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 𝑄 > 1 âñåãäà ìîæíî íàéòè ïîëèíîì 𝑃 (𝑧) ñ öåëûìè

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè 𝑛 è âûñîòû 𝐻 = 𝐻(𝑃 ) 6 𝑄 òàêîé, ÷òî

|𝑃𝑛(𝑧)| < 𝑐1𝑄
−𝑛−1

2 , (2)

ãäå 𝑐1 = 𝑐1 (𝑛) , 𝑐2, ... âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò 𝑛 è íå çàâèñÿùèå îò 𝐻 è 𝑄.
Íåðàâåíñòâî (1) ïðàêòè÷åñêè íåóëó÷øàåìî, ÷òî ïîêàçàë Ãóðâèö [1].
Îïðåäåëèâ ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

𝐵1 =

{︂
|𝑧| 6 1

⋂︁
Im𝑧 >

1

2

}︂
,

ìåðà Ëåáåãà êîòîðîãî ðàâíà 𝜇𝐵1 =
𝜋
3 −

√
3
4 ≈ 0, 614185.

Ñðåäñòâàìè ìåòðè÷åñêîé òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé [2, 3] ìû äîêàçûâàåì ñóùå-
ñòâîâàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 𝑧, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà

Теорема 2. Для любого 𝑄 ∈ N обозначим через ℒ3 (𝑐2, 𝑄) множество 𝑧 ∈ 𝐵1, для
которых верно неравенство

|𝑃3(𝑧)| < 𝑐2𝑄
−1, 𝐻 (𝑃 ) 6 𝑄. (3)

Тогда при 𝑐3 <

√︁
1

3·29 −
√
3

211𝜋
≈ 0, 01954 справедливо неравенство

𝜇1ℒ3 (𝑐2, 𝑄) <
𝜋

3
−
√
3

4
. (4)

Ýòî íåðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò 𝑧 ∈ 𝐵1, äëÿ êîòîðûõ âñåãäà âåðíî íåðàâåí-
ñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (3).
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Секция 7. Дискретная геометрия и геометрия чисел
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Ñáàëàíñèðîâàííûå ìíîæåñòâà, êàê ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ âåñàìè, ðàâíîìåðíî ïîêðûâàþùèõ âñå ìíîæåñòâî, âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû â
ðàáîòàõ Î.Í. Áîíäàðåâîé [1] è Ë.Ñ. Øåïëè [2]. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ
ñáàëàíñèðîâàííûõ ñåìåéñòâ, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç ïîäìíîæåñòâ ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè. Òàêæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûå ìíîæåñòâà âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ äëÿ îáîáùåíèÿ äèñ-
êðåòíûõ âåðñèé òåîðåì î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [𝑑] ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ {1, 2, ..., 𝑑}. Ïóñòü ñåìåéñòâî Φ
ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâ {𝑆1, ..., 𝑆𝑚} ìíîæåñòâà [𝑑]. Øåïëè [3] íàçûâàåò ýòî ñåìåéñòâî сбалан-
сированным, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ {𝑤1, ..., 𝑤𝑚}, ÷òî

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝜂𝑘 = (1, ..., 1), (1)

ãäå 𝜂𝑘 - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð 𝑆𝑘 â [𝑑]. Ñáàëàíñèðîâàííîå ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ ми-
нимальным, åñëè îíî íå ñîäåðæèò ìåíüøèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñåìåéñòâ.

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñåìåéñòâà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð. Â ÷àñò-
íîñòè, ìîæåì äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Определение 1. Игра ([𝑛], 𝜈) называется сбалансированной, если для любого сбаланси-
рованного семейства коалиций Φ с балансирующими весами {𝜆𝑆}𝑆∈Φ будет выполнено, что∑︁

𝑆∈Φ
𝜆𝑆𝜈(𝑆) ≤ 𝜈([𝑛]) (2)

Òåîðåìà Áîíäàðåâîé æå óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå:

Теорема 1 (Áîíäàðåâà, [1]). Кооперативная ТП-игра ([𝑛], 𝜈) имеет непустое ядро тогда
и только тогда, когда он сбалансирована.
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Òàêèì îáðàçîì ÿâíîå îïèñàíèå è êëàññèôèêàöèÿ ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñå-
ìåéñòâ ìîæåò áûòü î÷åíü ïîëåçíà äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè èãðû. Ìû ïðè-
âîäèì êëàññèôèêàöèþ äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâà 𝐹 , ñîñòîÿùèå òîëüêî èç ïîäìíîæåñòâ ñ äâóìÿ ýëåìåíòà-
ìè. Áóäåì ãîâîðèò, ÷òî ñåìåéñòâî 𝐹 нечетного размера, åñëè îíî ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî
ìíîæåñòâ.

Ïóñòü 𝐼 = {𝑖1, ..., 𝑖𝑛}, ãäå 𝑛 > 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòî 𝐹 ÿâëÿåòñÿ цикличным
относительно 𝐼, åñëè 𝐹 = {(𝑖1, 𝑖2), (𝑖2, 𝑖3), ..., (𝑖𝑛, 𝑖1)}. Åñëè æå 𝑛 = 2, òî ó íàñ åñòü ðîâíî îäíî
äâóõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî 𝐼. Â ýòîì ñëó÷àå íàçîâåì 𝐹 = {(𝑖1, 𝑖2)} изолированным.

Теорема 2 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà). Пусть Φ – минимальное сбалансированное семейство
двухэлементных подмножеств [𝑑]. Тогда Φ = {Φℓ}ℓ=1,...,𝑘 и [𝑑] можно разбить на подмно-
жества 𝐼1, ..., 𝐼𝑘, т.ч. Φℓ либо цикличное нечетного размера относительно 𝐼ℓ, либо изолиро-
ванное.

Замечание 1. Несложно описать все такие разбиения – это разбиение 𝑑 на слагаемые
2,3,5,... Производящая функция этого разбиения имеет вид

1

1 + 𝑥

∞∏︁
𝑖=0

1

1− 𝑥2𝑖+1
. (3)

Легко показать связь с разбиениями на нечетные слагаемые. Пусть 𝑏(𝑑) обозначает число
наших разбиений, а 𝑞(𝑑) - число разбиений на нечетные слагаемые. Тогда

𝑏(𝑑) = 𝑞(𝑑)− 𝑞(𝑑− 1) + ...+ (−1)𝑑𝑞(0). (4)

Замечание 2. Доказательство Теоремы 2 основано на геометрической интерпретации
сбалансированных множеств и на применении теоремы Каратеодори о выпуклой оболочке.

Ãåîìåòðè÷åñêè æå ñáàëàíñèðîâàííûå ìíîæåñòâà ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} â R𝑑. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑐𝑉 öåíòð ìàññ
ýòîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà íàáîð òî÷åê 𝑣𝑖1 , . . . , 𝑣𝑖𝑘 áóäåì íàçûâàòü выпукло сбалансированным,
åñëè 𝑐𝑉 ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑣𝑖1 , . . . , 𝑣𝑖𝑘). Ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð èíäåêñîâ
𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} òàêæå áóäåì íàçûâàòü âûïóêëî ñáàëàíñèðîâàííûì. Íàñ ïðåæäå âñåãî áó-
äóò èíòåðåñîâàòü минимальные выпукло сбалансированные множества, ò.å. ïîäìíîæåñòâà 𝑉
íå ñîäåðæàùèõ ìåíüøèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáîðîâ áóäåì
îáîçíà÷àòü 𝑐𝑜𝑛𝑣𝐵𝑆(𝑉 ).

Òåîðåìó 2 ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ êîðïîðàòèâíûõ èãð ñ êîàëèöèÿìè èç äâóõ èãðîêîâ. Ïî
òåîðåìå Áîíäàðåâîé � Øåïëè óñëîâèÿ íåïóñòîòû ÿäðà íóæíî ïðîâåðÿòü òîëüêî íà ìèíèìàëü-
íûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîñêîëüêó ìû çíàåì ýòè ìíîæåñòâà, òî ïðîâåðêà óñëîâèé
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå âåðñèè òåîðåì î íåïîäâèæ-
íûõ òî÷êàõ è èõ ñâÿçü ñ ñáàëàíñèðîâàííûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Ëåììà Øïåðíåðà î ðàñêðàñ-
êå âåðøèí òðèàíãóëÿöèè è åå âåðñèÿ äëÿ ïîêðûòèé ÊÊÌ (ëåììà Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-
Ìàçóðêåâè÷à) ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ó
ëåììû áîëüøîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ýòà ëåììà è å¼ îáîáùåíèå ëåììà KKMS
[3, 4] èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå. Äèñêðåòíûìè âåðñèÿìè
òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà ÿâëÿþòñÿ ëåììû Òàêåðà, Êè Ôàíà è Øàøêèíà [5, 6]. Ó ýòèõ ëåìì
òàêæå èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ. Â ðàáîòå íàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå òåîðåìû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåì èç [7, 8]. Ýòè òåîðåìû èñïîëüçóþò ñáàëàíñèðîâàííûå
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íàáîðû ìíîæåñòâà òî÷åê 𝑉 è ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè äèñêðåòíûõ âåðñèé òåîðåì î íåïîäâèæ-
íûõ òî÷êàõ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà 𝑉 èçâåñòíî åãî 𝐵𝑆(𝑉 ), òî ýòî äàåò ÿâíûå âåðñèè
ýòèõ òåîðåì. Â ÷àñòíîñòè, èç Òåîðåìû 2 ïîëó÷àåòñÿ íîâûé ðåçóëüòàò äëÿ ðàñêðàñêè âåðøèí
òðèàíãóëÿöèè â 𝑑(𝑑−1)/2 öâåòîâ. Òàêæå íàìè ïðåäëîæåíî äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåííîé ëåììû
Øàøêèíà íà îñíîâå àíàëèçà ïîäõîäÿùåãî ìíîæåñòâà 𝑉 è íàáîðà 𝐵𝑆(𝑉 ).
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Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ BR-ìíîæåñòâ îáóñëîâëåíà ïåðåõîäîì îò êëàññè÷åñêèõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ÷èñëîâûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñòðóêòóð ê íåëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ñòðóêòóðàì.

Ìíîæåñòâî 𝑇𝑘 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà (BR- ìíîæåñòâîì), åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà 𝐶𝑇𝑘

, ÷òî äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà 𝛿𝑘(𝑖) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝛿𝑘(𝑖) ≤ 𝐶𝑇𝑘
. (1)

Â 1921 ã. Ý. Ãåêêå [1] áûëè ïîñòðîåíû ïåðâûå ïðèìåðû îäíîìåðíûõ ìíîæåñòâ îãðàíè-
÷åííîãî îñòàòêà. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïåðâûé ïðèìåð òàêèõ ìíîæåñòâ áûë ïîëó÷åí â 1954
ã. R. Sz�usz [2]. Ìàòåìàòèêè ôðàíöóçñêîé øêîëû Æ. Ðîçè [3] (1982) è S. Ferenczi [4] (1992)
ñâÿçàëè ñâîéñòâî áûòü BR-ìíîæåñòâîì ñî ñâîéñòâàìè îòîáðàæåíèÿ ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ. Â
2012 ã. Â.Ã. Æóðàâëåâ [5] íàøåë ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà íà îñíî-
âå âûòÿãèâàíèÿ ìíîãîìåðíîãî êóáà. À. À. Ìîêðîâîé (Àáðîñèìîâîé) [6] â 2011-2015 ãã. áûëè
ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå BR-ìíîæåñòâà íà îñíîâå
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ è èçó÷àòü èõ ñâîéñòâà.

Ïî ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà, íà îñíîâå ïåðåêëàäûâàþùèõñÿ
òîðè÷åñêèõ ðàçâåðòîê, ìû ñòðîèì äâóìåðíûå ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà, íà áàçå åäè-
íè÷íîãî êâàäðàòà 𝑇 ñ âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1).

Ðàçáèåíèå êâàäðàòà çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ (𝛼1, 0), (0, 𝛼2) îòëîæåííûõ íà ñòîðîíàõ
êâàäðàòà. Íà îñíîâå ýòèõ âåêòîðîâ ïîñòðîèì ðàçáèåíèå êâàäðàòà 𝑇 íà îáëàñòè 𝑇𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2
(ðèñ. 1), ïëîùàäè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

𝑣𝑜𝑙𝑇0 = 1− 𝛼1; 𝑣𝑜𝑙𝑇1 = 𝛼1𝛼2; 𝑣𝑜𝑙𝑇2 = 𝛼1(1− 𝛼2).

Ðèñ. 1: Ïåðåêëàäûâàþùàÿñÿ ðàçâåðòêà òîðà.

Теорема 1. (Двумерное обобщение теоремы Гекке). Множества 𝑇𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2 являются
множествами ограниченного остатка. Для отклонений 𝛿𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2 справедливы точные
неравенства:

−1 ≤ 𝛿0 ≤ 0,

0 ≤ 𝛿1 ≤ 𝛼2 + 1,

−1 ≤ 𝛿2 ≤ 1− 𝛼2. (2)

Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà íà áàçå äâóìåð-
íîé ðàçâåðòêè òîðà.

Ïîìèìî ýòîãî, ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è íà îñíîâå ïðî-
èçâåäåíèÿ òîðè÷åñêèõ ðàçâåðòîê [5]. Çíàÿ äâå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ òîðè÷åñêèå ðàçâåðòêè ðàç-
ìåðíîñòåé 𝐷1 è 𝐷2 ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ ðàçâåðòêó ðàçìåðíîñòè 𝐷1 + 𝐷2. Ïðîèçâåäåíèå
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äâóõ ïåðåêëàäûâàþùèõñÿ îòðåçêîâ, ðàçáèòûõ íà äâà ïîëóèíòåðâàëà êàæäûé, ñ âåêòîðàìè ïå-
ðåêëàäûâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî (𝜈0, 𝜈1) è (𝜔0, 𝜔1) äàåò êâàäðàòíóþ ðàçâåðòêó äâóìåðíîãî òîðà,
ãäå

𝜈0 = 𝛼1, 𝜈2 = 𝛼1 − 1, 𝜔0 = 𝛼2, 𝜔1 = 𝛼2 − 1.

Ðèñ. 2: 0-ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ.

Äëÿ ïåðåêëàäûâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëå-
íî íà ðèñóíêå 2. Êàê ìíîæåñòâî ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
äâóõ îòðåçêîâ, ïîýòîìó ïîëó÷åí êâàäðàò. Íåòðèâèàëåí ñëåäóþùèé øàã. Êàê îïðåäåëèòü ðàç-
áèåíèå êâàäðàòà. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 2. Ëåãêî óâèäåòü ïåðåêëàäûâàíèå,
ïîëó÷åííûõ ôèãóð. Íà ðèñóíêå 2 òàêæå ïðåäñòàâëåí ïåðåëîæåííûé êâàäðàò è âåêòîðû ïåðå-
êëàäûâàíèÿ äëÿ åãî îáëàñòåé. Äëÿ óäîáñòâà â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ó îáëàñòåé ïîÿâèëñÿ ââåðõó
èíäåêñ ðàçìåðíîñòè 𝐷 = 2 ÷òîáû íå âîçíèêëî ïóòàíèöû â îáîçíà÷åíèÿõ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷à-
åì.

Âåêòîðû ïåðåêëàäûâàíèÿ, äëÿ ïîëó÷åííûõ îáëàñòåé êâàäðàòà, ñòðîÿòñÿ èç âåêòîðîâ ïåðå-
êëàäûâàíèÿ èñõîäíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ. Îíè çàäàþò òðàíñëÿöèîííóþ ðåøåòêó: åñëè â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî âåêòîðà âûáðàòü îäèí èç âåêòîðîâ ïåðåêëàäûâàíèÿ, è åãî êîíåö ñîåäèíèòü ñ êîí-
öàìè äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ ïåðåêëàäûâàíèÿ, ïîëó÷èì áàçèñ òðàíñëÿöèîííîé ðåøåòêè.

Ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãîå ðàçáèåíèå êâàäðàòà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3. ×òîáû ðàçëè-
÷àòü äâà ýòèõ ïðîèçâåäåíèÿ, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 2 áóäåì íàçûâàòü 0-ïðîèçâåäåíèåì îò-
ðåçêîâ, òàê êàê ðàçáèåíèå ïðîèñõîäèò íà ïîëóèíòåðâàëå 𝑇0 ïåðâîãî îòðåçêà, à 1-ïðîèçâåäåíèåì
- èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 3, òàê êàê ïðîèñõîäèò íà ïîëóèíòåðâàëå 𝑇1.

Ðèñ. 3: 1-ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ.

Ìåòîä ïðîèçâåäåíèÿ òîðè÷åñêèõ ðàçâåðòîê, òàê æå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íûå ãðàíèöû
îòêëîíåíèé. Òàê â ñëó÷àå 0-ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ áûëè ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà:

0 ≤ 𝛿0 ≤ 𝛼2,

−1 ≤ 𝛿1,1 ≤ 0,

0 ≤ 𝛿1,0 ≤ 𝛼2 + 1. (3)
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Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïåðåêëàäûâàþùèõñÿ òîðè÷åñêèõ ðàçâåðòîê íàì óäàëîñü ïîëó-
÷èòü ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà è îïðåäåëèòü òî÷íûå ãðàíèöû
îòêëîíåíèé (2) è (3) äëÿ ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ.
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Îäíèì èç èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ òåîðèè êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ÿâ-
ëÿåòñÿ âîïðîñ î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè êðèâîé ñ äàííûìè êðèâèçíàìè. Ýòè êðèâûå õîðîøî
èçó÷åíû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ìåíåå èçó÷åíû â ñôåðè÷åñêîì è Ëîáà÷åâñêîì ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Êðèâàÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè - ýòî îêðóæíîñòü. Íà äâóìåð-
íîé ñôåðå êðèâàÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû - îêðóæíîñòü. Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî êðèâàÿ
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ëèáî îêðóæíîñòü (ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé ìåíüøå êðèâèçíû
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ïëîñêîñòè), ëèáî îðèöèêë (êðèâèçíà êðèâîé ðàâíà êðèâèçíå ïëîñêîñòè), ëèáî ýêâèäèñòàí-
òà (êðèâèçíà êðèâîé áîëüøå êðèâèçíû ïëîñêîñòè) [6]. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå êðèâàÿ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ âèíòîâîé ëèíèåé. Âèí-
òîâàÿ ëèíèÿ ëåæèò íà ïðÿìîì êðóãîâîì öèëèíäðå è ðàâíîìåðíî íàìàòûâàåòñÿ íà íåãî. Â
ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî ëèíèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè,
îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì ýêâèäèñòàíòû âîêðóã áàçèñíîé ïðÿìîé, è ðàâíîìåðíî íàìàòûâàåòñÿ
íà ýòó ïîâåðõíîñòü. Îïèñàíèå è ëèòåðàòóðà î Êðèâûõ ñ ïîñòîÿííûìè êðèâèçíàìè â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ïðèâåäåíû â [ 1, ñòð. 150-155]. Êðèâûå ïîñòîÿííîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû
íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ðàññìîòðåíû â [5, 6, 7], êðèâûå â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû ðàçìåðíîñòè 𝑛 = 3, 4 â [6, 7, 10]. Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì êðèâûå ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Çà-
äà÷ó î èçó÷åíèè ýòèõ êðèâûõ ñòàâèë àêàäåìèê Â.È. Àðíîëüä[ 2, ñòð 36]. Â ñòàòüå ìû óêàçûâàåì
îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ èçó÷åíèÿ êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà ðåøåíèè ñèñòåìû Ôðåíå-Ñåððà äëÿ êðèâîé. Êàê õîðîøî
èçâåñòíî, â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ýòà ñèñòåìà óðàâíå-
íèé åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ñôåðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â îáùåì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñè-
ñòåìîé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó âñòàåò âîïðîñ î âûáîðå óäîáíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óäîáíî ðàññìîòðåòü ýòè ïðîñòðàíñòâà êàê âëîæåííûå ïîâåðõíî-
ñòè â åêëèäîâî(ïñåâäîåâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ôðåíå-Ñåððà äëÿ êðèâîé áóäåò ñèñòåìîé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. À èçó÷åíèå ýòèõ ñèñòåì ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ëèíåéíîé
àëãåáðû.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ôðåíå - Ñåððà êðèâûõ ñ ïîñòîÿííûìè ãåîäåçè÷åñêèìè êðèâèçíàìè
𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛 â ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû 𝑆𝑛 ñ êðèâèçíîé 1 è ïðîñòðàí-
ñòâå Ëîáà÷åâñêîãî 𝐻𝑛 ñ êðèâèçíîé −1. Ýòè óðàâíåíèÿ âûâîäÿò ëèáî ìåòîäîì ïîäâèæíîãî
ðåïåðà Ý. Êàðòàíà [ 5], ëèáî çàïèñûâàÿ ñâÿçü îïåðàòîðà êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâî è âëîæåííîé ïîâåðõíîñòè [3, 4]. Âòîðîé ñïîñîá áîëåå êðàòêèé, ïîýòîìó ìû èì è
âîñïîëüçóåìñÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîâðåìåííî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâà ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ìû ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà R𝑛+1 , çàäàííóþ ìàòðè-
öåé

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 𝑟

⎞⎟⎟⎟⎠
ãäå 𝑟 = ±1. Ïðè 𝑟 = 1 ýòî ôîðìà åâêëèäîâà, à ïðè 𝑟 = −1 ýòî ôîðìà ïñåâäîåâêëèäîâà.
Îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 𝑢 è 𝑣 ÷åðåç ⟨𝑢, 𝑣⟩. Ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü
â R𝑛+1, çàäàííîå óñëîâèåì

𝑆(𝑟) = {(𝑥1)2 + . . .+ (𝑥𝑛)
2 + 𝑟 (𝑥𝑛+1)

2 = 𝑟}

Ýòî ìíîæåñòâî åñòü ñôåðà(äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä) ïðè 𝑟 = 1(𝑟 = −1). Âî âòîðîì ñëó÷àå
ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü îäíó ÷àñòü ãèïåðáîëîèäà,ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî 𝑥𝑛+1 > 0. Ïóñòü 𝑔-ðèìàíîâà
ìåòðèêà íà 𝑆(𝑟), ïîëó÷åííàÿ cóæåíèåì èñõîäíîé ìåòðèêè íà 𝑆(𝑟). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî 𝑆(1)
åñòü ñôåðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî S𝑛, à ïðîñòðàíñòâî 𝑆(−1) åñòü ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî
H𝑛 [3, ñòð. 194, 4, ñòð 113]. Îïðåäåëèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âäîëü ïðîñòðàíñòâà 𝑆(𝑟)
Êàê õîðîøî èçâåñòíî, êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇𝑣𝑌 íà 𝑆(𝑐) åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑆(𝑐) [4,
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ñòð 103, 108]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì

∇𝑣𝑌 = 𝑣(𝑌 )− 𝑟(𝑣(𝑌 ), 𝑃 )𝑃.

ãäå 𝑣 ∈ 𝑇𝑃𝑆(𝑟), 𝑌 � âåêòîðíîå ïîëå íà 𝑆(𝑟), à 𝑣(𝑌 ) = (𝑣 (𝑌1) 𝑣 (𝑌2) , 𝑣 (𝑌3)) � ïðîèçâîäíàÿ
ïî íàïðàâëåíèþ êàæäîé êîìïîíåíòû. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñêîëüêó ⟨∇𝜀𝑌, 𝑃 ⟩ = 0, ìû
èìååì ∇𝑣𝑌 ∈ 𝑇𝑃𝑆(𝜖,𝐾).

Ïóñòü òåïåðü 𝛾(𝑡) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà 𝑆(𝑟), ò. å. 𝛾(𝑡) ∈ 𝐶𝑛+1, 𝛾′(𝑡) ̸= 0, è ïóñòü 𝑌 =
𝛾′(𝑡). Òîãäà

∇𝛾′(𝑡)𝛾
′(𝑡) = 𝛾′′(𝑡)− 𝑟

⟨︀
𝛾′(𝑡), 𝛾(𝑡)

⟩︀
𝛾(𝑡)

Ïóñòü 𝛾 : 𝐼 → 𝑆(𝑟) ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ äëèíîé äóãè. Êðèâàÿ 𝛾(𝑠) íà-
çûâàåòñÿ âèíòîâîé ëèíèåé â ïðîñòðàíñòâå 𝑋, åñëè ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
𝜏1 = 𝛾(𝑠)

′
, 𝜏2, ..., 𝜏𝑛 âäîëü 𝛼 è òàêèå ïîñòîÿííûå 𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛−1 , ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∇𝛾′(𝑠)𝛾 = 𝜏1

∇𝛾′(𝑠)𝜏1 = 𝑘1𝜏2,

∇𝛾′(𝑠)𝜏𝑗 = −𝑘𝑗−1𝜏𝑗−1 + 𝑘𝑗𝜏𝑗+1 (𝑗 = 2, ..., 𝑛− 1),

∇𝛾′(𝑠)𝜏𝑛 = −𝑘𝑛−1𝜏𝑛−1.

(1)

Êîíñòàíòû 𝑘𝑖 íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè êðèâèçíàìè êðèâîé 𝛾, à ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)
íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìîé Ôðåíå -Ñåððà äëÿ êðèâîé 𝛾(𝑠) [5, 7]. Íàèáîëåå ïðîñòîé
âèä ýòà ñèñòåìà èìååò â îïèñàííûõ ìîäåëÿõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.( Ïîäðîáíîå
îïèñàíèå â [3,4,5]). Èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î ñâÿçè êîâàðèàíòíîé è îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé, ìû
ïîëó÷èì ÷òî ñèñòåìà Ôðåíå - Ñåððà â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû áóäåò ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝛾

𝑑𝑠
= 𝜏1

𝑑𝜏1
𝑑𝑠

= −𝑟𝛾 + 𝑘1𝜏2,

𝑑𝜏1
𝑑𝑠

= −𝑘𝑗−1𝜏𝑗−1 + 𝑘𝑗𝜏𝑗+1 (𝑗 = 2, ..., 𝑛− 1),

𝑑𝜏𝑛
𝑑𝑠

= −𝑘𝑛−1𝜏𝑛−1.

(2)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (2).

𝐴𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 . . . 0 0
−𝑟 0 𝑘1 0 . . . 0 0
0 −𝑘1 0 𝑘2 . . . 0 0
. . . . . .
0 0 0 0 −𝑘𝑛−2 0 𝑘𝑛−1

0 0 0 0 0 −𝑘𝑛−1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ýòà ìàòðèöà òðåõäèàãîíàëüíàÿ . Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòîé ìàòðèöû [8,ñòð

121, 9].
Ðàññìîòðèì 𝑛 × 𝑛 êîìïëåêñíóþ íåïðèâîäèìóþ òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ãëàâíàÿ äèà-

ãîíàëü êîòîðîé ñîäåðæèò òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû.



Ñåêöèÿ 7. Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë 225

𝐽𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝑐1 0 . . . 0 0
𝑎1 0 𝑐2 . . . 0 0
0 𝑎2 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 𝑐𝑛−1

0 0 0 . . . 𝑎𝑛−1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑎𝑘, 𝑐𝑘 ∈ C∖{0}

Òåîðåìà. Ñïåêòð ìàòðèöû 𝐽𝑛 èìååò âèä

𝜎 (𝐽2𝑙) = {±𝜆1,±𝜆2, . . . ,±𝜆𝑙} è 𝜎 (𝐽2𝑙+1) = {0,±𝜆1,±𝜆2, . . . ,±𝜆𝑙)}

Çäåñü ÷èñëà 𝜆𝑖 íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû: êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 𝐽𝑛 âñòðå÷àåòñÿ
ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ðàç ñîîòâåòñòâóåò åãî àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Äëÿ ÷åòíîãî 𝑛 âñå 𝜆𝑖
îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 𝑝𝑘(𝑧), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòàðøåé ãëàâ-
íîé ïîäìàòðèöû ðàçìåðà 𝑘 × 𝑘ìàòðèöû 𝐽𝑛. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñî-
îòíîøåíèÿ

𝑝𝑘+1(𝑧) = 𝑧𝑝𝑘(𝑧)− 𝑎𝑘𝑐𝑘𝑝𝑘−1(𝑧), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1,

ñ 𝑝−1(𝑧) ≡ 0, 𝑝0(𝑧) ≡ 1. Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû 𝑝𝑘(𝑧) çàâèñÿò òîëüêî îò
ïðîèçâåäåíèÿ 𝑎𝑘𝑐𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû 𝐽𝑛 è −𝐽𝑛 èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ, à çíà÷èò, ñïåêòð ìàòðèöû 𝐴𝑛 ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî 0 . Â ÷àñòíîñòè, åñëè 𝑛 íå÷åòíî,
ìàòðèöà 𝐽𝑛 âûðîæäåíà. Îòìåòèì,

det (𝐽2𝑙) = (−1)𝑙
𝑙∏︁

𝑘=1

𝑎2𝑘−1𝑐2𝑘−1 ̸= 0,

òàê ÷òî äëÿ ÷åòíîãî 𝑛 ìàòðèöà 𝐽𝑛 íåâûðîæäåííà.
Íàéäåì ñâîáîäíîå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑝(𝜆) ìàòðèöû 𝐴𝑛. Èç ÿâíîãî

âèäà 𝐴 ñëåäóåò, ÷òî

𝑝(0) =

{︃
𝑎0 = 𝑟𝑘22𝑘

2
4 . . . 𝑘

2
𝑛−1 < 0 äëÿ íå÷åòíîãî 𝑛

0 äëÿ ÷åòíîãî 𝑛

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íå÷åòíîì 𝑛 äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑟 = 1 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí èìååò 𝑝(𝜆) èìååò 𝑚− ïàð ÷èñòî -ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, à äëÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà 𝐻𝑛(−1) ïðè 𝑟 = −1 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êàê ìèíèìóì
ïàðó âåùåñòâåííûõ êîðíåé 𝜆1 = −𝜆2 è 𝜆1 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ 𝛼(𝑠) ÿâëÿåòñÿ íåîãðà-
íè÷åííîé â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻𝑛(−1). Ìû äîêàçàëè
Теорема Ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ ïîñòîÿííûì âåêòîðîì êðèâèçí (𝑘1, 𝑘2, , . . . , 𝑘𝑛−1), 𝑘𝑗 > 0 â
ïðîñòðàíñòâå 𝐻𝑛(−1) ïðè íå÷åòíîì 𝑛 ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé êðèâîé.

Òàêèì îáðàçîì, âèíòîâûå êðèâûå â íå÷åòíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ 𝐻𝑛(−1) àíàëîãè÷íû
âèíòîâûì ëèíèÿì â íå÷åòíîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàãëÿäíîå îïèñàíèå âèíòîâîé
ëèíèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî 𝐻3(−1) ïðèâåäåíî â [6, ñòð 454], à â [10]
îïèñàíà âèíòîâàÿ ëèíèÿ â òðåõìåðíîì ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î
êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î çàìêíóòîñòè êðèâûõ
è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ýòèõ êðèâûõ [7].
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1. Целочисленная аппроксимация отрезка, определяемого
цепной дроби [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, 𝑎4, ..., 𝑎𝑁 ]

Ïóñòü [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, 𝑎4, ..., 𝑎𝑁 ] = 𝑝
𝑞 , 𝐴 = 𝐴(𝑞) = (𝑞; 0) è 𝐵 = 𝐵(𝑝) = (0; 𝑝), ãäå êîîðäèíàòû

óêàçàíû â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂𝑋𝑌 ñ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé. Îòðåçîê 𝐴𝐵
íàçîâåì обрезком, определяемый цепной дробью [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, 𝑎4, ..., 𝑎𝑁 ]. Клеткой áóäåì íàçû-
âàòü åäèíè÷íûé êâàäðàò ñ öåëûìè âåðøèíàìè, à ëþáîå îáúåäèíåíèå êëåòîê � клетчатой
областью. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíóþ êëåò÷àòóþ îáëàñòü S𝐴𝐵, ñîäåðæàùóþ îòðåçîê 𝐴𝐵. Ïî
ïðè÷èíå ìèíèìàëüíîñòè âíóòðè å¼ íåò öåëûõ òî÷åê. Îðèåíòèðóåì ïðÿìóþ 𝑙𝐴𝐵 : 𝑦 = −𝑝

𝑞 ·𝑥+𝑝
ïîñðåäñòâîì äâèæåíèåì îò 𝐴 ê 𝐵. Îáúåêòû, ëåæàùèå ñïðàâà (ñëàâà) îò 𝑙𝐴𝐵 áóäåì ïîìå÷àòü
âåðõíèì èíäåêñîì â âèäå çíàêà ïëþñ (ìèíóñ). Åñëè òàêîé îáúåêò èìååò îáùèå òî÷êè ñ 𝑙𝐴𝐵, òî
îíè òàêæå âêëþ÷àþòñÿ â ýòîò îáúåêò. Ãðàíèöà S𝐴𝐵 = S

−
𝐴𝐵 ∪ S

+
𝐴𝐵, ãäå S

−
𝐴𝐵 è S

+
𝐴𝐵 åñòü ñîîòâåò-

ñòâåííî левая и правая ступенчатая (целочисленная) аппроксимация отрезка 𝐴𝐵, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîìàíûå ñ îáùèìè êîíöàìè 𝐴 è 𝐵, öåëûìè âåðøèíàìè è çâåíüÿìè ïà-
ðàëëåëüíûìè îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò � S

±
𝐴𝐵 íàïîìèíàåò ëåñòíè÷íîãî ìàðøà. Äëÿ êðàòêîñòè

òàêèå ëîìàíûå áóäåì íàçûâàòü маршами, à å¼ ãîðèçîíòàëüíûå çâåíüÿ � ступенями � àññî-
öèàöèÿ ñ ëåñòíè÷íûì ìàðøåì.

Ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 𝐴(𝑞)𝑒1𝑒2 ñ áàçèñîì 𝑒1 = (−1; 0)𝑂𝑋𝑌 , 𝑒2 = (0; 1)𝑂𝑋𝑌 , îñüþ
àáñöèññ 𝐴(𝑞)𝑒1 è îðäèíàò 𝐴(𝑞)𝑒2 � èíäåêñ 𝑂𝑋𝑌 ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîîðäèíàòû îáúåêòà ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â 𝑂𝑋𝑌 . Â 𝐴(𝑞)𝑒1𝑒2 ïðÿìàÿ 𝑙𝐴𝐵 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì: 𝑒2 = 𝑝

𝑞 · 𝑒1, à ââåäåííûå
âûøå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ îïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ алгоритмом “вытяги-
вания носов” ([1]):

𝑒𝑛+2(0; 0) = 𝑒𝑛(0; 0) + 𝑎𝑛−1𝑒𝑛+1(0; 0) = 𝑞𝑛−1𝑒1(0; 0) + 𝑝𝑛−1𝑒2(0; 0) =

(𝑞𝑛−1; 𝑝𝑛−1)(0;0), 𝑒1 = (1; 0), 𝑒2 = (0; 1), 𝑛 ∈ N = {1, 2, , ...}, (1)

ãäå 𝑞𝑛−1 è 𝑝𝑛−1 îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ðàâåíñòâàìè:

𝑝𝑛 = 𝑎𝑛𝑝𝑛−1 + 𝑝𝑛−2, 𝑞𝑛 = 𝑎𝑛𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2,
𝑝0 = 𝑎0, 𝑝1 = 𝑎0𝑎1 + 1, 𝑞0 = 1, 𝑞1 = 𝑎1, 𝑛 ∈ N0 = N ∪ {0};
𝑝−2 = 0, 𝑞−2 = 1, 𝑝−1 = 1, 𝑞−1 = 0,

(2)

Â (1) êîîðäèíàòû îáúåêòîâ çàïèñàíû â 𝐴(𝑞)𝑒1𝑒2 áåç óêàçàíèÿ íèæíåãî èíäåêñà â âèäå 𝐴(𝑞)𝑒1𝑒2.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîñòóïàòü àíàëîãè÷íî, åñëè íå ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíîãî óòî÷íåíèÿ.
Èç (1) (ñì. òàêæå (6) è (7) èç [1])) äëÿ [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, 𝑎4, ..., 𝑎𝑁 ] ïîëó÷àåì

𝑒3 = 𝑒1 + 𝑎0𝑒2|𝑎0=0, 𝑒4 = 𝑒2 + 𝑎1𝑒3 = (𝑎1; 1),

𝑒5 = 𝑒3 + 𝑎2𝑒4|𝑎2=1 = (𝑎1 + 1; 1),
(3)

Äëÿ íàñ î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îðäèíàòû ó 𝑒4 è 𝑒5 ðàâíû åäèíèöå, ÷òî âåäåò ê
åäèíè÷íîé äëèíå êàæäîãî âåðòèêàëüíîãî çâåíà � âûñîòû ñòóïåíè � îáåèõ ëîìàíûõ S−𝐴𝐵 è S+𝐴𝐵.
Îòìåòèì, ÷òî 𝑒5(0; 0) (∈ 𝑂𝐴𝐵) è 𝑒4(0; 0) ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ïî ëåâóþ è ïðàâóþ ñòîðîíû
îò 𝑙𝐴𝐵. Áîëåå òîãî ëþáîé âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé (1), ñ íå÷åòíûì (÷åòíûì) èíäåêñîì ëåæèò
ïî ëåâóþ (ïðàâóþ) ñòîðîíû îò 𝑙𝐴𝐵, êîíå÷íî, òàêîé âåêòîð äîëæåí áûòü ïðèëîæåí ê òî÷êå
𝐴 = 𝐴(𝑞).

2. Алгоритм построения ступенчатой ломаной S
−
𝐴𝐵

Обозначения: 𝑒1;𝑗 � àáñöèññà òî÷êè {𝑒2 = 𝑗} ∩ 𝑙𝐴𝐵, ⌈𝛼⌉ � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî íå
ìåíüøå 𝛼, H−𝑗 = 𝑂𝐴𝐵 ∩ ({𝑒2 ≥ 𝑗 − 1} ∪ {𝑒2 ≤ 𝑗} ∪ {𝑒1 ≤ ⌈𝑒1;𝑗⌉}) � ïîëîñà, ñîñòîÿùóþ èç ⌈𝑒1;𝑙⌉
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êëåòîê, 𝑗 = 1, ..., 𝑝, è [A] � ÷èñëî êëåòîê ñîäåðæàâøèõñÿ â ìíîæåñòâå A, (𝑙1 + 𝑓(𝑞1, ..., 𝑞𝑘); 𝑙2 +
𝑓(𝑝1, ..., 𝑝𝑘)) = (𝑙1 + 𝑓(𝑞1, ..., 𝑞𝑘); 𝑙2 + 𝑝→ 𝑞)/

Íóëåâàÿ ñòóïåíü h
−
𝑗 (𝐴0;𝐴1) ðàñïîëàãàåòñÿ íà îñè àáñöèññ 𝐴(𝑞)𝑒2 è èìååò øèðèíó h

−
0 =

𝑎1 + 1, òàê êàê [H−1 ] = 𝑞 − (𝑎1 + 1), èáî 𝑒5(0; 0), ïðèëîæåííûé ê 𝐴 = 𝐴0 = (0; 0), èìååò êîíåö
â òî÷êå (𝑎1 + 1; 1) è ïîýòîìó 𝐴0 = 𝐴 è 𝐴1 − (0; 1) = (𝑎1 + 1; 0) åñòü íà÷àëî è êîíåö ñòó-
ïåíüêè h

−
𝑗 (𝐴0;𝐴1). Ñòóïåíü h

−
0 (𝐴0;𝐴1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì 𝑒5(0; 0), âñëåäñòâèå

÷åãî óäîáíî ãîâîðèòü, ÷òî оно порождается вектором 𝑒5(0; 0) è ïî ýòîé ïðè÷èíå â îáîçíà-
÷åíèè h

−
0 (𝐴0;𝐴1) ïðèñóòñòâóåò îáîçíà÷åíèå 𝐴1 åãî êîíöà, à íèæíèé èíäåêñ ó 𝐴1 óêàçûâàåò

íà å¼ îðäèíàòó. Òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ òàêîãî ñîðòà áóäåì ðàñïðîñòðàíÿòü íèæå. Äëÿ
h
−
0 (𝐴0;𝐴1) ââåäåì åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå â âèäå M5;0(𝐴0;𝐴1), ãäå èíäåêñ ïÿòü ïîä÷åðêèâàåò
ïðîèñõîæäåíèå, à ñìûë âòîðîãî èíäåêñà áóäåò ÿñåí èç ïîñëåäóþùåãî.

Øèðèíà h
−
𝑗 ñòóïåíè h

−
𝑗 (·; ·) ðàâíà [H−𝑗 ] − [H−𝑗+1] = ⌈𝑒1;𝑗⌉ − ⌈𝑒1;𝑗+1⌉, ãäå h

−
𝑗 (·; ·) îáîçíà÷àåò

ãîðèçîíòàëüíóþ ñòóïåíü, òî÷êè íàïîìèíàþò î òîì, ÷òî îíà åñòü çâåíî ëîìàííîé, ïîðîæäåííîå
âåêòîðîì, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî è îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ òî÷åê � â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòè
çíà÷åíèÿ áóäåì óêàçûâàòü.

Äëÿ ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è ïðèìåíèì ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (6) è (7) èç [1], êîòîðûå
âûïèøåì â óäîáíîì äëÿ íàñ âèäå:

𝑒2𝑚+1(𝑙1; 𝑙2) =

𝑒2𝑚−1(𝑙1; 𝑙2) +
∑︀𝑎2𝑚−2−1

𝑘=0 𝑒2𝑚(𝑙1 + 𝑞2𝑚−4 + 𝑘𝑞2𝑚−3; 𝑙2 + 𝑝→ 𝑞),
(4)

𝑒2𝑚′+2(𝑙
′
1; 𝑙

′
2) =

∑︀𝑎2𝑚′−1−1

𝑘′=0 𝑒2𝑚′+1(𝑙
′
1 + 𝑘′𝑞2𝑚′−2; 𝑙

′
2 + 𝑘′𝑝2𝑚′−2)+

𝑒2𝑚′(𝑙′1 + 𝑎2𝑚′−1𝑞2𝑚′−2; 𝑙
′
2 + 𝑎2𝑚′−1𝑝2𝑚′−2).

(5)

ãäå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ (𝑙1; 𝑙2) è (𝑙′1; 𝑙
′
2) âåêòîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè, ê

êîòîðûì ïðèìåíÿòüñÿ ýòè ôîðìóëû. Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ íèõ ñëóæàò âåêòîðû 𝑒4 è 𝑒5
èç (3), ïðèëîæåííûå ê íóæíûì òî÷êàì.

Ïîëîæèì â (4) è (5) 𝑚 = 3, (𝑙1; 𝑙2) = (0; 0), 𝑚′ = 2, (𝑙′1; 𝑙
′
2) = (𝑞2 + 𝑘𝑞3; 𝑝 → 𝑞) = (𝑎3 + 1 +

𝑘𝑞3; 1 + 𝑘𝑝3), òîãäà

𝑒7(0; 0) = 𝑒5(0; 0) +
∑︀𝑎4−1

𝑘=0 𝑒6((𝑞2 + 𝑘𝑞3; 𝑝→ 𝑞)) = 𝑒5(0; 0) +
∑︀𝑎4−1

𝑘=0(︁∑︀𝑎3−1
𝑘′=0 𝑒5(𝑘𝑞3 + (𝑘′ + 1)𝑞2; 𝑝→ 𝑞) + 𝑒4(𝑘𝑞3 + (𝑎3 + 1)𝑞2; 𝑝→ 𝑞).

)︁
.

(6)

Òàê êàê çäåñü îðäèíàòû âåêòîðîâ-ñëàãàåìûõ 𝑒4(·; ·) è 𝑒5(·; ·) ðàâíû åäèíèöå è âçÿòûå îíè
â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, òî îíè äàþò åäèíñòâåííóþ
ñòóïåí÷àòóþ ëîìàíóþ, êîòîðóþ ìû îïèøåñ àíàëèòè÷åñêè. Ïðè 𝑘 = 0 ñòóïåí÷àòóþ ëîìàíóþ
(ìàðø) M6;0 = M6;0(𝐴𝑝2 ;𝐴𝑝2+𝑝3) çàïèøåì â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà

M6;0 = ⟨M5;0(𝐴𝑝2 ;𝐴2𝑝2), ..., M5;𝑎3−1(𝐴𝑎3𝑝2 ;𝐴(𝑎3+1)𝑝2); M4;𝑎3(𝐴(𝑎3+1)𝑝2 ;𝐴𝑝2+𝑝3)⟩, (7)

ãäå êîìïîíåíòà M5;𝑘′(𝐴(𝑘′+1)𝑝2 ;𝐴(𝑘′+2)𝑝2) = h
−
(𝑘′+1)𝑝2

(𝐴(𝑘′+1)𝑝2 ;𝐴(𝑘′+2)𝑝2) ïîðîæäåíà 𝑒5(𝐴𝑘′𝑝2) =

(𝐴(𝑘′+1)𝑝2 ;𝐴(𝑘′+2)𝑝2) äëÿ 𝑘
′ = 0, ...𝑎3 − 1, M4;𝑎3(𝐴𝑎3𝑝2 ;𝐴𝑎3𝑝2+𝑝1) =h

−
𝑎3(𝐴𝑎3𝑝2 ;𝐴𝑎3𝑝2+𝑝1) ïîðîæäåíî

𝑒4(𝐴𝑎3𝑝2) = (𝐴𝑎3𝑝2 ;𝐴𝑝3). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäó-
ùåé äëÿ 𝑘′ = 0, ...𝑎3 − 1 ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì íà âåêòîð 𝑒5, ÷òî îòðàçèì â âèäå çàïèñè:
M5;𝑘′+1(𝐴(𝑘′+2)𝑝2 ;𝐴(𝑘′+3)𝑝2) = 𝑒5 + M5;𝑘′(𝐴(𝑘′+1)𝑝2;𝐴(𝑘′+2)𝑝2

). Ïîýòîìó ïåðâûå 𝑎3 êîìïîíåíòû èìå-
þò øèðèíó 𝑎1+1, à ïîñëåäíÿÿ � 𝑎1. Ñîãëàñíî ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå âåêòîð-ñëàãàåìûõ
èç âíóòðåííåé ñóììû äëÿ 𝑘 = 0 âî âíåøíåé ñóììå ïîëó÷àåì, ÷òî ìàðø M6;0 = M6;0(𝐴𝑝2 ;𝐴𝑝2+𝑝3)
ïîðîæäåí 𝑒6(𝑞2; 𝑝2).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðøåé

M6;𝑘+1(𝐴𝑝2+(𝑘+1)𝑝3 ;𝐴𝑝2+(𝑘+2)𝑝3) = 𝑒6 + M6;𝑘(𝐴𝑝2+𝑘𝑝3;𝐴𝑝2+(𝑘+1)𝑝3
),
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𝑘 = 0, ...𝑎4 − 1, â êîòîðîé êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàëëåëüíûì
ñäâèãîì íà âåêòîð 𝑒6. Íóëåâàÿ ñòóïåíü M5;0(𝐴0;𝐴𝑝2) è ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ó÷åòîì îãî,
÷òî 𝑝4 = 𝑝2 + 𝑎4𝑝3 â ñèëó (2), äàþò ìàðø

M7;0(𝐴𝑝0 ;𝐴𝑝4) = ⟨M5;0(𝐴0;𝐴𝑝2); M6;0(𝐴𝑝2 ;𝐴𝑝2+𝑝3), ..., M6;𝑎4−1(𝐴𝑝2+(𝑎4−1)𝑝3 ;𝐴𝑝4⟩. (8)

Íà îñíîâå èíäóêöèè ñ ïîìîðüþ ôîðìóë (2), (4) è (5) ïîëó÷àåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ëîìàíîé S

−
𝐴𝐵 â âèäå ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë

M2𝑚+1;0(𝐴𝑝0 ;𝐴𝑝2𝑚−2) = ⟨M2𝑚−1;0(𝐴𝑝0 ;𝐴𝑝2𝑚−4); M2𝑚;0(
𝐴𝑝2𝑚−4 ;𝐴𝑝2𝑚−4+𝑝2𝑚−3), ..., M2𝑚;𝑎2𝑚−2−1(𝐴𝑝2𝑚−4+(𝑎2𝑚−2−1)𝑝2𝑚−3

;𝐴𝑝2𝑚−2⟩,
(9)

M2𝑚;0(𝐴𝑝2𝑚−4 ;𝐴𝑝2𝑚−4+𝑝2𝑚−3) = ⟨M2𝑚−1;0(𝐴𝑝2𝑚−4 ;𝐴2𝑝2𝑚−4), ..., M2𝑚−1;𝑎2𝑚−3−1;
(𝐴𝑎2𝑚−3𝑝2𝑚−4𝐴(𝑎2𝑚−3+1)𝑝2𝑚−4

); M2𝑚−2;𝑎2𝑚−3(𝐴(𝑎2𝑚−3+1)𝑝2𝑚−4
;𝐴𝑝2𝑚−4+𝑝2𝑚−3)⟩

(10)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3), à äëÿ 𝑘′ = 0, ...𝑎2𝑚−3 − 1 è 𝑘 = 0, ...𝑎2𝑚−4 − 1

M2𝑚−1;𝑘′+1(𝐴(𝑘′+2)𝑝2𝑚−4
;𝐴(𝑘′+3)𝑝2𝑚−4

) =

𝑒2𝑚−1 + M2𝑚−1;𝑘′(𝐴(𝑘′+1)𝑝2𝑚−4;𝐴(𝑘′+2)𝑝2𝑚−4
), (11)

M2𝑚;𝑘+1(𝐴𝑝2𝑚−4+(𝑘+1)𝑝2𝑚−3
;𝐴𝑝2𝑚−4+(𝑘+2)𝑝2𝑚−3

) =

𝑒2𝑚 + M2𝑚;𝑘(𝐴𝑝2𝑚−4+𝑘𝑝2𝑚−3;𝐴𝑝2𝑚−4+(𝑘+1)𝑝2𝑚−3
),

(12)

Ïðè 2𝑚 + 1 = 𝑁 ýòîò àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó, ãäå èíäåêñ 𝑁 åñòü ïîðÿäîê ïîñëåä-
íåãî ýëåìåíòà 𝑎𝑁 (> 1) öåïíîé äðîáè [0; 𝑎1, 1, 𝑎3 ..., 𝑎𝑁 ]. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî 𝑁 ýòó öåïíóþ äðîáü
ïðåäñòàâëÿåì â âèäå [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, ..., 𝑎𝑁 − 1, 1]. Íà âûõîäå ýòîò àëãîðèòì äàåò ñòóïåí÷àòóþ ëî-
ìàíóþ S

−
𝐴𝐵, òàê êàê êàæäûé ïîñëåäóþùèé ìàðø ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàëëåëüíûì

ñäâèãîâîå, ÷òî îòðàæåíî â ôîðìóëàõ (11) è (12)è ïåðâîíà÷àëüíûé ìàðè (7) îäíîçíà÷íî äàåò
ñòóïåí÷àòóþ ëîìàíóþ.

3. Распределение ступеней ширины 𝑎1 в S
−
𝐴𝐵

Çäåñü îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðàñïîëîæåíèÿ ñòóïåíåé ëîìàíîé S
−
𝐴𝐵 øèðè-

íû 𝑎1.
Ïîëîæèì 𝑚 = 3 â (9) ÷ò äàåò ìàðø M7;0(𝐴0;𝐴𝑝4). Ïåðâàÿ åãî êîìïîíåíòà M5;0(𝐴0;𝐴𝑝2)

äàåò íóëåâóþ ñòóïåíü h0((𝐴0;𝐴𝑝2), à îñòàëüíûå 𝑎4 èìåþò âèä: M6;𝑘7−1(𝐴𝑝2+(𝑘7−1)𝑝3 ;𝐴𝑝2+𝑘7𝑝3),
𝑘7 = 1, 2, ..., 𝑎4. Ñîãëàñíî (10) â ìàðøå M6;0(𝐴𝑝2 ;𝐴𝑝2+𝑝3) ïåðâûå 𝑎3 êîìïîíåíòû èìåþò
âèä: M5;𝑘6−1(𝐴𝑘6𝑝2 ;𝐴(𝑘6+1)𝑝2), 𝑘6 = 1, 2, ..., 𝑎3, à ïîñëåäíÿÿ � M4;𝑎3(𝐴(𝑎3+1)𝑝2 ;𝐴(𝑎3+1)𝑝2+𝑝2).
Ïðèìåíÿÿ (12), ïîëó÷àåì, ÷òî M6;0(𝐴𝑝2 ;𝐴𝑝2+𝑝3) ñîäåðæèò îäíó ñòóïåíüêó h(𝑎3+1)𝑝2((·; ·) =
h𝑝2+𝑝3−2((·; ·) øèðèíû 𝑎1. Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî M6;𝑘7−1(𝐴𝑝2+(𝑘7−1)𝑝3 ;𝐴𝑝2+𝑘7𝑝3) ñîäåðæèò îäíó
ñòóïåíü h𝑝2+𝑘7𝑝3−1(·; ·) òàêîãî æå ñîðòà äëÿ êàæäîãî 𝑘7 = 2, ..., 𝑎4. Èòàê, ìàðøó M7;0(𝐴0;𝐴𝑝4)
ïðèíàäëåæèò ðîâíî 𝑎4 ñòóïåíè âèäà: h𝑝2+𝑘7𝑝3−1(·; ·), 𝑘7 = 1, 2, ..., 𝑎4, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
øèðèíû 𝑎1.

Ìàðø M9;0(𝐴0;𝐴𝑝5) ïîëó÷àåì èç (9) ïðè 𝑚 = 4. Äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû M7;0(𝐴0;𝐴𝑝4)
óñòàíîâèëåíî ðàñïîëîæåíèå íóæíûõ ñòóïåíåé, îñòàâøèåñÿ 𝑎6 êîìïîíåíò èññëåäóåì ñ ïîìî-
ùüþ (10) � (12). Íà÷íåì ñ M8;0(𝐴𝑝4 ;𝐴𝑝4+𝑝5), êîòîðàÿ â ñèëó (10) èìååò ïåðâûå 𝑎5 êîìïîíåíò âè-
äà: M7;𝑘8−1(𝐴𝑘8𝑝4𝐴(𝑘8+1)𝑝4), 𝑘8 = 1, 2, ..., 𝑎5, è ïîñëåäíþþ � M6;𝑎5(𝐴(𝑎5+1)𝑝4𝐴(𝑎5+1)𝑝4+𝑝3). Èç (11)
ñëåäóåò, ÷òî âñå íóæíûå ñòóïåíè â M7;𝑘8−1(𝐴𝑘8𝑝4𝐴(𝑘8+1)𝑝4) ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑘8 = 1, 2, ..., 𝑎5
òàêîâû: h𝑝2+𝑘7𝑝3+𝑘8𝑝4−1(·; ·), Ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà M6;𝑎5(𝐴(𝑎5+1)𝑝4 ;𝐴(𝑎5+1)𝑝4+𝑝3) èìååò òîëüêî
îäíó íóæíóþ ñòóïåíü h𝑝3+(𝑎5+1)𝑝4−1(·; ·) = h𝑝2+𝑘7𝑝3+𝑘8𝑝4−1(·; ·)|𝑘7=𝑎4+1,𝑘8=𝑎 . Íàìè íàéäåíû ñëå-
äóþùèå ñòóïåíè: h𝑝2+𝑘7𝑝3+𝑘84−1(·; ·), 𝑘𝑠 = 1, 2, ..., 𝑎𝑠−3 + 𝛿7,𝑠, 𝑠 = 7, 8, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
M8;0(𝐴𝑝4 ;𝐴𝑝4+𝑝3) è èìåþò øèðèíó 𝑎1 � äðóãèõ íåò, ãäå 𝛿7,𝑠 � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïðèìåíèì (12)
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ê ïîèñêó âñåõ ñòóïåíåé òàêîãî ñîðòà èç îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò: M8;𝑘9−1(𝐴𝑝4+(𝑘9−1)𝑝3 ;𝐴𝑝4+𝑘9𝑝3),
𝑘9 = 2, ..., 𝑎6, òîãäà ïîëó÷èì ñòóïåíè h𝑝2+𝑘7𝑝3+𝑘8𝑝4+𝑘9𝑝5−1(·; ·), 𝑘𝑠 = 1, 2, ..., 𝑎𝑠−3−𝛿7,𝑠, 𝑠 = 7, 8, 9,
â êîòîðûå âõîäÿò ñòóïåíè è èç M8;0(𝐴𝑝4 ;𝐴𝑝4+𝑝3). Äëÿ 𝑘𝑠 = 0, 1, 2, ..., 𝑎𝑠−3, 𝑠 = 7, 8, 9, ñòóïå-
íè âèäà: h(𝑘7+1)𝑝3+𝑘8𝑝4+𝑘9𝑝5(·; ·) èìåþò øèðèíó 𝑎1 è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíûé íàáîð òàêèõ
ñòóïåíåé èç M9;0(𝐴0;𝐴𝑝6).

Ñòóïåíè òàêîãî ñîðòà äëÿ ìàðøà M2𝑚+1;0(𝐴0;𝐴𝑝2𝑚−2) îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé:

h(𝑘7+1)𝑝3+𝑘8𝑝4+···+𝑘2𝑚+1𝑝2𝑚−3
(·; ·),

𝑘𝑠 = 0, 1, 2, ..., 𝑎𝑠−3, 𝑠 = 7, 8, ..., 2𝑚 + 1, ãäå èíäåêñ (𝑘7 + 1)𝑝3 + 𝑘8𝑝4 + · · · + 𝑘2𝑚+1𝑝2𝑚−3 åñòü
îðäèíàòà ýòîé ñòóïåíè.
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1. Введение

Ïîíÿòèÿ îñíàùåííîé õîðäîâîé äèàãðàììû è îñíàùåííîãî 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ [1]
âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè òåîðèè 𝐽-èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïëîñêèõ êðèâûõ, êîòîðàÿ
áûëà ðàçðàáîòàíà Â.È. Àðíîëüäîì [2, 3]. Íàïîìíèì, ÷òî õîðäîâûå äèàãðàììû è 4-÷ëåííûå
ñîîòíîøåíèÿ èãðàþò áîëüøóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà, èíâàðèàíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, óçëîâ [4, 5], à èìåííî âåñîâûå ñèñòåìû, ò.å. ëèíåéíûå ôóíêöèè íà àë-
ãåáðå õîðäîâûõ äèàãðàìì, ñîãëàñíî òåîðåìå Âàñèëüåâà�Êîíöåâè÷à, ïðèâîäÿò ê èíâàðèàíòàì
Âàñèëüåâà óçëîâ. Ïîìèìî (îñíàùåííûõ) õîðäîâûõ äèàãðàìì è 4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òàêæå ëèíåéíûå (îñíàùåííûå) äèàãðàììû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè âëîæåíèè
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èëè ïîãðóæåíèè ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòè ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé, à íå îêðóæíîñòè. Íà ýòîò
ñëó÷àé íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñÿòñÿ (îñíàùåííûå) 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ýòî îïðåäåëåíèå è ïîñòðîåíèå âåñîâûõ ñèñòåì îñíàùåííûõ (ëè-
íåéíûõ) õîðäîâûõ äèàãðàìì, ò.å. íåêîòîðûõ èõ èíâàðèàíòîâ îòíîñèòåëüíî 4-÷ëåííûõ ñîîòíî-
øåíèé. Îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî êîíñòðóêöèè Áàð-Íàòàíà âåñîâûõ ñèñòåì, èíäóöèðî-
âàííûõ ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáð Ëè, êîòîðóþ ìû îáîáùèì íà ñëó÷àé îñíàùåííûõ (ëèíåéíûõ)
õîðäîâûõ äèàãðàìì.

2. Весовая система

Линейная диаграмма � ýòî îðèåíòèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì äóã (хорд), êîí-
öû êîòîðûõ ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé è ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè ïðÿìîé. Ëèíåéíàÿ äèà-
ãðàììà íàçûâàåòñÿ оснащенной, åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå (оснащение) èç ìíîæåñòâà õîðä â
êîëüöî Z/2Z, ò.å. êàæäîé õîðäå ïðèïèñûâàåòñÿ ÷èñëî 0 èëè 1. Ìû ðàññìàòðèâàåì îñíàùåííûå
ëèíåéíûå äèàãðàììû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ïåðåâîäÿùåãî îäíó ïðÿìóþ â äðóãóþ ñ
ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè è îñíàùåíèÿ õîðä.

Ïóñòü 𝐿𝑓 � ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé âñåìè îñíàùåííûìè ëèíåéíûìè äèàãðàì-
ìàìè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò 𝐿𝑓 � ýòî êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñíàùåííûõ
ëèíåéíûõ äèàãðàìì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìîäóëü ℒ𝑓 îñíàùåííûõ ëèíåéíûõ äèàãðàìì
� ýòî ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ 𝐿𝑓 ïî ñîîòíîøåíèÿì èç ðèñ. 1 (äëÿ êàæäîãî ñîîòíîøåíèÿ âñå äðó-
ãèå õîðäû, îòëè÷íûå îò èçîáðàæåííûõ äâóõ, èìåþò êîíöû íà ïóíêòèðíûõ ó÷àñòêàõ ïðÿìîé è
ðàñïîëîæåíû îäèíàêîâî íà ÷åòûðåõ îñíàùåííûõ ëèíåéíûõ äèàãðàììàõ). Ìû ðàññìàòðèâàåì
ýòè ñîîòíîøåíèÿ êàê оснащенные 4-членные соотношения. Ëèíåéíóþ ôóíêöèþ èç ℒ𝑓 â ïîëå
R èëè C ìû áóäåì íàçûâàòü весовой системой.

=- -

-

(-1)
f1 f1 f1 f1

f2 f2
f  + f1f1( )

2
f  + f1 2

=- (-1)
f1 f1f2 f2 f2( )

f  + f1 2f  + f1 2 f2
f2

Ðèñ. 1: Îñíàùåííûå 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ: 𝑓1, 𝑓2 ∈ {0, 1} � îñíàùåíèÿ õîðä (õîðäû ñ îñíà-
ùåíèåì 0 èçîáðàæàþòñÿ æèðíûìè ðåáðàìè, à ñ îñíàùåíèåì 1 � ïóíêòèðíûìè).

Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì 𝐹 c áàçèñîì e𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, ⟨·, ·⟩ � ad-èíâàðèàíòíàÿ íåâû-
ðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà g, à ℎ ∈ End (g) � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íà g, ℎ(e𝑖) = 𝑎𝑗𝑖e𝑗 , 𝑎

𝑗
𝑖 ∈ 𝐹 .

Ïóñòü 𝐷 � ïðîèçâîëüíàÿ îñíàùåííàÿ ëèíåéíàÿ äèàãðàììà. Ïðèïèøåì êàæäîé õîðäå 𝑑
äâà индекса � íàòóðàëüíûå ÷èñëà 𝑖𝑑 è 𝑗𝑑, êîòîðûå ìåíÿþòñÿ îò 1 äî 𝑛. Ïîìåòèì ïåðâûé
êîíåö õîðäû 𝑑 ýëåìåíòîì e𝑖𝑑 , à âòîðîé êîíåö � ýëåìåíòîì e𝑗𝑑 . Çàïèøåì ïðîèçâåäåíèå âñåõ
ýëåìåíòîâ e𝑖𝑑 è e𝑗𝑑 â ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè îáõîäå ïðÿìîé äèàãðàììû,
óìíîæèì ýòîò ýëåìåíò íà ýëåìåíò 𝑔𝑖𝑑𝑗𝑑 äëÿ êàæäîé õîðäû 𝑑 ñ îñíàùåíèåì 0 è íà ýëåìåíò
−𝑔𝑖𝑑𝑘𝑑𝑎𝑗𝑑𝑘𝑑 = −𝑔𝑗𝑑𝑘𝑑𝑎𝑖𝑑𝑘𝑑 äëÿ êàæäîé õîðäû 𝑑 ñ îñíàùåíèåì 1 è âîçüìåì ïîëíóþ ñâåðòêó. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ýëåìåíò óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû 𝑈(g), êîòîðûé ìû
îáîçíà÷èì 𝜙g,ℎ(𝐷). Ïðîäîëæàÿ ïî ëèíåéíîñòè, ìû ïðèäåì ê îòîáðàæåíèþ 𝜙g,ℎ : 𝐿

𝑓 → 𝑈(g).

Теорема 1. Для любого линейного самосопряженного оператора ℎ ∈ End (g) отображе-
ние 𝜙g,ℎ не зависит от выбора базиса и удовлетворяет оснащенным 4-членным соотношени-
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ям.

Ëþáîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑇 : g → End(𝑉 ), ãäå 𝑉 � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà 𝑈(𝑇 ) : 𝑈(g) → End(𝑉 ).
Ðàññìàòðèâàÿ ñëåä îïåðàòîðà, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå Tr: End(𝑉 )→ 𝐹 .

Следствие 1. Отображение Tr ∘ 𝑈(𝑇 ) ∘ 𝜙g,ℎ является весовой системой.

3. Примеры

Ïóñòü g = 𝑔𝑙(𝑁,𝐹 ) = End(𝐹𝑁 ) � îáùàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà Ëè ñ êîììóòàòîðîì [x,y] = xy−
yx è ad-èíâàðèàíòíîé íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé ⟨x,y⟩ = Tr(xy)
äëÿ ëþáûõ x,y ∈ g. Ðàññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà èç End(g): ℎ1(x) = 𝐴x𝐴−1 äëÿ âñåõ
x ∈ g, ãäå 𝐴 ∈ 𝐺𝐿(𝑁,𝐹 ), è ℎ2(x) = −x⊤ (çäåñü ⊤ � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ).

Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑇 àëãåáðû g â ïðîñòðàíñòâå 𝐹𝑛 è îïèøåì
ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå ñèñòåìû Tr ∘ 𝑈(𝑇 ) ∘ 𝜙g,ℎ1 è Tr ∘ 𝑈(𝑇 ) ∘ 𝜙g,ℎ2 .

Äëÿ îñíàùåííîé ëèíåéíîé äèàãðàììû 𝐷 îïðåäåëèì äâà ñïîñîáà удвоения хорды, ñîñòîÿ-
ùèå â çàìåíå õîðäû íà äâå ïàðàëëåëüíûå åé äóãè èëè íà äâå ïåðåñåêàþùèå äóãè è óäàëåíèè
ó÷àñòêîâ îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé, ðàçäåëÿþùèõ äàííûå äóãè. Â ðåçóëüòàòå óäâîåíèÿ âñåõ
õîðä äèàãðàììû è øåâåëåíèÿ äóã ïðè ðàçâåäåíèè âòîðûì ñïîñîáîì ìû ïîëó÷èì îäíîìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå â R3.

Ïóñòü 𝑠(𝐷) � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå óäâîå-
íèÿ âñåõ õîðä äèàãðàììû 𝐷 ïåðâûì ñïîñîáîì; 𝑠odd(𝐷) � ÷èñëî êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ ïðè
óäâîåíèè (ïåðâûì ñïîñîáîì) õîðä äèàãðàììû 𝐷, êîòîðûå ñîäåðæàò íå÷åòíîå ÷èñëî äóã, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ õîðäàì ñ îñíàùåíèåì 1, è 𝑠𝑓 (𝐷) � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ,
ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå óäâîåíèÿ âñåõ õîðä ñ îñíàùåíèåì 0 äèàãðàììû 𝐷 ïåðâûì ñïîñîáîì
è âñåõ õîðä ñ îñíàùåíèåì 1 âòîðûì ñïîñîáîì. Ïóñòü 𝑛1(𝐷) � ÷èñëî õîðä ñ îñíàùåíèåì 1 â
äèàãðàììå 𝐷.

Теорема 2. Для любой оснащенной линейной диаграммы 𝐷 значение весовой системы
Tr∘𝑈(𝑇 )∘𝜙g,ℎ1(𝐷) равно (−1)𝑛1(𝐷) ·𝑁 𝑠(𝐷)−𝑠odd(𝐷) · (𝑁−2𝑝)𝑠odd(𝐷), а значение весовой системы
Tr∘𝑈(𝑇 )∘𝜙g,ℎ2(𝐷) равно 𝑁 𝑠𝑓 (𝐷). Здесь 𝑝 — кратность собственного значения 1 матрицы 𝐴.
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à (ïðîáëåìà) Àïîëëîíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ñ ïîìîùüþ öèð-
êóëÿ è ëèíåéêè îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ òð¼õ äàííûõ. Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ òàê íàçûâà-
åìûå вырожденные ñëó÷àè: ëþáàÿ èç äàííûõ îêðóæíîñòåé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé, òî åñòü
îêðóæíîñòüþ íóëåâîãî ðàäèóñà, èëè ïðÿìîé, òî åñòü îêðóæíîñòüþ áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà. Êàê
èçâåñòíî, ýòà ïðîáëåìà îáëàäàåò êîíå÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé, ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, åñëè
äàííûå îêðóæíîñòè êîíöåíòðè÷åñêèå.

Íàñòîÿùàÿ çàìåòêà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Àïîëëîíèÿ íå äëÿ òð¼õ îêðóæíîñòåé,
à äëÿ äâóõ, âêëþ÷àÿ âûðîæäåííûå ñëó÷àè.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â çàâèñèìî-
ñòè îò âèäà çàäàííûõ îáúåêòîâ (òî÷êè, ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòè) è îò èõ âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ íà âåùåñòâåííîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Âûÿâëåíû ñëåäóþùèå ãðóïïû (òèïû) çàäà÷:

1. Äâå òî÷êè.

2. Äâå ïðÿìûå:

� ïàðàëëåëüíû;

� ïåðåñåêàþòñÿ.

3. Ïðÿìàÿ è òî÷êà:

� òî÷êà ëåæèò íà ïðÿìîé;

� òî÷êà íå ëåæèò íà ïðÿìîé.

4. Òî÷êà è îêðóæíîñòü:

� òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè;

� òî÷êà ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè;

� òî÷êà ëåæèò âíå îêðóæíîñòè.

5. Ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü:
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� îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ íå èìåþò îáùèõ òî÷åê;

� ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè;

� ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü.

6. Äâå îêðóæíîñòè:

� îêðóæíîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê è íè îäíà èç íèõ íå íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîé;

� îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì;

� îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ;

� îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì;

� îäíà îêðóæíîñòü íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîé.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ òèïîâ çàäà÷ îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèÿõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî-
÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò çàäàííûõ îáúåêòîâ çàäà÷è, è íà óñëîâèÿõ ðàâåíñòâ ðàññòîÿíèé îò
ïðåäïîëàãàåìîãî öåíòðà èñêîìîé êàñàòåëüíîé îêðóæíîñòè äî êàæäîãî èç çàäàííûõ îáúåêòîâ.

Â êàæäîì èç ïðèâåä¼ííûõ ñëó÷àåâ ïðîáëåìû Àïîëëîíèÿ äëÿ äâóõ îáúåêòîâ áûëè íå òîëüêî
íàéäåíû ðåøåíèÿ, íî è óêàçàíû íåêîòîðûå èõ âçàèìîñâÿçè.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Àïîëëîíèÿ ðåøåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò,
áîëåå òîãî, ÷èñëî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî.

Â ñëåäóþùèõ íèæå óòâåðæäåíèÿõ èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.

Предложение 1. Пусть даны две параллельные прямые на координатной плоскости
𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров семейства окружностей, касающихся данных прямых, есть
прямая, параллельная данным и равноудалённая от них. При этом радиус будет постоянен
и равен расстоянию от прямой центров до одной из данных прямых.

Предложение 2. Пусть даны две пересекающиеся прямые на координатной плоскости
𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров семейства окружностей, касающихся данных прямых, есть
пара взаимно перпендикулярных прямых, являющихся биссектрисами углов, образованных
данными прямыми, без одной точки – точки пересечения этих биссектрис.

Теорема 1. Пусть даны окружность и прямая на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦.
1.1. Если окружность и прямая не имеют общих точек либо имеют ровно две общие

точки, то множество центров семейства окружностей, касающихся данной окружности
и данной прямой, есть пара парабол.

1.2. Если прямая касается заданной окружности, то множество центров семейства
окружностей, касающихся данной окружности и данной прямой, есть парабола без точки
– её вершины – и прямая, проходящая через центр данной окружности и точку касания
окружности и прямой, без двух точек – центра данной окружности и точки касания за-
данной окружности и данной прямой.

Ïðè óñëîâèè, åñëè çàäàííàÿ îêðóæíîñòü âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, ïîëó÷èì ñëó÷àé çàäà÷è äëÿ
òî÷êè è ïðÿìîé.

Следствие 1. Пусть даны точка и прямая на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦.
1.1. Если точка не лежит на заданной прямой, то множество центров семейства

окружностей, касающихся данной прямой и проходящих через эту точку, есть парабола,
для которой данная точка является фокусом, а данная прямая – директрисой.

1.2. Если точка лежит на заданной прямой, то множество центров семейства окруж-
ностей, касающихся данной прямой в этой точке, есть прямая, перпендикулярная данной
прямой, проходящая через данную точку и не включающая эту же точку.
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Äëÿ ñëåäóþùèõ òåîðåì óñëîâèìñÿ, ÷òî ðàäèóñû çàäàííûõ îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íû.

Теорема 2. Пусть даны две окружности, не имеющие общих точек, и ни одна из них
не находится внутри другой, на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров
семейства окружностей, касающихся данных окружностей, есть пара гипербол.

Теорема 3. Пусть даны две окружности, касающиеся внешним образом, на коорди-
натной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров семейства окружностей, касающихся
данных окружностей, есть гипербола и прямая, проходящая через центры данных окруж-
ностей, без трёх точек – центров данных окружностей и точки их касания.

Теорема 4. Пусть даны две пересекающиеся окружности на координатной плоскости
𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров семейства окружностей, касающихся данных окружно-
стей, есть гипербола и эллипс.

Теорема 5. Пусть даны две окружности, касающиеся внутренним образом, на коор-
динатной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров семейства окружностей, касающихся
данных окружностей, есть эллипс и прямая, проходящая через центры данных окружно-
стей, без трёх точек – центров данных окружностей и точки их касания.

Теорема 6. Пусть даны две окружности, одна из которых находится внутри другой
(или являются концентрическими), на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда множество цен-
тров семейства окружностей, касающихся данных окружностей, есть пара эллипсов (или
пара концентрических окружностей).

Â ñëó÷àå îêðóæíîñòåé ñ ðàâíûìè ðàäèóñàìè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 7. Пусть даны две окружности с равными радиусами на координатной плос-
кости 𝑂𝑥𝑦.

7.1. Если окружности не имеют общих точек и ни одна из них не находится внутри
другой, то множество центров семейства окружностей, касающихся данных окружностей,
есть гипербола и прямая.

7.2. Если окружности касаются внешним образом, то множество центров семейства
окружностей, касающихся данных окружностей, есть пара взаимно перпендикулярных пря-
мых, одна из которых проходит через центры данных окружностей. При этом исключаются
три точки этой прямой: центры данных окружностей и точка их касания.

7.3. Если окружности пересекаются, то множество центров семейства окружностей,
касающихся данных окружностей, есть эллипс и прямая.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ äâóõ òî÷åê ìîæíî ïîëó÷èòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì
èç ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé, åñëè îáå îêðóæíîñòè âûðîæäàþòñÿ â òî÷êè.

Следствие 2. Пусть даны две точки на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда множе-
ство центров семейства окружностей, проходящих через данные точки, есть прямая, яв-
ляющаяся серединным перпендикуляром к отрезку, соединяющему эти точки.

Êðîìå òîãî, åñëè îäíà èç çàäàííûõ îêðóæíîñòåé âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, òî çàäà÷à äëÿ äâóõ
íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ, êàñàþùèõñÿ èëè ðàñïîëîæåííûõ îäíà âíóòðè äðóãîé îêðóæíîñòåé,
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å äëÿ òî÷êè, ëåæàùåé âíå, íåïîñðåäñòâåííî íà èëè âíóòðè îêðóæíîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî.

Следствие 3. Пусть даны точка и окружность на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦.
3.1. Если точка расположена вне заданной окружности, то множество центров семей-

ства окружностей, касающихся данной окружности и проходящих через эту точку, есть
гипербола.
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3.2. Если точка лежит на заданной окружности, то множество центров семейства
окружностей, касающихся данной окружности в этой точке, есть прямая, соединяющая
центр данной окружности и данную точку, без двух точек – центра данной окружности и
заданной точки.

3.3. Если точка лежит внутри заданной окружности и не совпадает с её центром, то
множество центров семейства окружностей, касающихся данной окружности и проходя-
щих через эту точку, есть эллипс. Причём центр данной окружности и данная точка будут
являться фокусами полученного эллипса. Если точка совпадает с центром данной окружно-
сти, то множество центров семейства окружностей есть окружность с центром в этой
точке и радиусом, равным половине радиуса данной окружности.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â [1].
Êëàññèôèêàöèÿ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé õîðîøî èçó÷åíà ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðû (îñî-

áåííî ïðîñò òð¼õìåðíûé ñëó÷àé) [2]. Ì.Ì. Ïîñòíèêîâ ïðåäëîæèë âåðíóòüñÿ ê èñòîêàì è äàòü
èõ ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ ÿ÷ååê Äèðèõëå-Âîðîíîãî ïðàâèëüíûõ ñèñòåì òî÷åê íà
3-ñôåðå. Òàêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè äèñêðåòíûõ ãðóïï, äåéñòâóþùèõ áåç íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê [3]. Äâèæåíèÿ ãðóïïû, ïåðåâîäÿùèå ÿ÷åéêó â ñîñåäíþþ ïî îáùåé äâóìåðíîé
ãðàíè, îäíîâðåìåííî îòîæäåñòâëÿþò ïàðû å¼ ãðàíåé, çàâåðøàÿ òàêèì îáðàçîì ãåîìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå òð¼õìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ñðåäè âñåõ ïÿòè ñåðèé ðàññìàòðèâà-
åìûõ ìíîãîîáðàçèé Ïîñòíèêîâ ïðåäúÿâèë ÿ÷åéêó Äèðèõëå-Âîðîíîãî (äëÿ êàæäîé èç ãðóïï
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áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê 𝐶𝑛 × 𝐶𝑚, 𝐷*
𝑛 × 𝐶*

𝑚, 𝑇
* × 𝐶*

𝑚, 𝑂
* × 𝐶*

𝑚, è 𝐼* × 𝐶*
𝑚)

1 òîëüêî â äâóõ
ïåðâûõ ñåðèÿõ: â ò.í. "ëèíçàõ"è "ïðèçìàõ". Äëÿ îñòàëüíûõ òð¼õ ñåðèé áûëî ïðèâåäåíî ãåî-
ìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ, à èìåííî, äëÿ ïðîñòðàíñòâ îêòàýäðà, óñå÷¼ííîãî
êóáà è äîäåêàýäðà, à îñòàëüíûå ñëó÷àè íàòîëêíóëèñü íà âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè [3].

Ïîäõîä, ïðèìåí¼ííûé äëÿ îïèñàíèÿ îðèåíòàöèé êîìïîíåíòîâ â äâîéíèêàõ è ñðîñòêàõ êðè-
ñòàëëîâ, ïîçâîëèë íàì ðàçîáðàòüñÿ â èäåå è òåõíèêå ðàáîòû [3], à òàêæå ïðåäúÿâèòü ôîðìó
ÿ÷ååê Äèðèõëå-Âîðîíîãî äëÿ êàæäîé ãðóïïû îñòàëüíûõ òð¼õ ñåðèé [4, 5] (ñì. Ðèñ. 1 â [1]).
Ãåîìåòðèÿ ÿ÷ååê òàêîâà, ÷òî îíè èìåþò ñèììåòðèþ ïîâîðîòîâ ïðàâèëüíûõ òð¼õ-, ÷åòûð¼õ- è
ïÿòèóãîëüíûõ ïðèçì. Êðîìå òîãî, ÿ÷åéêè îò÷àñòè íàïîìèíàþò ïðèçìû: êàæäàÿ èìååò ïî äâà
îñíîâàíèÿ (ðàçâ¼ðíóòûå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè íà óãîë, âåëè÷èíîé
ðàâíîé òîëùèíå ÿ÷åéêè) è áîêîâûå ãðàíè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîäõîäàì è ìåòîäàì, ïîçâîëèâøèì óïðîñòèòü îïèñàíèå ôîðìû
ÿ÷ååê Äèðèõëå-Âîðîíîãî â S3, à òàêæå ñõåìû îòîæäåñòâëåíèé èõ äâóìåðíûõ ãðàíåé.

1. Íàðÿäó ñ îïèñàíèåì ãåîìåòðèè ÿ÷ååê íåïîñðåäñòâåííî â S3, ðàññìàòðèâàëèñü èõ ïðîåê-
öèè íà êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü R3.

2. Ïðåäëîæåíû îáîçíà÷åíèÿ âèíòîâûõ ïîâîðîòîâ ïî îáðàçöó ïðèìåíÿåìûõ â îáîçíà÷åíèÿõ
230 ô¼äîðîâñêèõ ãðóïï (21, 31, 32, 41, 43, 51, 52, 53, 54 è ò.ï.). Ýòî áûëî ñäåëàíî, ñëåäóÿ ìåòîäèêå,
ðåêîìåíäîâàííîé â [6] äëÿ èäåíòèôèêàöèè âèíòîâûõ ïîâîðîòîâ: îïåðàöèþ âîçâîäÿò â ñòåïåíü,
íàõîäÿ ìèíèìàëüíûé öåëûé ïîêàçàòåëü, ïðè êîòîðîì ðåçóëüòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ ïðåâðàùàåò-
ñÿ â ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ (êîòîðûé çàòåì äåëèòñÿ íà âåëè÷èíó ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîð ñìåùåíèÿ âäîëü âèíòîâîé îñè è îäíîçíà÷íîå å¼ îáîçíà÷åíèå
â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïîâîðîòíîé ñîñòàâëÿþùåé è âåëè÷èíû ñäâèãà. Â íàøåì ñëó÷àå
âìåñòî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà â R3 ìû äîáèâàåìñÿ êëèôôîðäîâà ñäâèãà â S3. Â îñòàëüíîì
ìåòîäèêè ñõîäíû è ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âèíòîâûõ îñåé äèñêðåòíûõ ãðóïï,
äåéñòâóþùèõ â S3, àíàëîãè÷íûå ïðèìåíÿåìûì â 230 ô¼äîðîâñêèõ ãðóïïàõ.

Ýòî ñèëüíî óïðîñòèëî îáîçíà÷åíèÿ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé è ñâåëî èõ êîëè÷åñòâî îò ñ÷¼òíîãî
ìíîæåñòâà ê êîíå÷íîìó ÷èñëó (äëÿ ñåðèé 𝑇 * × 𝐶*

𝑚, 𝑂
* × 𝐶*

𝑚, è 𝐼
* × 𝐶*

𝑚), à òàêæå ïîçâîëèëî
ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà ýòèõ ãðóïï ñâåñòè ê êîíå÷íîìó ÷èñëó èõ òèïîâ.

Õàðàêòåð äåéñòâèÿ ïîâîðîòîâ îñåé (â âèäå ïðåäëîæåííûõ îáîçíà÷åíèé) ñèëüíî óïðîñòèë
ïîäòâåðæäåíèå êîìáèíàòîðíîãî óñòðîéñòâà èññëåäóåìûõ ÿ÷ååê Äèðèõëå-Âîðîíîãî, à òàêæå
ïîçâîëèë íàéòè è óäîáíî ðàñêëàññèôèöèðîâàòü êàðòû îòîæäåñòâëåíèé (êàêèå ïàðû ãðàíåé
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êàêèõ äâèæåíèé). Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ñåðèé 1, 2a è 2b (ñì.
Ðèñ. 1 â [1]) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïîäñåðèè, â êîòîðûõ îäèíàêîâûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿþò-
ñÿ ãðàíè îñíîâàíèé è ïî îäèíàêîâîìó ïðèíöèïó � áîêîâûå ãðàíè. Êàæäàÿ èç ñåðèé 3a è 3b
ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå ïîäñåðèè. Êàðòû îòîæäåñòâëåíèé ïðèçì (ñåðèÿ 𝐷*

𝑛 × 𝐶*
𝑚) åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì äåëÿòñÿ íà äâå ïîäñåðèè (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäñåðèé ãðóïï,
èìåþùèõ ñõîäíûå ãðàôè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ).
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Ïîëèìèíî � ôèãóðà íà ïëîñêîñòè, ñîñòàâëåííàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ
(êëåòîê), êîòîðàÿ ñèëüíî ñâÿçíà, òî åñòü èç ëþáîé êëåòêè â ëþáóþ äðóãóþ êëåòêó ýòîãî
ïîëèìèíî ìîæíî ïîïàñòü, ïåðåõîäÿ ïî îáùèì ñòîðîíàì ñìåæíûõ êëåòîê.

Ïîíÿòèå è ñàì òåðìèí ïîëèìèíî áûëè ââåäåíû â 1953 ãîäó Ñ. Â. Ãîëîìáîì [1].
Ïîëèìèíî íàçûâàåòñÿ òðàíñëÿöèîííûì, åñëè ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî çàïîëíèòü âñþ ïëîñ-

êîñòü èñïîëüçóÿ òîëüêî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ àâòîðîâ [2], áûë ðàç-
ðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðàíñëÿöèîííûõ ïîëèìèíî [3]. Ýòîò àëãîðèòì áàçèðóåòñÿ íà
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èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ¾çâåçäû¿, ðàçðàáîòàííîãî Â.Ã. Æóðàâëåâûì è âïåðâûå îïèñàííîãî â
[4].

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà 𝑆, áàçèñ êîòîðîé 𝑒1 = (1, 0), 𝑒2 = (0, 1).
Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ëþáîé ëó÷ íà ïëîñêîñòè ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî ïî ãðàíèöå ðåøåòêè 𝑆,
íà÷èíàòüñÿ è çàêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî â âåðøèíàõ ðåøåòêè 𝑆.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðàíñëÿöèîííûõ ïîëèìèíî ñ çàäàííûì ÷èñëîì êëåòîê.
Алгоритм 1.

Шаг 1. Ïîäîáðàòü ìàòðèöó

𝑀 =

(︂
𝑛11𝑛12
𝑛21𝑛22

)︂
,

òàêóþ, ÷òî 𝑑𝑒𝑡(𝑀) = ±𝑛. Çäåñü 𝑛 � ÷èñëî êëåòîê èñõîäíîãî ïîëèìèíî 𝑃 , à 𝑛11, 𝑛12, 𝑛21, 𝑛22 ∈ 𝑁,
Шаг 2. Ïîñòðîèòü íà ðåøåòêå 𝑆 ïàðàëëåëîãðàìì𝐾, ñòîðîíû êîòîðîãî çàäàþòñÿ âåêòîðàìè

𝑛1 = (𝑛11𝑒1, 𝑛12𝑒2), 𝑛2 = (𝑛21𝑒1, 𝑛22𝑒2), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû 𝑀 .
Îòñþäà êîîðäèíàòû âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà 𝐾1 = (𝑥0, 𝑦0), 𝐾2 = (𝑥0 + 𝑛11, 𝑦0 + 𝑛12),

𝐾3 = (𝑥0 + 𝑛21, 𝑦0 + 𝑛22), 𝐾4 = (𝑥0 + 𝑛11 + 𝑛21, 𝑦0 + 𝑛12 + 𝑛22), 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑍.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïåðåêëàäûâàþùåãîñÿ ïîëèìèíî.

Шаг 3. Ïðîâåñòè â ïàðàëëåëîãðàììå 𝐾 äèàãîíàëü 𝐾2𝐾3. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà 𝐾1𝐾2𝐾3

ïîñòðîèòü ¾çâåçäó¿ 𝐶 ñëåäóþùèì îáðàçîì, âûáðàòü âíóòðè èëè íà ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êó � öåíòð ¾çâåçäû¿ 𝐶0 â îäíîé èç âåðøèí ðåøåòêè è ñîåäèíèòü åå ñ âåðøèíàìè
òðåóãîëüíèêà 𝐾1𝐾2𝐾3 ëó÷àìè 𝑟, 𝑏, 𝑔 ñîîòâåòñòâåííî.

Шаг 4. Ïîñòðîèòü íà îñíîâå ¾çâåçäû¿ 𝐶 ïîëèìèíî 𝑃 . Îò âåðøèí 𝐾2,𝐾3,𝐾4 ïàðàëëåëî-
ãðàììà 𝐾 îòëîæèòü ëó÷ 𝑟, è ñîåäèíÿòü êîíöû îòëîæåííûõ ëó÷åé è âåðøèíó êâàäðàòà 𝐾1

ëó÷àìè 𝑏 è 𝑔. Ïîëó÷èì ïîëèìèíî 𝑃 , îáðàçîâàííîå øåñòüþ ëó÷àìè òðåõ òèïîâ 𝑟, 𝑏, 𝑔, ðàçáèòîå
¾çâåçäîé¿ 𝐶 íà òðè ïîëèìèíî 𝑅,𝐵,𝐺. 2

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ïîðîæäàåò òðàíñëÿöèîííûå ïîëèìèíî 𝑃 ñ âåêòîðàìè
òðàíñëÿöèè ïàðàëëåëîãðàììà𝐾. Ïîëèìèíî𝑅,𝐵,𝐺 ñîñòàâëÿþùèå èñõîäíîå 𝑃 òàêæå ÿâëÿþòñÿ
òðàíñëÿöèîííûìè, ñî ñâîèìè âåêòîðàìè òðàíñëÿöèè, êàê è ïîëèìèíî, ñîñòàâëåííûå èç ëþáûõ
èõ êîìáèíàöèé.

Îñîáûé èíòåðåñ â òåîðèè ïîëèìèíî ïðåäñòàâëÿþò ïîëèìèíî ñ çàäàííîé ñèììåòðèåé, çà-
äà÷å î ïîñòðîåíèè òàêèõ ïîëèìèíî è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëèìèíî
ñòðîÿòñÿ íà áàçå êâàäðàòíîé ðåøåòêè 𝑆, êîòîðàÿ îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ ïîâîðîòíûìè ñèììåòðè-
ÿìè è ÷åòûðüìÿ îñåâûìè, èñêàòü ñèììåòðèè ïîëèìèíî èìååò ñìûñë ñðåäè íèõ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèìèíî ñ çàäàííîé ñèììåòðèåé ââåäåì àëãîðèòìû 2 � 4 [3].
Àëãîðèòì 2 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íûõ ïîëèìèíî.
Алгоритм 2.

1. Ëó÷è 𝑟, 𝑔, 𝑏 ¾çâåçäû¿ 𝐶 ñëåäóåò ïðîâîäèòü òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ ñàì áûë öåíòðàëü-
íîñèììåòðè÷íûì.



240 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

2. Öåíòðû ñèììåòðèè ëó÷åé äîëæíû ëåæàòü ëèáî â âåðøèíå êâàäðàòíîé ðåøåòêè 𝑆, ëèáî
â öåíòðå ðåáðà åå ÿ÷åéêè. 2

Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íîãî ïîëèìèíî, ïîëó÷åííîãî ñ ïî-
ìîùüþ àëãîðèòìà 2. Öåíòðû ñèììåòðèè ëó÷åé îòìå÷åíû êâàäðàòíûìè ìàðêåðàìè, òî÷êà 𝑂 -
öåíòð ñèììåòðèè ïîëèìèíî.

Ðèñ. 2: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íîãî ïîëèìèíî.

Àëãîðèòì 2 îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåííûõ àâòîðàìè â äàííîé
ðàáîòå, åãî âûïîëíåíèå âûçûâàåò íàèìåíüøèå çàòðóäíåíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèìèíî ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â [3] áûëè îïèñàíû
óñëîâèÿ àëãîðèòìà 3.

Алгоритм 3.

1. Ïîäîáðàòü ìàòðèöó 𝑀 òàê, ÷òîáû âåòîðû 𝑛1, 𝑛2 çàäàâàëè êâàäðàò 𝐾. Öåíòðû âåêòîðîâ
𝑛1, 𝑛2 äîëæíû ëåæàòü â öåíòðå ðåáðà ÿ÷ååê ðåøåòêè.

2. Öåíòð ¾çâåçäû¿ 𝐶0 âûáðàòü â îäíîé èç âåðøèí êâàäðàòà 𝐾, ïðè ýòîì îäèí èç ëó÷åé
¾çâåçäû¿ 𝐶 âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó.

3. Äâà íåâûðîæäåííûõ ëó÷à äîëæíû ïåðåâîäèòüñÿ îäèí â äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà íà
90∘, èõ ñëåäóåò ïðîâåñòè òàê, ÷òîáû îíè áûëè öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íûìè, ïðè ýòîì öåíòðû
ñèììåòðèè ëó÷åé äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â öåíòðàõ âåêòîðîâ 𝑛1, 𝑛2. 2

Ïðèìåð ïîëèìèíî ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå
3.

Ðèñ. 3: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïîëèìèíî ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé.

Ïîâîðîòíàÿ ñèììåòðèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà çàäàåò î÷åíü ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà êîëè-
÷åñòâî òðàíñëÿöèîííûõ ïîëèìèíî îáëàäàþùèõ äàííîé ñèììåòðèé. Äëÿ êîëëè÷åñòâà êëåòîê
ïîëèìèíî 𝑛 = 1 � îäíî òðàíñëÿöèîííîå ïîëèìèíî ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà, äëÿ 𝑛 = 2, 3 � íåò ïîëèìèíî ñ äàííîé ñèììåòðèåé, äëÿ 𝑛 = 4 � îäíî ïîëèìèíî,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì, äëÿ 𝑛 = 5 � îäíî è ò.ä.

Â àëãîðèòìå 4 îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîëèìèíî ñ çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé.



Ñåêöèÿ 7. Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë 241

Алгоритм 4.

1. Ïîäîáðàòü ìàòðèöó 𝑀 òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèå îäíîãî èç âåêòîðîâ 𝑛𝑖, 𝑖 = 1, 2 ñîâïàäàëî
ñ íàïðàâëåíèåì îäíîãî èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ 𝑒1, 𝑒2 ðåøåòêè 𝑆 ñîîòâåòñòâåííî, à åãî öåíòð
ëåæàë â îäíîé èç âåðøèí ðåøåòêè 𝑆.

2. Öåíòð ¾çâåçäû¿ 𝐶0 ðàñïîëîæèòü â öåíòðå âåêòîðà 𝑛𝑖.
3.Îäèí èç ëó÷åé ¾çâåçäû¿ 𝐶 ñëåäóåò ïðîâåñòè òàê, ÷òîáû îí áûë çåðêàëüíî ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó 𝑛𝑖.
4. Äâà äðóãèõ ëó÷à ¾çâåçäû¿ 𝐶, äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû òàê, ÷òî áû èõ ìîæíî áûëî ïåðå-

âåñòè îäèí â äðóãîé ñ ïîìîùüþ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òîé æå îñè, ïàðàëëåëüíîé
âåêòîðó 𝑛𝑖. 2

Ðèñ. 4: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïîëèìèíî ñ çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé.

Â àëãîðèòìå 4 âûáîð îäíîãî èç âåêòîðîâ 𝑛𝑖, 𝑖 = 1, 2 îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì íàïðàâëåíèÿ
ãîðèçîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé çåðêàëüíîé îñè ñèììåòðèè. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåí ïðèìåð
ïîëèìèíî, ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 4. Çåðêàëüíàÿ îñü ñèììåòðèè â äàííîì ïðèìåðå
ïàðàëëåëüíà âåêòîðó 𝑒1 ðåøåòêè 𝑆.

Ïîìèìî âûøå ñêàçàííîãî áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïîëèìèíî 𝑃 , ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà 1, ÿâëÿþòñÿ ïåðåêëàäûâàþùèìèñÿ (ðèñ. 5). Ïåðåêëàäûâàþùèìñÿ áóäåì íàçûâàòü
ïîëèìèíî 𝑃 , åñëè çàäàíî åãî ðàçáèåíèå íà áîëåå ìåëêèå ïîëèìèíî 𝑃1, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘, òàêîå, ÷òî
èõ ïåðåêëàäûâàíèå âíîâü äàåò èñõîäíóþ ôèãóðó.

Ðèñ. 5: Ïðèìåð ïåðåêëàäûâàþùåãîñÿ ïîëèìèíî, ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà.

¾Çâåçäà¿ 𝐶 ðàçáèâàåò ïîëèìèíî 𝑃 íà òðè ïîëèìèíî 𝑅,𝐵,𝐺, ïåðåêëàäûâàíèå êîòîðûõ
âíîâü äàåò èñõîäíîå ïîëèìèíî, ïðè ýòîì âåêòîðû ïåðåêëàäûâàíèÿ 𝐶0𝐾1, 𝐶0𝐾2, 𝐶0𝐾3 äëÿ ýòèõ
ïîëèìèíî çàäàþòñÿ ëó÷àìè ¾çâåçäû¿ 𝐶 (ðèñ. 5). Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ïîëèìèíî èãðàþò âàæ-
íóþ ðîëü è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà è òåîðèè
ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐺𝐹 (3) ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ òðè. Ýëåìåíòû ïîëÿ 𝐺𝐹 (3) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2}.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, â êîòîðîì çíà÷åíèå êàæäîé ïåðåìåííîé ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó {0, 1}, íàçûâàåòñÿ (0, 1)-ðåøåíèåì èëè äâîè÷íûì ðåøåíèåì. Ðàñïîçíàâàíèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ (0, 1)-ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì 𝐺𝐹 (3) ñëóæèò ïðèìåðîì NP-
ïîëíîé çàäà÷è. Îäíàêî äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ëåãêî: òîëüêî ëèíåéíîå
óðàâíåíèå âèäà 𝑥𝑘 = 2 íå èìååò (0, 1)-ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó êàæäîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå, íåòðè-
âèàëüíî çàâèñÿùåå îò äâóõ èëè áîëåå ïåðåìåííûõ, èìååò (0, 1)-ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, çàäà÷à ïî-
èñêà (0, 1)-ðåøåíèÿ òàêæå ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ñèñòåì èç ôèêñèðîâàííîãî
÷èñëà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîäèìîñòü çàäà÷è íàä 𝐺𝐹 (3) ê
àíàëîãè÷íîé çàäà÷å íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èçâåñòíî ìíîãî àë-
ãîðèòìîâ, ñì. [1, 2]. Ìû æå ðàññìîòðèì ñèñòåìû, â êîòîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé îãðàíè÷åíî íå
êîíñòàíòîé, à ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ
âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ñóìì ñëó÷àéíûõ (0, 1)-âåëè÷èí ðàññìîò-
ðåíî ßøóíñêèì [3].
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Ïóñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî
óðàâíåíèÿ è íåêîòîðîå óðàâíåíèå íåòðèâèàëüíî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé 𝑥𝑘. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî íîâàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ñèñòåìû èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåí-
íîé 𝑥𝑘, åñëè íîâàÿ ñèñòåìà íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé 𝑥𝑘, à èñõîäíàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà
îáúåäèíåíèþ íîâîé ñèñòåìû è ðîâíî îäíîãî óðàâíåíèÿ (çàâèñÿùåãî îò 𝑥𝑘), ðàâíîãî ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû.

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñèñòåìå, èìåþùåé áîëüøåå ÷èñëî (0, 1)-
ðåøåíèé, ÷åì áûëî ó èñõîäíîé ñèñòåìû. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ ëèøü íàä ïîëåì
𝐺𝐹 (3), íî íå íàä ïîëÿìè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Предложение 1. Даны натуральные числа 𝑛 и 𝑚, удовлетворяющие неравенствам
𝑛 > 5 и 2 6 𝑚 6 log3(2𝑛 − 1), и система из 𝑚 линейных уравнений от 𝑛 переменных над
полем 𝐺𝐹 (3). Пусть для каждого индекса 1 6 𝑘 6 𝑛 существует уравнение, нетривиально
зависящее от 𝑥𝑘. Если у этой системы нет (0, 1)-решения, то существует такой индекс
1 6 𝑘 6 𝑛, что исключие переменной 𝑥𝑘 вновь приводит к системе, у которой нет (0, 1)-
решения. Более того, эта подсистема может быть найдена за полиномиальное время.

Доказательство.Ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå 𝐴x = b, ãäå
÷åðåç 𝐴 îáîçíà÷åíà 𝑚 × 𝑛 ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé, à ÷åðåç x è
b � ñòîëáöû èç 𝑛 ïåðåìåííûõ è 𝑚 ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, â ìàòðèöå 𝐴
íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ.

Ïðè óñëîâèè 2 6 𝑚 6 log3(2𝑛− 1) â ìàòðèöå 𝐴 íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà.
Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ ðàâíî 3𝑚−1. Ýòî ìíîæåñòâî
ðàçáèâàåòñÿ íà (3𝑚 − 1)/2 ïàð ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
𝑛 > (3𝑚 + 1)/2 îáåñïå÷èâàåò, ÷òî â ìàòðèöå 𝐴 íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà.
Îáîçíà÷èì íîìåðà ýòèõ ñòîëáöîâ ÷åðåç 𝑗 è 𝑘. Íàéòè íîìåðà 𝑗 è 𝑘 ìîæíî ïåðåáèðàÿ 𝑛(𝑛−1)/2
âàðèàíòîâ è ïðîâåðÿÿ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ.

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà 𝐴x = b ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå 𝐵x = c, ãäå â 𝑚 × 𝑛 ìàòðèöå 𝐵 â ñòîëá-
öàõ ñ íîìåðàìè 𝑗 è 𝑘 íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû ëèøü â îäíîé ñòðîêå, íîìåð êîòîðîé
îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ. Çäåñü ìàòðèöà 𝐵 ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû 𝐴 ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè
íàä ñòðîêàìè, à ýëåìåíò ñòîëáöà c ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ
ñòîëáöà b. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ℓ-ãî óðàâíåíèÿ èç ýòîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé, èìååò (0, 1)-ðåøåíèå, òî îíà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-
íûõ 𝑥𝑗 è 𝑥𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ñèñòåìà òîæå èìååò (0, 1)-ðåøåíèå, ïîñêîëüêó âûáîð çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ 𝑥𝑗 è 𝑥𝑘 ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ℓ-îå óðàâíåíèå ïðè ëþáîé îöåíêå îñòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Óäàëåíèå ℓ-ãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò èñêëþ÷åíèþ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ 𝑥𝑗 è 𝑥𝑘.

2

Предложение 2. Существует алгоритм полиномиального времени, который получает
на вход систему из 𝑚 линейных уравнений от 𝑛 переменных над полем 𝐺𝐹 (3) и при условии
𝑚 6 log3 log3(2𝑛 − 1) примимает вход тогда и только тогда, когда система имеет (0, 1)-
решение.

Доказательство.Àëãîðèòì â öèêëå äåëàåò ïîïûòêè ëèáî óäàëèòü óðàâíåíèå, êîòîðîå
ëèíåéíî çàâèñèò îò îñòàëüíûõ óðàâíåíèé, ëèáî èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåä-
ëîæåíèåì 1. Òàêæå óäàëÿþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ïåðåìåííûå, êîòîðûå íå âõîäÿò â íîâóþ
ñèñòåìó. Â ñëó÷àå óñïåõà íà î÷åðåäíîì øàãå áóäåò ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ
èç ìåíüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì íîâàÿ ñèñòåìà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ìåíåå 𝑚 øàãîâ ýòîò
ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ â îäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ: ëèáî îñòàëîñü îäíî óðàâíåíèå,
ëèáî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà çàâèñèò îò ìàëîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
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Åñëè îñòàëîñü îäíî óðàâíåíèå, òî äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà 𝑥𝑘 = 2 âõîä îòâåðãàåòñÿ, à äëÿ
óðàâíåíèÿ äðóãîãî âèäà âõîä ïðèíèìàåòñÿ.

Åñëè îñòàëîñü 𝑘 ïåðåìåííûõ, à ñèñòåìà ñîäåðæèò íåñêîëüêî óðàâíåíèé è íå ìîæåò áûòü
óìåíüøåíà, òî ïðîèñõîäèò ðàçáîð 2𝑘 ñëó÷àåâ. Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî 𝑘. Ïîñêîëüêó îñòàâøååñÿ
÷èñëî óðàâíåíèé íå ïðåâûøàåò ÷èñëà 𝑚, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî log3(2𝑘 − 1) < 𝑚. Íî ïî
óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà âûïîëíåíî𝑚 6 log3 log3(2𝑛−1). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà (2𝑘 − 1) < log3(2𝑛− 1) è 𝑘 6 0.5 log3(2𝑛− 1) < 0.3155 log2(2𝑛− 1). Ïîýòîìó ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ (0, 1)-îöåíîê îñòàâøèõñÿ 𝑘 ïåðåìåííûõ ìåíüøå ÷èñëà (2𝑛− 1)0.3155.

2

Åñëè óñëîâèå 𝑚 6 log3 log3(2𝑛 − 1) èç ïðåäëîæåíèÿ 2 íàðóøåíî, òî àëãîðèòì âñåãäà äàñò
ïðàâèëüíûé îòâåò, íî âðåìÿ ðàáîòû ìîæåò áûòü áîëüøèì. Îäíàêî äëÿ áîëüøîé äîëè ñëó÷àåâ
ñðåäè âõîäîâ ñ äàííûìè çíà÷åíèÿìè 𝑚 è 𝑛 âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò ìàëåíüêèì äàæå
ïðè áîëåå ñëàáîì îãðàíè÷åíèè 𝑚 6 log3(2𝑛− 1).

Ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ 𝑚 è 𝑛, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 𝑚 6 log3(2𝑛 − 1), ïî÷òè
ëþáàÿ ñèñòåìà èç 𝑚 óðàâíåíèé îò 𝑛 ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì 𝐺𝐹 (3) áóäåò èìåòü ìíîãî (0, 1)-
ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ýòîì óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèå (0, 1)-ðåøåíèÿ âñåãäà ìîæåò
áûòü ïðîâåðåíî íåêîòîðûì àëãîðèòìîì çà êâàçèïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ 𝑛𝑂(log𝑛).
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Ïðåäëîæåí âàðèàíò ïîäòâåðæäåíèÿ êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïåðåáîðà òðàíñëÿöèîííûõ
êóáè÷åñêèõ ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà íà ïîëèêóáû è àëãîðèòìà ïîèñêà ïëîòíåéøèõ (áåç ïóñòîò)
òðàíñëÿöèîííûõ êóáè÷åñêèõ óïàêîâîê ïðîñòðàíñòâà ïîëèêóáàìè.



Ñåêöèÿ 7. Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë 245

1. Определения

Определение 1. Назовём поликубом геометрическую фигуру со связной внутренней
областью, состоящую из конечного числа одинаковых единичных кубов - элементарных ячеек
простой кубической решетки 𝐿 = Z3. Назовём один такой куб ячейкой поликуба.

Определение 2. Назовём упаковкой поликуба 𝑃 , такое расположение поликубов, экви-
валентных 𝑃 с точностью до движения, в пространстве, при котором любые два поликуба
не имеют общих внутренних точек.

Определение 3. Назовём упаковку поликуба, у которой центры ячеек поликубов лежат
на кубической решетке Z3, кубической упаковкой поликуба.

Определение 4. Упаковка поликуба называется периодической, если её группа симмет-
рии содержит в качестве подгруппы трехмерную группу трансляций некоторой подрешетки
Λ ⊂ 𝐿.

Определение 5. Плотность упаковки – это доля пространства, заполненного фигу-
рами, составляющими упаковку. Плотность кубической периодической упаковки совпадает
с отношением объема поликуба к объему фундаментальной области решетки трансляций
𝜌 = 𝑉/𝑁 .

Определение 6. Упаковка поликуба с плотностью 𝜌 = 1 называется разбиением.

2. Разбиения пространства на поликубы и упаковки поликуба

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå êóáè÷åñêèå óïàêîâêè è ðàçáè-
åíèÿ.

Â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïåðåáîðà ïåðèîäè÷åñêèõ êóáè÷åñêèõ óïàêîâîê çàäàííîãî
ïîëèêóáà. Äàííûé àëãîðèòì íå òîëüêî ïðåäîñòàâëÿåò êðèòåðèé ïðîâåðêè íàëè÷èÿ óïàêîâêè
ïîëèêóáà, íî è ïðåäúÿâëÿåò âñå òàêèå óïàêîâêè. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à. Íà âõîä
àëãîðèòìà ïîäàåòñÿ ïîëèêóá, íà âûõîäå ïîëó÷àåì ïîäðåøåòêó òðàíñëÿöèè è êîä óïàêîâêè.
Ïî ïîäðåøåòêå è êîäó îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ óïàêîâêà ïîëèêóáà. Ó àëãîðèòìà åñòü
âàðèàöèè äëÿ îäíîãî ïîëèêóáà è äëÿ íàáîðà ïîëèêóáîâ.

Â ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïåðåáîðà ðàçáèåíèé ïëîñêîñòè íà ïîëèìèíî. Àëãîðèòì
ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à. Àëãîðèòì
ïåðåáèðàåò âñå ïîäðåøåòêè òðàíñëÿöèè(èõ êîíå÷íîå ÷èñëî) è âñå âîçìîæíûå êîäû óïàêîâîê.
Êîä óïàêîâêè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ÷èñëî â âîñüìèðè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ. Êîä óïàêîâêè
ïðîâåðÿåòñÿ íà âàëèäíîñòü è íà âûõîäå ïîëó÷àåì ïîëèêóá èëè íàáîð ïîëèêóáîâ, ó êîòîðûõ
óïàêîâêà òî÷íî ñóùåñòâóåò.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò æåëàíèå ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû äâóõ íåçàâèñèìûõ
àëãîðèòìîâ. Íóæíî âçÿòü êàòàëîã âñåõ ïîëèêóáîâ îáú¼ìà 𝑁 è êàæäîìó ïîëèêóáó ïðèñâîèòü
âçàèìíî îäíîçíà÷íûé êîä. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêîãî êîäà ìîæåò áûòü ñàìûé êîðîòêèé ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêèé êîä îáõîäà ïîëèêóáà ìåòîäîì áëèæàéøåãî ñîñåäà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íóæíî
âçÿòü âñå ïîëèêóáû èç êàòàëîãà è íàéòè äëÿ íèõ âñåâîçìîæíûå êîäà óïàêîâîê, ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû íóæíî ïåðåáðàòü âñå êîäà óïàêîâîê è îïðåäåëèòü êîäà ïîëèêóáîâ, êîòîðûå âîçíèêëè â
ðàçáèåíèè. Ïîëó÷åííûå ìàññèâû äàííûõ äîëæíû ñîâïàñòü.

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êàòàëîãîâ ïîëèêóáîâ äëÿ áîëüøèõ 𝑁 . Íà-
ïðèìåð, äëÿ 𝑁 = 16 âñåãî ñóùåñòâóåò 29915913663 ïîëèêóáîâ. Åñëè êàæäóþ òî÷êó ïîëèêóáà
õðàíèòü òðåìÿ êîîðäèíàòàìè(3 áàéòà), òî ïîíàäîáèòñÿ 48 áàéò íà ïîëèêóá. Òîãäà, íà âåñü
êàòàëîã ïîëèêóáîâ ñ 𝑁 = 16 ïîíàäîáèòñÿ 1,3 Òá. Ýòî î÷åíü áîëüøîé îáú¼ì èíôîðìàöèè, íå
íà êàæäîì êîìïüþòåðå åñòü äèñêîâàÿ ñèñòåìà òàêîãî îáú¼ìà.
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Ðàç õðàíèòü ïîëíûå êàòàëîãè ïîëèêóáîâ íåëüçÿ, òî åñòü âàðèàíò ñîâìåñòèòü ïîèñê óïàêî-
âîê ïîëèêóáà ñ ãåíåðàöèåé ïîëèêóáîâ. Çàïóñêàåì ãåíåðàòîð ïîëèêóáîâ, êàê òîëüêî îí âûäà¼ò
âàëèäíûé ïîëèêóá, ïîäà¼ì åãî â àëãîðèòì ïîèñêà óïàêîâîê, íèãäå íå ñîõðàíÿÿ. Åñëè óïàêîâêà
ïîëèêóáà íàéäåíà, òî çàïîìèíàåì ïîëó÷åííûå êîäà óïàêîâîê. Ïðîâåðêà óïàêîâîê ïîëèêóáà
ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëüíî áûñòðî, îñíîâíûå âðåìåííûå çàòðàòû - ýòî ãåíåðàöèÿ ïîëèêóáîâ. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâå ñðàâíèìûå ïî ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé çàäà÷è: ãåíåðàöèÿ ïîëèêóáîâ
è ïåðåáîð ðàçáèåíèé.

Êîëè÷åñòâî ïîëèêóáîâ äëÿ êàæäîãî 𝑁 - âåëè÷èíà èçâåñòíàÿ. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûé ñïîñîá ïðîâåðêè àëãîðèòìîâ ïîèñêà óïàêîâîê ïîëèêóáîâ, íà êîòîðûé ìîæíî îïå-
ðåòüñÿ.
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Â ðàáîòå [1] áûëà äîêàçàíà ïîëíîòà ñïèñêà çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïðà-
âèëüíûìè ãðàíÿìè. Óñòàíîâëåííàÿ ïîëíîòà ñïèñêà ïðàâèëüíîãðàííèêîâ îòíîñèòñÿ ê òîìó íà-
ïðàâëåíèþ â ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû ìíîãîãðàííèêîâ
ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè óñëîâèÿìè íà ãðàíè.

Íàñòîÿùèé äîêëàä ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ðîìáè÷åñêèìè
âåðøèíàìè è ïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè ðàçëè÷íîãî âèäà. Çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â
𝐸3 íàçûâàåòñÿ 𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêîì ïåðâîãî òèïà, åñëè ìíîæåñòâî åãî ãðàíåé ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà ãðàíåé (ðîìáîâ, íå êâàäðàòîâ),
îáðàçóþùèõ çâåçäû ñèììåòðè÷íûõ ðîìáè÷åñêèõ âåðøèí è ìíîæåñòâà ïðàâèëüíûõ ãðàíåé îä-
íîãî òèïà. Åñëè óêàçàííûå ïðàâèëüíûå ãðàíè � ðàçëè÷íîãî âèäà, òî ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ
𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêîì âòîðîãî òèïà.

𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêè ïåðâîãî òèïà ïîëíîñòüþ ïåðå÷èñëåíû àâòîðîì ðàíåå, â èõ ñïèñêå îêàçà-
ëîñü òîëüêî 23 ìíîãîãðàííèêà, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ ìíîãîãðàííèêè ñ íå áîëåå, ÷åì äâóìÿ
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ñèììåòðè÷íûìè ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè, [2], [3]. Äàëåå, â ðàáîòå [4] íàéäåíû âñå ñîñòàâ-
íûå 𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêîì âòîðîãî òèïà: ñóùåñòâóþò òîëüêî ïÿòüäåñÿò ÷åòûðå ñîñòàâíûõ 𝑅𝑅-
ìíîãîãðàííèêà âòîðîãî òèïà. Ïîä ñîñòàâíûìè ïîíèìàåòñÿ òàêîé 𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé
ìîæíî íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ ðàçáèòü íà ðîìáè÷åñêèå ïèðàìèäû è ìíîãîãðàííèêè ñ ïðàâèëü-
íûìè ãðàíÿìè.

Â [5] íàéäåíû íåêîòîðûå íåñîñòàâíûå 𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêè âòîðîãî òèïà. Äëÿ ïîëíîãî ïåðå-
÷èñëåíèÿ âñåõ𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêîâ âòîðîãî òèïà íóæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûå
ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå "áëèçêè"ê 𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêàì â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ìàòåðèàëüíûå
ìîäåëè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î íåñóùåñòâîâàíèè òàêèõ
𝑅𝑅-ìíîãîãðàííèêîâ. Òå ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç íåêîòîðîãî èçâåñò-
íîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑀 óäàëåíèåì íåêîòîðûõ åãî ãðàíåé ñ ïîñëåäóþùèì äîáàâëåíèåì íîâûõ
ãðàíåé, åñòåñòâåííî íàçûâàòü связанными c 𝑀 .

Утверждение 1. RR-многогранник, связанный с плосконосым кубом, не существует.

Â äîêëàäå äà¼òñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîìó ôàêòó. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì,
÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîãî èçãèáàíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
îñè "ïëîñêîíîñîãî êóáà ñ ãðàíèöåé". Ïîä ïîñëåäíèì ïîíèìàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ïëîñêîíîñîãî êóáà ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåãî îäíîé êâàäðàòíîé ãðàíè è ÷åòûð¼õ
òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, ñîñåäíèõ ñ êâàäðàòíîé ïî ðåáðó.

Утверждение 2. Не существует 𝑅𝑅-многогранников, связанных с додекаэдром и ико-
сододекаэдром.

Замечание 1. Для многогранника, связанного с додекаэдром, его близость к 𝑅𝑅-
многограннику подтверждается тем, что некоторый двугранный угол 𝜓 ≈ 174, 409∘ мало
отличается от развёрнутого угла.

Замечание 2. Для многогранника, связанного с икосододекаэдром, его близость к 𝑅𝑅-
многограннику подтверждается тем, что некоторый треугольник мало отличается от
правильного: два его угла равны 𝛼 ≈ 54, 056∘.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2 òàê æå èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íåèçãèáàåìîñòü ñ
ñîõðàíåíèåì ñèììåòðèè ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
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1. Проблема Какутани — Гомори

Êàêóòàíè è Ãîìîðè ïðåäëîæèëè ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ äëèíû, ïðèìåíèìîå ê ìíî-
ãîìåðíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì (ñì. [1]).

k-мерной вариацией (k-âàðèàöèåé) ïîñëåäîâàòåëüíîcòè òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 íàçûâàåòñÿ ñóììà k-ûõ ñòåïåíåé ðàññòîÿíèé ìåæäó åå ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëå-
íàìè

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖|𝑘.

k-ìåðíîé âàðèàöèåé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì k-ìåðíûõ âàðèàöèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîäåðæàùèõ âñå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Определение 1. k-мерной длиной Какутани — Гомори компакта называется верхняя
грань k-вариаций его конечных подмножеств.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîìåðíàÿ äëèíà Êàêóòàíè � Ãîìîðè ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé ñîâïàäàåò ñ
îáû÷íîé. Êàêóòàíè � Ãîìîðè ïûòàëèñü îïðåäåëèòü äâóìåðíóþ äëèíó êâàäðàòà. Ñëåäóþùàÿ
ïðîáëåìà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Задача 1. Чему равна двумерная длина Какутани — Гомори единичного квадрата с
евклидовой метрикой?

Ïîñêîëüêó ÷åòûðåõ-òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç âåðøèí åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, î÷å-
âèäíî èìååò 2-âàðèàöèþ ðàâíóþ òðåì, ïîñòîëüêó åâêëèäîâà äâóìåðíàÿ äëèíà Êàêóòàíè �
Ãîìîðè åäèíè÷íîãî êâàäðàòå íå ìåíüøå òðåõ. Îöåíêè ñâåðõó äëÿ äëèíû Êàêóòàíè � Ãîìîðè
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ êðèâûõ Ïåàíî.

Îïðåäåëèì 𝑘-ìåðíóþ âàðèàöèþ êðèâîé 𝑝 : 𝐼 → 𝑋 êàê âåðõíþþ ãðàíü k-ìåðíûõ âàðèàöèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 𝑝(𝑡0), . . . 𝑝(𝑡𝑛), òàêèõ ÷òî 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛. Î÷åâèäíî, ÷òî k-ìåðíàÿ
âàðèàöèÿ êðèâîé äàåò îöåíêó ñâåðõó äëÿ k-ìåðíîé äëèíû Êàêóòàíè � Ãîìîðè åå îáðàçà.

Îòîáðàæåíèå îòðåçêà íà ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò 𝑝 : 𝐼 → 𝑋 íàçûâàåòñÿ гельдерово непрерыв-
ным ñòåïåíè 𝑘, åñëè äëÿ 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝐼 îãðàíè÷åíî îòíîøåíèå

|𝑝(𝑡)− 𝑝(𝑡′)|𝑘

|𝑡− 𝑡′|
(1)

Âåðõíþþ ãðàíü ýòîãî îòíîøåíèÿ íàçûâàåì k-ìåðíûì ðàñòÿæåíèåì êðèâîé 𝑝.
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Утверждение 1. k-мерная вариация гельдерово-непрерывной кривой кривой 𝑝 : 𝐼 → 𝑋
не превосходит произведения длины отрезка 𝐿 на k-мерное растяжение кривой 𝜆.

Доказательство. Ïóñòü {𝑥0, 𝑥1, . . . 𝑥𝑛} êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà 𝑋. Òîãäà íàé-
äóòñÿ òî÷êè 𝑡0, . . . , 𝑡𝑛, òàêèå ÷òî 𝑥𝑖 = 𝑝(𝑡𝑖) äëÿ âñÿêîãî 𝑖. Óïîðÿäî÷èì òî÷êè òàê, ÷òîáû
𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛. Â òàêîì ñëó÷àå k-âàðèàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑥𝑖} îöåíèâàåòñÿ ñâåð-
õó ñóììîé 𝜆(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) = 𝜆𝐿 2 Êàêóòàíè � Ãîìîðè ïðèìåíèëè ýòî óòâåðæäåíèå ê èçâåñòíîé
êðèâîé Ñåðïèíñêîãî, îòîáðàæàþùåé åäèíè÷íûé îòðåçîê íà åäèíè÷íûé êâàäðàò ñ äâóìåðíûì
ðàñòÿæåíèåì ðàâíûì ÷åòûðåì, è ïîëó÷èëè, ÷òî äëèíà Êàêóòàíè � Ãîìîðè åäèíè÷íîãî êâàä-
ðàòà íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ.

2. Гипердлина

Çàìåòèì, ÷òî k-ìåðíàÿ âàðèàöèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè 𝑘 > 1 ìîæåò áûòü áîëüøå
k-âàðèàöèè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî ìîòèâèðóåò ââåäåíèå ñëåäóþùåãî ïîíÿòèÿ.

Определение 2. k-мерной гипервариацией последовательности точек метрического
пространства называется максимум k-вариаций ее подпоследовательностей.

Ñîîòâåòñòâåííî k-ìåðíîé ãèïåðâàðèàöèåé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìóì k-ìåðíûõ ãèïåðâàðèàöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîäåðæàùèõ âñå òî÷êè ýòîãî ïîäìíîæå-
ñòâà. È k-ìåðíîé гипердлиной êîìïàêòà íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü k-ìåðíûõ ãèïåðâàðèàöèé
åãî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ. È óòâåðæäåíèå 1, î÷åâèäíî, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ãèïåðä-
ëèíû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà Þ.Ìàëûõèíûì (íå îïóáëèêîâàíà).

Теорема 1. Если выпуклый компакт имеет k-мерную гипердлину 𝐿, то существует
отображение единичного отрезка на этот компакт с k-мерным растяжением 𝐿.

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ k-ìåðíîé ãèïåðäëèíû âûïóêëîãî êîìïàêòà îêàçûâàåò-
ñÿ ðàâíîñèëüíîé çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ êðèâîé, îòîáðàæàþùåé åäèíè÷íûé îòðåçîê íà êâàäðàò ñ
ìèíèìàëüíûì k-ìåðíûì ðàñòÿæåíèåì. È ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ "êîíñòàíòû Ïåàíî"äëÿ êâàä-
ðàòà ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ñòàòüå [5] ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ãèïåðä-
ëèíû êâàäðàòà.

Äëèíà Êàêóòàíè � Ãîìîðè ëþáîãî êîìïàêòà, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò åãî ãèïåðäëèíû ñî-
îòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà äâóìåðíàÿ
äëèíà Êàêóòàíè � Ãîìîðè ñîâïàäàåò ñ åãî 2-ìåðíîé ãèïåðäëèíîé è ðàâíà åãî ó÷åòâåðåííîé
ïëîùàäè (ñì. [2]). Èç ïîëó÷åííûõ â ñòàòüå [4] îöåíîê âûòåêàåò, ÷òî äâóìåðíàÿ (åâêëèäîâà)
ãèïåðäëèíà åäèíè÷íîãî êâàäðàòà áîëüøå ÷åì 35

8 .
Â îáùåì ñëó÷àå äëèíà Êàêóòàíè � Ãîìîðè îòëè÷àåòñÿ îò ãèïåðäëèíû, êàê ïîêàçûâàåò

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Теорема 2. Евклидова 2-мерная длина Какутани — Гомори границы единичного квадра-
та равна трем, а его евклидова 2-мерная гипердлина равна трем с половиной.

Ïðåäñòàâëåííûé ðåçóëüòàò äàåò îñíîâàíèå äëÿ âûäâèæåíèÿ ñëåäóþùåé ãèïîòåçû.

Гипотеза 4. Евклидова двумерная длина Какутани — Гомори единичного квадрата равна
трем, а его евклидова двумерная гипердлина равна четырем.
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3. О гипердлине кубов

Ïðî òðåõìåðíûé åäèíè÷íûé êóá èçâåñòíû [3] ñëåäóþùèå ãðàíèöû äëÿ åãî åâêëèäîâîé ãè-
ïåðäëèíû. (11.1, 17). Åâêëèäîâà ãèïåðäëèíà Ïåàíî ÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà çàêëþ-
÷åíà â èíòåðâàëå (32, 62) (ñì. [3]) Ïðè÷åì íèæíÿÿ îöåíêà îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé íåîïóáëè-
êîâàííîé òåîðåìå àâòîðà.

Теорема 3. 4-мерная евклидова гипервариация множества вершин единичного четы-
рехмерного куба равна 32.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó � äàíî ôîòî- èëè âèäåîèçîáðàæåíèå ñîäåðæàùèé îáúåêò
ñ íàíåñåííûìè íà íåãî ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè. Íåîáõîäèìî èçìåðèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëèíèÿìè â ïðîöåññå äåôîðìàöèè îáúåêòà ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé òî÷íîñòüþ. Ýòî çàäà÷ó
ìîæíî ðàçáèòü íà 2 ÷àñòè: ïåðâàÿ � îáíàðóæèòü ëèíèè íà èçîáðàæåíèè, âòîðàÿ � êîððåêòíî
ñîïîñòàâèòü ëèíèè íà èçîáðàæåíèè è ëèíèè íà îáúåêòå.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çàäà÷è ñîïîñòàâëåíèÿ ëèíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñõîäíîå èçîáðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ äâóõìåðíîé ïðîåêöèåé òðåõìåðíîãî îáúåêòà. ×àùå âñåãî ýòî ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî èçíà÷àëüíî ïàðàëëåëüíûå ëèíèè ñòàíîâÿòñÿ íå ïàðàëëåëüíûìè (èñêàæåíèå ïåðñïåêòèâû).
Ýòî ïðîáëåìà äàâíî èçó÷åíà è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà
[1] (︀

𝑥′, 𝑦′, 𝑤′)︀ = (𝑥, 𝑦, 1) ·

⎛⎝𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞⎠
Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ëèíèé áîëåå ñëîæíà. Åñëè ïðåíåáðå÷ü äåôåêòàìè îïòèêè è ìàòðèö

öèôðîâûõ ôîòîàïïàðàòîâ (èç-çà ÷åãî ëèíèÿ âñåãäà èìååò òîëùèíó íåñêîëüêî ïèêñåëåé), îñ-
íîâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ çàøóìëåííîñòü èçîáðàæåíèÿ (ñì. ðèñ. 1).

1Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства просвещения РФ соглашение №073-
03-2023-303/2 от 14.02.23 г. тема научного исследования «Теоретико-числовые методы в приближенном анализе
и их приложения в механике и физике»
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð èçîáðàæåíèÿ ðåàëüíîãî îáðàçöà

Ïîýòîìó êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ ëèíèé (LSD, ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà) ïî-
êàçûâàþò íå î÷åíü õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè ðàáîòå ñ ðåàëüíûìè èçîáðàæåíèÿìè.

Ïîýòîìó â ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ðàçðàáîòàíû ðÿä àëãîðèòìîâ, êîòîðûå îðèåíòèðîâàííû
íà ðàáîòû ñ ðåàëüíûìè èçîáðàæåíèÿìè. Íàïðèìåð,

� SCAD (Sum of Gradient Angle Differences) [3]. Ñòàòèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïðåäïîëàãà-
þùèé íàëè÷èå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî øóìà. Îáëàäàåò âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòüþ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îñíîâàí íà ïðîñòåéøèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

� LCNN [2]. Íåéðîííàÿ ñåòü äëÿ ïîèñêà ïðÿìûõ ëèíèé íà èçîáðàæåíèè.

� MCMLSD (Markov Chain Marginal Line Segment Detector) [4].

Äàííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî íàäåæíî íàõîäèòü ëèíèè íà èçîáðàæåíèè, îä-
íàêî êà÷åñòâî èõ ðàáîòû íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò èçîáðàæåíèé ñ êîòîðûìè ïðîèñõîäèò
ðàáîòà. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ ïî òî÷íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ëèíèé îêîëî 1 ïèêñåëÿ íàêëàäûâà-
þò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ íà ôîòîáîðóäîâàíèå ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäïîëàãàþùèõ
ïîñëåäóþùóþ äåòåêòèðîâàíèå ëèíèé íà èçîáðàæåíèÿõ.
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Â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω = {(𝑥, 𝑡) | 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇} ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ
çàäà÷à äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

𝜀2
(︂
𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
= 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω,

𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 1,

𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 𝜓1(𝑡), 𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝜓2(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â óãëîâûõ òî÷êàõ (𝑘, 0) ïðÿìîóãîëüíèêà Ω, ãäå 𝑘 = 0 èëè 1, ôóíêöèÿ
𝐹 (𝑢) = 𝐹 (𝑢, 𝑘, 0, 0) èìååò âèä

𝐹 (𝑢) = 𝑢3 − �̄�30, ãäå �̄�0 = �̄�0(𝑘, 0) < 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíûé ìåòîä óãëîâûõ
ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Ðàíåå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå 𝜙 â óãëîâûõ
òî÷êàõ îòäåëåíî îò òî÷êè ïåðåãèáà 𝑢 = 0 óñëîâèåì

�̄�0 < 𝜙 ≤ �̄�0
2
< 0,

ïðè êîòîðîì íà ðîëü áàðüåðíûõ ïîäîøëè ôóíêöèè "ïðîñòåéøåãî"âèäà, ïðèãîäíûå ñðàçó âî
âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

�̄�0
2
< 𝜙 < 0,

ïðè êîòîðîì îáëàñòü ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü íà ÷àñòè, â êàæäîé ïîäîáëàñòè ñòðîèòü ñâîè áà-
ðüåðíûå ôóíêöèè ñ ó÷åòîì èõ íåïðåðûâíîé ñòûêîâêè íà îáùèõ ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé, à çà-
òåì ïðîâîäèòü ñãëàæèâàíèå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íèæíèõ è âåðõíèõ ðåøåíèé. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïðè 𝜀 → 0 è îáîñíîâûâàåòñÿ åãî
ðàâíîìåðíîñòü â çàìêíóòîì ïðÿìîóãîëüíèêå.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ îöåíîê òèïà îöåíîê Áûêîâñêîãî äëÿ îòêëîíåíèÿ
îáîáù¼ííîé ïàðàëëåëåïèïåäàëüíîé ñåòêè. Â íåé ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì,
÷òî ðàíåå ìû âûïîëíèëè äëÿ îöåíîê ìåðû êà÷åñòâà è êîëè÷åñòâåííîé ìåðû ïàðàëëåëåïèïå-
äàëüíîé ñåòêè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîé ðàáîòå, âîñõîäèò ê ðàáîòå Â. À. Áûêîâñêîãî (2002
ãîä) îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûì ñåò-
êàì è å¼ îáîáùåíèþ â ðàáîòå Î. À. Ãîðêóøè è Í. Ì. Äîáðîâîëüñêîãî (2005 ãîä) íà ñëó÷àé
ãèïåðáîëè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîé ðåø¼òêè. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ýòèõ ðàáîòàõ
èãðàåò ìíîæåñòâî Áûêîâñêîãî, ñîñòîÿùåå èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ âòîðîãî ðîäà, è ñóììû ïî
ýòèì ìíîæåñòâàì.

Ðàññìîòðèì â 𝑠-ìåðíîì âåùåñòâåííîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R𝑠 ïðîèçâîëüíóþ ðå-
ø¼òêó Λ = Λ(�⃗�1, . . . , �⃗�𝑠) ñ áàçèñîì �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé
âåêòîðîâ:

Λ = Λ(�⃗�1, . . . , �⃗�𝑠) =
{︁
𝑚1�⃗�1 + . . .+𝑚𝑠�⃗�𝑠

⃒⃒⃒
𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z

}︁
.

Íåíóëåâàÿ òî÷êà �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ∈ Λ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì âòîðîãî ðîäà, åñëè
íå ñóùåñòâóåò äðóãîé íåíóëåâîé òî÷êè �⃗� = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑠) ∈ Λ, äëÿ êîòîðîé

𝑦1 6 𝑥1, . . . , 𝑦𝑠 6 𝑥𝑠; 𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑠 < 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑠.

1Исследование выполнено РНФ № 23-21-00317 по теме “Геометрия чисел и диофантовы приближения в
теоретико-числовом методе в приближенном анализе”.
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Ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ðåø¼òêè Λ íàçîâåì ìíîæåñòâî 𝐵(Λ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ëîêàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ �⃗� âòîðîãî ðîäà.

Èç äèñêðåòíîñòè ðåø¼òêè è òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ðåø¼òêè å¼ ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî 𝐵(Λ) êîíå÷íî è íå ïóñòî, ïðè ýòîì 𝑥𝑗 < detΛ
(𝑗 = 1, . . . , 𝑠).

Ïóñòü �⃗�𝑗 = (𝑥1 𝑗 , . . . , 𝑥𝑠 𝑗) (1 6 𝑗 6 𝑟, 𝑟 = 𝑟(Λ)) åñòü âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû âòîðîãî
ðîäà èç ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà 𝐵(Λ) ðåø¼òêè Λ. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
âòîðîãî ðîäà �⃗� òî÷êà −�⃗� òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì âòîðîãî ðîäà, òî 𝑟(Λ) �
÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×åðåç 𝐵*(Λ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ âòîðîãî
ðîäà, ãäå èç êàæäîé ïàðû �⃗� è −�⃗� âçÿò ðîâíî îäèí. Òàêèì îáðàçîì

𝐵(Λ) = 𝐵*(Λ)
⋃︁
−𝐵*(Λ). (1)

Åñëè 𝑟*(Λ) = |𝐵*(Λ)|, òî 𝑟(Λ) = 2𝑟*(Λ). Áóäåì ïðåäïîëîãàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ëîêàëüíûõ ìè-
íèìóìîâ ñîãëàñîâàíà ñ ðàçáèåíèåì (1): �⃗�𝑗 ∈ 𝐵*(Λ) (𝑗 = 1, . . . , 𝑟*) è �⃗�𝑗+𝑟* = −�⃗�𝑗 ∈ −𝐵*(Λ)
(𝑗 = 1, . . . , 𝑟*). ßñíî, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑞(Λ) = min
16𝑗6𝑟

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗 .

Êàê è â ðàáîòå ¾Îá îöåíêàõ Áûêîâñêîãî äëÿ ìåðû êà÷åñòâà îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ¿
áûë îáíàðóæåí ýôôåêò, ÷òî â îöåíêàõ îòêëîíåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì
ïîðÿäêîì ðîñòà, êîòîðûé ñòàë âõîäèòü â îïðåäåëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ñóììû Áûêîâñêîãî.

Ìåòîäîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ïîäõîäîâ èç ðàáîòû ¾Îöåíêè îòêëîíåíèé îáîáùåí-
íûõ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê¿ (1984 ãîä) ñ ïîäõîäàìè 2005 ãîäà.

Теорема 1. Пусть для решётки Λ справедливы неравенства 𝑞(Λ) > 1, detΛ > 4, то-
гда для отклонения обобщённой параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ) решётки Λ справедливо
неравенство

𝐷𝑠(𝑁) 6 2 · 4𝑠(detΛ)

⎛⎝(ln(detΛ + 1) + 4)𝑠

𝜋𝑠

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
+

1

detΛ

⎞⎠ , (2)

𝑁 = detΛ + 𝜃(Λ)4𝑠(detΛ)

⎛⎝(ln(detΛ + 1) + 4)𝑠

𝜋𝑠

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
+

1

detΛ

⎞⎠ , (3)

где 𝑁 — количество точек сетки 𝑀(Λ) и |𝜃(Λ)| 6 1.

Íàìå÷åíû äàëüíåéøèå ïóòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê.
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1. Введение

Ïóñòü 𝒮(R) � ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà R è áûñòðî óáûâà-
þùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé, 𝐽𝛼(𝑥) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà 𝛼 > −1/2,
𝑗𝛼(𝑥) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)𝑥−𝛼𝐽𝛼(𝑥) � íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, Π � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, {𝑃 (𝛼)
𝑛 (𝑡)}∞𝑛=0 � ìíîãî÷ëåíû Ãåãåíáàóýðà, îðòîãîíàëüíûå íà îòðåçêå [−1, 1]

ñ âåñîì (1− 𝑡2)𝛼, 𝛼 > −1, è íîðìèðîâàííûå óñëîâèåì 𝑃
(𝛼)
𝑛 (1) = 1,

(𝛼)0 = 1, (𝛼)𝑛 =
Γ(𝛼+ 𝑛)

Γ(𝛼)
= 𝛼(𝛼+ 1) · · · (𝛼+ 𝑛− 1), 𝑛 > 1,

� ñèìâîë Ïîõãàììåðà.
Ïóñòü 𝑎 > 0, 𝑘 > 0, 2𝑘 + 𝑎 − 1 > 0, 𝜆 = (2𝑘−1)/𝑎, 𝑣𝑘,𝑎(𝑥) = |𝑥|2𝑘+𝑎−2 � ñòåïåííîé âåñ,

𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) = 𝑐𝑘,𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥)𝑑𝑥 � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà íà ïðÿìîé, 𝑐
−1
𝑘,𝑎 = 2𝑎𝜆Γ(𝜆+ 1).

Â 2012 ã. Ñ. Áåí Ñàèä, Ò. Êîáàÿøè è Á. Îðñòåä [1] îïðåäåëèëè äâóïàðàìåòðè÷åñêîå (𝑘, 𝑎)-
îáîáùåííîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, êîòîðîå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä

ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑏𝑘,𝑎(𝑥𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥), (1)

ãäå ÿäðî

𝑏𝑘,𝑎(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆

(︁2
𝑎
|𝑥𝑦|𝑎/2

)︁
+

Γ(𝜆+ 1)

Γ(𝜆+ 1 + 2/𝑎)

𝑥𝑦

(𝑎𝑖)2/𝑎
𝑗𝜆+ 2

𝑎

(︁2
𝑎
|𝑥𝑦|𝑎/2

)︁
. (2)

Îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ñëó÷àé ñòåïåííîãî âåñà
íà ïðÿìîé (𝑎 = 2, 𝑘 = 0), à òàêæå îáîáùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàíêëÿ (𝑎 = 2) (ñì. [2]). Íî
â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Äàíêëÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì, îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðè 𝑎 ̸= 2 îáëàäàåò äåôîðìàöèîííûìè
ñâîéñòâàìè è ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà äëÿ íåãî íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì (ñì. [3]). Â ÷àñòíîñòè,
ℱ𝑘,𝑎(𝑓) áûñòðî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ëþáîé 𝑓 ∈ 𝒮(R), åñëè òîëüêî 𝑎 = 2

𝑛 , 𝑛 ∈ N.
1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Министерства образования и науки РФ на развитие

молодежных лабораторий, в рамках реализации ТГПУ им. Л. Н. Толстого программы "Приоритет 2030" по
Соглашению №073-03-2022-117/7 по теме "Теоретико-числовые методы в приближенном анализе и их прило-
жения в механике и физике."
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑎 = 2
𝑛 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè 𝑎 = 2
2𝑟+1 , 𝑟 ∈ Z+, è 𝑎 = 1

𝑟 , 𝑟 ∈ N. Äëÿ ïåðâîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèå
ℱ𝑘,𝑎 èìååò ïîðÿäîê 4, à äëÿ âòîðîé � ïîðÿäîê 2. Ïðåîáðàçîâàíèå ℱ𝑘,𝑎 äëÿ ïåðâîé ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íàçîâåì îáîáùåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Äàíêëÿ, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Äàíêëÿ
ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì (𝑟 = 0), à äëÿ âòîðîé � îáîáùåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàíêåëÿ.
Äëÿ îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ êàê è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ íà ïîëóïðÿìîé
ℱ−1
𝑘,𝑎 = ℱ𝑘,𝑎.
Äîêëàä ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ ñâîéñòâ îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ. Îíî çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé (1), à åãî ÿäðî, ïîëó÷àåìîå èç ôîðìóëû (2), èìååò âèä

𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆
(︀
2𝑟|𝑥𝑦|

1
2𝑟
)︀
+

(−1)𝑟𝑟2𝑟𝑥𝑦
(𝜆+ 1)2𝑟

𝑗𝜆+2𝑟

(︀
2𝑟|𝑥𝑦|

1
2𝑟
)︀
. (3)

Ïóñòü 𝜆 > −1/2, 𝑑𝜈𝜆(𝑥) = 𝑐𝜆|𝑥|2𝜆+1 𝑑𝑥 � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà íà ïðÿìîé R ñî ñòåïåííûì
âåñîì, 𝑐−1

𝜆 = 2𝜆+1Γ(𝜆+1), 𝑑𝑚𝜆(𝑡) = ̃︀𝑐𝜆(1− 𝑡2)𝜆−1/2 𝑑𝑡 � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà îòðåçêå [−1, 1],
(̃︀𝑐𝜆)−1 =

√
𝜋Γ(𝜆+ 1/2)/Γ(𝜆+ 1).

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â ôîðìóëàõ (1), (3)

(2𝑟)1/2|𝑥|
1
2𝑟 sign𝑥→ 𝑥, (2𝑟)1/2|𝑦|

1
2𝑟 sign𝑦 → 𝑦,

ãäå 𝑘 = (𝜆𝑎 + 1)/2, 𝜆 > −1/2, ïðèâîäèò ê íåäåôîðìèðîâàííîìó îáîáùåííîìó óíèòàðíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ Ãàíêåëÿ

ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥), (4)

ó êîòîðîãî ÿäðî

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆(𝑥𝑦) + (−1)𝑟 (𝑥𝑦)
2𝑟sign(𝑥𝑦)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟
𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦). (5)

Ïðåîáðàçîâàíèå (1) áóäåì íàçûâàòü äåôîðìèðîâàííûì îáîáùåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàí-
êåëÿ. Îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò îäèíàêîâûå ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ ñâîéñòâà,
íî ðàáîòàòü óäîáíåå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì (4), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì èçëàãàòü òîëüêî åãî
ñâîéñòâà.

Ïóñòü 1 6 𝑝 6 ∞, 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) � ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî 𝜈𝜆-èçìåðèìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 =
(︁∫︁

R
|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑥)

)︁1/𝑝
, 1 6 𝑝 <∞, ‖𝑓‖∞ = vrai sup

R
|𝑓(𝑥)|, 𝑝 =∞,

𝐶𝑏(R) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, 𝐶0(R) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ
áåñêîíå÷íî ìàëûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé,

𝒜 = {𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R) : 𝑓,ℱ𝑟,𝜆(𝑓) ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆)}.

Ìû áóäåì ïèñàòü 𝐴 . 𝐵, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 𝐴 6 𝑐𝐵 ñ êîíñòàíòîé 𝑐 > 0, çà-
âèñÿùåé òîëüêî îò íåñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Êàê îáû÷íî, ïîêàçàòåëü 𝑝 è ñîïðÿæåííûé
ïîêàçàòåëü 𝑝′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1.

2. Общие свойства

Îáîçíà÷èì ‖𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦)‖∞ = 𝑀𝑟,𝜆. Ïðè 𝜆 > −1/2 äëÿ ÿäðà (5) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
(ñì. [3])

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) =

∫︁ 1

−1
(1 + sign(𝑥𝑦)𝑃 (𝜆−1/2)

2𝑟 (𝑡)) 𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑡 𝑑𝑚𝜆(𝑡).
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𝑀𝑟,𝜆 6 1 + 𝑑2𝑟,𝜆−1/2, −1/2 < 𝜆 < 0; 𝑀𝑟,𝜆 = 1, 𝜆 > 0,

ãäå 𝑑𝑛,𝛼 = ‖𝑃 (𝛼)
𝑛 ‖∞. Îòìåòèì, ÷òî 𝑑𝑛,𝛼 = 1 äëÿ 𝛼 > −1/2 (ñì. [3]).

ßäðî 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà

Δ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓 ′′(𝑥) +
2𝜆+ 1

𝑥
𝑓 ′(𝑥)− 2𝑟(𝑟 + 𝜆)

𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)
𝑥2

.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Δ𝑟,𝜆)𝑥𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = −𝑦2𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦), Δ𝑟,𝜆(𝑥
2𝑟sign𝑥) = 0.

Ïóñòü äëÿ 𝑟 ∈ N

𝒮𝑟(R) = {𝑓(𝑥) = 𝐹1(𝑥) + 𝑥2𝑟sign𝑥𝐹2(𝑥) : 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝒮(R), 𝐹1, 𝐹2 − ÷åòíûå}.

Îòìåòèì, ÷òî 𝒮𝑟(R) ⊂ 𝒜 è 𝒮𝑟(R) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâàõ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 <∞, è 𝐶0(R).

Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R), то ℱ𝑟,𝜆(𝑓), Δ𝑟,𝜆𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî 𝒮𝑟(R) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ îïåðàòîðîâ ℱ𝑟,𝜆 è Δ𝑟,𝜆.

Теорема 2. Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R) и 𝑛 ∈ N, то∫︁
R
Δ𝑛

𝜆,𝑟𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) = (−1)𝑛𝑦2𝑛
∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

3. Операторы обобщенного сдвига и свертки

Äëÿ 𝑥, 𝑦 ∈ R ðàññìîòðèì äâà îïåðàòîðà îáîáùåííîãî ñäâèãà

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧) (6)

è

𝑇 𝑦𝑓(𝑥) =
𝜏𝑦𝑓(𝑥) + 𝜏−𝑦𝑓(𝑥)

2
=

∫︁ ∞

−∞
𝑗𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧). (7)

Ïóñòü 𝐴 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦𝑡, |𝑡| 6 1, 𝜆0 = 𝜆 − 1/2. Äëÿ îïåðàòîðîâ (6), (7) ñïðàâåäëèâû

èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴)

(︁
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃 (𝜆0)

2𝑟 (𝑡) + sign𝑥𝑃 (𝜆0)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡
𝐴

)︁
+ sign𝑦𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑦 − 𝑥𝑡
𝐴

)︁)︁
+𝑓(−𝐴)

(︁
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃 (𝜆0)

2𝑟 (𝑡)− sign𝑥𝑃 (𝜆0)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡
𝐴

)︁
− sign𝑦𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑦 − 𝑥𝑡
𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡)

è

𝑇 𝑦𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴)

(︁
1 + sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡
𝐴

)︁)︁
+ 𝑓(−𝐴)

(︁
1− sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡
𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡).

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå ÷åòíûõ ôóíêöèé

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝐴)

(︀
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃 (𝜆0)

2𝑟 (𝑡)
)︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡).
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Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî ñäâèãà ïîëó÷åíû íà îñíîâå òåîðåì
óìíîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

𝑗𝜆(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆(𝐴𝑧) 𝑑𝑚𝜆(𝑡),

(𝑥𝑧)2𝑟𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑧)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟

(𝑦𝑧)2𝑟𝑗𝜆+2𝑟(𝑦𝑧)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟
=

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆(𝐴𝑧)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡) 𝑑𝑚𝜆(𝑡),

(𝑥𝑧)2𝑟𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆+2𝑟(𝐴𝑧)(𝐴𝑧)

2𝑟𝑃
(𝜆0)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡
𝐴

)︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡).

Ïåðâûå äâå òåîðåìû óìíîæåíèÿ ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ Ãåãåíáàóýðà äëÿ ôóíê-
öèé Áåññåëÿ, òðåòüÿ äîêàçàíà â ñòàòüå [4].

Ïóñòü

𝑀 𝜏
𝜆,𝑟 =

{︃
1 + 3𝑑2𝑟,𝜆0 , −1/2 < 𝜆 < 0,

4, 𝜆 > 0,
𝑀𝑇

𝜆,𝑟 =

{︃
1 + 𝑑2𝑟,𝜆0 , −1/2 < 𝜆 < 0,

1, 𝜆 > 0.

Äëÿ íîðì îïåðàòîðîâ (6), (7) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè.

Теорема 3. Для всех 1 6 𝑝 6 ∞, 𝑦 ∈ R, 𝑟 ∈ N, 𝜆 > −1/2, линейные операторы (6), (7)
ограничены в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) и для их норм справедливы оценки

‖𝜏𝑦‖𝑝→𝑝 6𝑀
𝜏
𝜆,𝑟, ‖𝑇 𝑦‖𝑝→𝑝 6𝑀

𝑇
𝜆,𝑟.

На подпространстве четных функций ‖𝜏𝑦‖𝑝→𝑝 6 𝑀𝑇
𝜆,𝑟. Для всех 𝑥 ∈ R справедливы также

неравенства (︁∫︁
R
|𝑇 𝑦𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝑝
6
(︀
1 + 𝑑2𝑟,𝜆0

)︀⃦⃦
𝑓
⃦⃦
𝑝,𝑑𝜈𝜆

, −1/2 < 𝜆 < 0,

(︁∫︁
R
|𝑇 𝑦𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝑝
6
⃦⃦
𝑓
⃦⃦
𝑝,𝑑𝜈𝜆

, 𝜆 > 0.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ 𝜏𝑦 è 𝑇 𝑦 îïðåäåëèì äâå ñâåðòêè

(𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦), (𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑥) =

∫︁
R
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦). (8)

Â ñâåðòêå, îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà 𝑇 𝑦, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑔(𝑥) ÷åòíàÿ.
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3 äëÿ ñâåðòîê äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Þíãà.

Теорема 4. Пусть 1 6 𝑝, 𝑞 6∞, 1/𝑝+1/𝑞 > 1 и 1/𝑠 = 1/𝑝+1/𝑞−1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆),
𝑔 ∈ 𝐿𝑞(R, 𝑑𝜈𝜆), то

‖(𝑓 *𝜏 𝑔)‖𝑠,𝑑𝜈𝜆 6𝑀
𝜏
𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 ,

‖(𝑓 *𝑇 𝑔𝑒)‖𝑠,𝑑𝜈𝜆 6𝑀
𝑇
𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖𝑔𝑒‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 .

Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ñâåðòêàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Теорема 5. Если 𝑓 ∈ 𝒜, 𝑔 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆) и 𝑔 — четная, то для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R,

(𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑥) = (𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R
𝜏𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦),

ℱ𝑟,𝜆(𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑦) = ℱ𝑟,𝜆(𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑦) = ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑦)ℱ𝑟,𝜆(𝑔)(𝑦).

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 <∞, то (𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑥) = (𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑥) почти всюду.
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4. 𝐿𝑝-сходимость и сходимость почти всюду обобщенных средних

Ïóñòü

𝜀 > 0, 𝜙 ∈ 𝒜, 𝜙(0) = 1, ̂︀𝜙 = ℱ𝑟,𝜆(𝜙), ̂︀𝜙𝜀(𝑦) = ℱ𝑟,𝜆(𝜙(𝜀(·)))(𝑦).

Òîãäà ̂︀𝜙𝜀(𝑦) = 𝜀−2(𝜆+1) ̂︀𝜙(︀𝜀−1𝑦
)︀
, ̂︀𝜙𝜀 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆) ∩ 𝐶0(R),

∫︁
R
̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦) = 1.

Ïîä 𝐿∞(R, 𝑑𝜈𝜆) äàëåå áóäåì ïîíèìàòü 𝐶0(R). Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 6 ∞, ñ ïîìîùüþ
ñâåðòêè (8) îïðåäåëèì (𝑟, 𝜆)-îáîáùåííûå ñðåäíèå

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜏 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏𝑥 ̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦). (9)

Ôóíêöèþ 𝜙 íàçîâåì ãåíåðàòîðîì îáîáùåííûõ ñðåäíèõ (9). Åñëè ôóíêöèÿ 𝜙(𝑥) � ÷åòíàÿ, òî
ñîãëàñíî òåîðåìå 5 ïî÷òè âñþäó

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥)=Φ𝑇

𝜀 𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝑇 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) =

∫︁
R
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦).

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñðåäíèõ Φ𝑇
𝜀 𝑓(𝑥) áóäåì âñåãäà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãåíåðàòîð ÷åòíûé.

Ïî òåîðåìå 4 Þíãà

‖Φ𝜏
𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 6𝑀

𝜏
𝑟,𝜆‖̂︀𝜙𝜀‖1,𝑑𝜈𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , ‖Φ𝑇

𝜀 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 6𝑀
𝑇
𝑟,𝜆‖̂︀𝜙𝜀‖1,𝑑𝜈𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 . (10)

Ïóñòü

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = sup
|𝑦|6𝛿
‖𝜏𝑦𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = sup

|𝑦|6𝛿
‖𝑇 𝑦𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

� ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 6∞.

Лемма 1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 6∞, то

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 6
(︀
1 +𝑀 𝜏

𝑟,𝜆

)︀
‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 6

(︀
1 +𝑀𝑇

𝑟,𝜆

)︀
‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ,

lim
𝛿→0

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0, lim
𝛿→0

𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 äîêàçûâàåì 𝐿𝑝-ñõîäèìîñòü îáîáùåííûõ ñðåäíèõ (9) íà ïëîòíîì ìíî-
æåñòâå 𝒮(R). Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (10) ïî òåîðåìå Áàíàõà�Øòåéíãàóçà ïîëó÷àåì óòâåð-
æäåíèå.

Теорема 6. Пусть 𝜙 ∈ 𝒜, 𝜙(0) = 1, ̂︀𝜙 = ℱ𝑟,𝜆(𝜙). Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) при 1 6 𝑝 6∞, то

lim
𝜀→0
‖𝑓 − Φ𝜏

𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0.

Следствие 1. Если в условиях теоремы 6 функция 𝜙 — четная, то для любой 𝑓 ∈
𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 6∞,

lim
𝜀→0
‖𝑓 − Φ𝑇

𝜀 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0.

Ïóñòü Φ𝜏𝑓(𝑥)= sup𝜀>0 |Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥)| � ìàæîðàíòà îáîáùåííûõ ñðåäíèõ, 𝐸𝑓 = {𝑥 : |𝑓(𝑥)| > 𝛼},

𝑑𝑓 (𝛼) =
∫︀
𝐸𝑓
𝑑𝜈𝜆(𝑥) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑓 , 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜈𝜆) � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà ‖𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 = sup{𝛼(𝑑𝑓 (𝛼))1/𝑝 : 𝛼 > 0}.
Ïðîñòðàíñòâî 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜈𝜆) íàçûâàþò ñëàáûì 𝐿𝑝-ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê èìååò ìåñòî ñòðî-

ãîå âëîæåíèå 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) ⊂ 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜈𝜆) è ‖𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .
Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó îáîáùåííûõ ñðåäíèõ Φ𝜏

𝜀𝑓(𝑥) îïèðàåìñÿ íà ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå òèïà òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéíãàóçà (ñì. [5, Theorem 2.1.14]).



Ñåêöèÿ 8. Òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ìåòîä â ïðèáëèæåííîì àíàëèçå è òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé 261

Теорема 7. Пусть 1 6 𝑝 < ∞, множество 𝐷 ⊂ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) плотно в 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆). Если
для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) выполнено неравенство

‖Φ𝜏𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 . ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 (11)

и для любой 𝑓 ∈ 𝐷 обобщенные средние Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) сходятся к 𝑓(𝑥) почти всюду, то они сходятся

к 𝑓(𝑥) почти всюду для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆).

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó (11) èñïîëüçóåì ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ Õàðäè�Ëèòòëâóäà

ℳ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀
R 𝑓(𝑦)𝜏

𝑥𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)
⃒⃒⃒

∫︀
R 𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)

= sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀
R 𝑇

𝑦𝑓(𝑥)𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)
⃒⃒⃒

∫︀
R 𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)

,

ãäå 𝜒[−𝑠,𝑠] � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [−𝑠, 𝑠]. Äëÿ ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè ñïðà-
âåäëèâî ñëàáîå 𝐿1-íåðàâåíñòâî è ñèëüíîå 𝐿𝑝-íåðàâåíñòâî ïðè 1 < 𝑝 <∞ (ñì. [6]).

Лемма 2. Если 𝜆 > 0, 𝛾 > 0, 𝜙(𝑥) — четный генератор, справедлива оценка |̂︀𝜙(𝑦)| .
(1+ |𝑦|)−(2𝜆+2+𝛾) и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 <∞, то для почти всех 𝑥 ∈ R, Φ𝜏𝑓(𝑥) .ℳ𝑟,𝜆|𝑓 |(𝑥).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2 èñïîëüçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà 𝑇 𝑦 äëÿ 𝜆 > 0. Ïî
ëåììå 2 íåðàâåíñòâî (11) âûïîëíåíî. Íà ìíîæåñòâå 𝐷 = 𝒮𝑟(R) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü, ïîýòîìó èç òåîðåìû 7 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Теорема 8. Пусть 𝜆 > 0, 𝛾 > 0, четная функция 𝜙 ∈ 𝒜, 𝜙(0) = 1, и |̂︀𝜙(𝑦)| . (1 +
|𝑦|)−(2𝜆+2+𝛾). Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 <∞, то почти всюду lim

𝜀→0
Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Â ñòàòüå [7] äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàíêëÿ èññëåäîâàíà 𝐿𝑝-ñõîäèìîñòü è ñõîäèìîñòü ïî÷òè
âñþäó ñðåäíèõ Ãàóññà�Âåéåðøòðàññà, Ïóàññîíà è Áîõíåðà�Ðèññà ñ ÷åòíûìè ãåíåðàòîðàìè
𝜙1(𝑥) = 𝑒−𝑥2/2, 𝜙2(𝑥) = 𝑒−|𝑥|, 𝛿 > 0, 𝜙3(𝑥) = (1−|𝑥|2)𝛿 ïðè |𝑥| 6 1 è 𝜙3(𝑥) = 0 ïðè |𝑥| > 1 ñîîò-
âåòñòâåííî. Ýòè ãåíåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè àíàëîãè÷íûõ ñðåäíèõ è äëÿ îáîáùåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ è äëÿ íèõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 6, 8 (äëÿ ñðåäíèõ Áîõíåðà�
Ðèññà ïðè 𝛿, áîëüøèõ êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ 𝛿0 = 𝜆 + 1/2). Ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ýòèõ
îáîáùåííûõ ñðåäíèõ èìååò ìåñòî 𝐿𝑝-ñõîäèìîñòü è ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.

5. Заключение

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äîêëàäå, ïóáëèêóþòñÿ â ñòàòüå [8].
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Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü èäåò î êîýðöèòèâíîé îöåíêå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝑅

𝑛). Â ðàáîòàõ (ñì.[1]-[5] è èìåþùèåñÿ òàì ññûëêè)
èññëåäóþòñÿ êîýðöèòèâíûå îöåíêè è ðàçäåëèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé.

Ñèìâîëîì 𝐿2(𝑅
𝑛) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑢;𝐿2(𝑅
𝑛)‖ =

{︂∫︁
𝑅𝑛

|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥
}︂ 1

2

.

Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝑅
𝑛) ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥) ∈𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛), (1)

ãäå 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛), à 𝑉 (𝑥) -ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà ââåäåì ôóíêöèè

𝐹 (𝑥) = 𝑉
1
2 (𝑥), 𝑄(𝑥) = 𝐹 2(𝑥)

Ïóñòü äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ôóíêöèÿ 𝐹 (𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì⃦⃦⃦⃦
𝑎
− 1

2
𝑖𝑗 (𝑥)

𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝐹−1

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎1, (2)
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⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

− 1
2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝐹− 3

2

⃦⃦⃦⃦2
6 𝜎2, (3)

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 âûïîëíåíà íåðàâåíñòâî⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

−1 𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝐹−2

⃦⃦⃦⃦2
6 𝜎3. (4)

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2) –(4) и пусть числа 𝜎𝑗 , (𝑗 = 1, 3) такие, что

𝜎1 <
4

3𝑛2
,

2

𝑛2(𝜎1 + 𝜎2)
< 1,

2

𝑛2(𝜎1 + 𝜎3)
< 1.

Тогда уравнение (1) разделяется в 𝐿2(𝑅
𝑛), и для всех функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) ∩ 𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛)
таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) справедливы включения

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛),

𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐿2(𝑅

𝑛), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ ‖𝑉 (𝑥)𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)‖+

+

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)‖,

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î êîýðöèòèâíîé ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ (1).

Теорема 2. Пусть дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 𝑢

разделяется в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛), и пусть положительная функция 𝜑(𝑥), принадлежащая

в 𝐶1(𝑅𝑛), удовлетворяет неравенству⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

− 1
2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜃1,

где 0 < 𝜃1 + 𝜎1 <
1
𝑛2 . Тогда уравнение (1) для всех 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) имеет единственное решение
в пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛).
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Â ìîäåëè Ðàìñåÿ � Êàññà � Êóïìàíñà (ñì. [1] � [11]), ïðèìåíÿåìîé â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêî-
ãî ðîñòà, îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò ñèñòåìà äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîé
óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè 𝐾(𝑡) � êàïèòàë â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 è 𝐶(𝑡) � ïîòðåáëåíèå â ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡: {︃

�̇� = 𝑓(𝐾)− 𝑏𝐶 − 𝑥3𝐾,
�̇� = 𝛼𝜃−1

(︁
𝑓(𝐾)
𝐾

)︁
𝐶 − 𝑥2𝐶, ãäå 𝑥3 =

𝑥2
𝛼 , 𝑏 > 0,

(1)

𝐾(0) = 𝐾0, 𝐶(0) = 𝐶0, (2)

Â ñèñòåìó âõîäèò íàáîð êîíñòàíò (𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝜃, 𝑥2, 𝑥3), õàðàêòåðèçóþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ ýêîíî-
ìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, � ýòî
ôóíêöèÿ Êîááà � Äóãëàñà 𝑓(𝐾) = 𝑎𝐾𝛼. Ïîýòîìó ñèñòåìà (1) ïðèíèìàåò âèä:{︃

�̇�(𝑡) = 𝑎𝐾𝛼(𝑡)− 𝑏𝐶(𝑡)− 𝑥3𝐾(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝜃−1𝛼𝑎𝐾𝛼−1(𝑡)𝐶(𝑡)− 𝑥2𝐶(𝑡).

Íàìè ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ïîâåäåíèè ôóíêöèé 𝐾(𝑡) è 𝐶(𝑡). Ñôîðìóëèðóåì íåêîòî-
ðûå èç íèõ.

Теорема 1. Пусть 𝜃 > 1, и выполняются условие 𝛼
𝜃
𝑓(𝐾0)
𝐾0

> 𝑥2 и равенство

𝑓(𝐾0) =
𝜃

𝜃 − 1
𝑏𝐶0.

Тогда решение (𝐾(𝑡), 𝐶(𝑡)) задачи Коши (1), (2) существует на всём луче [0, +∞), обе
компоненты его возрастают и стремятся к следующим пределам:

lim
𝑡→+∞

𝐾(𝑡) =

(︂
𝑎𝛼

𝑥2𝜃

)︂ 1
1−𝛼

, lim
𝑡→+∞

𝐶(𝑡) =
𝜃 − 1

𝑏

(︁𝑎
𝜃

)︁ 1
1−𝛼

(︂
𝛼

𝑥2

)︂ 𝛼
1−𝛼

.

На луче 0 6 𝑡 6 +∞ справедливы равенства

𝐶(𝑡) =
𝜃 − 1

𝑏𝜃
𝑓(𝐾(𝑡)),

𝐾(𝑡)∫︁
𝐾0

𝑑𝑢

𝜃−1𝑓(𝑢)− (𝑥2
𝛼 )𝑢

= 𝑡.

Ââåä¼ì âåëè÷èíû 𝜆 è 𝐻 ïî ôîðìóëàì 𝜆 = 𝜃−1
𝜃 ·

𝑓(𝐾0)
𝑏𝐶0

− 1, 𝐻 = 𝛼
𝜃
𝑓(𝐾0)
𝑥2𝐾0

. Ïîëîæèì

𝐹 (𝑦) =

𝑦∫︁
1

𝑧−1(𝜆𝑧𝜃 + 𝑧)𝑝𝑑𝑧, ãäå 𝑝 =
1

𝛼
− 1,
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è
𝑅(𝑦) = 𝐻(1 + 𝜆)𝑝 + 𝑝𝐹 (𝑦)− (𝜆𝑦𝜃 + 𝑦)𝑝.

Лемма 1. При условиях 𝜃 > 1, 𝐻 > 1, 𝜆 > 0, 𝑝 6 1 функция 𝑅(𝑦) имеет на луче
1 < 𝑦 < +∞ единственный корень 𝑦 = 𝑦0(𝜆,𝐻, 𝑝, 𝜃), причём,

𝑅(𝑦) > 0 при 1 6 𝑦 < 𝑦0(𝜆,𝐻, 𝑝, 𝜃),

𝑅(𝑦) < 0 при 𝑦0(𝜆,𝐻, 𝑝, 𝜃) < 𝑦 < +∞.

Теорема 2. Пусть 𝜃 > 1, 𝜆 > 0, 𝐻 > 1, 𝛼 ∈ [12 , 1). Положим 𝑝 = 1
𝛼 − 1,

𝑦(𝑡) = ℱ
(︂(︂

𝐻

𝑝

)︂(︀
𝜆+ 1

)︀𝑝(︀
𝑒𝑝𝑥2𝑡 − 1

)︀)︂
, 𝐶(𝑦) = 𝑦

(︂
1 +

𝑝𝐹 (𝑦)

𝐻(𝜆+ 1)𝑝

)︂− 1
𝑝

,

где функция ℱ – обратная к 𝐹 . Тогда вторая компонента 𝐶(𝑡) решения системы (1) с
начальными условиями 𝐾(0) = 𝐾0, 𝐶(0) = 𝐶0 задаётся формулой 𝐶(𝑡) = 𝐶0𝐶(𝑦(𝑡)),
𝑡 ∈ [0,+∞). Функция 𝐶(𝑦) возрастает на отрезке 1 6 𝑦 6 𝑦0(𝜆,𝐻,

1
𝛼 − 1, 𝜃) и убывает на

луче 𝑦0(𝜆,𝐻,
1
𝛼 −1, 𝜃) 6 𝑦 < +∞ (величина 𝑦0 определена в лемме). Функция 𝐶(𝑡) возрастает

на отрезке 0 6 𝑡 6 𝑡0(𝜆,𝐻, 𝛼, 𝜃) и убывает на луче 𝑡0(𝜆,𝐻, 𝛼, 𝜃) 6 𝑡 < +∞, где

𝑡0(𝜆,𝐻, 𝛼, 𝜃) =
1

𝑝𝑥2
ln

(︂
1 +

𝑝𝐹 (𝑦0(𝜆,𝐻, 𝑝, 𝜃))

𝐻(𝜆+ 1)𝑝

)︂
.
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ÓÄÊ 511.3+511.4

Метрическое пространство двумерных диагональных
унимодулярных решёток1

А. П. Крылов (Россия, г. Тула)
Тульский государственный педагогический университет им. Л. Н. Толстого
e-mail: alek.krylov@gmail.com

Metric space of two-dimensional diagonal unimodular lattices

A. P. Krylov (Russia, Tula)
Tula State Lev Tolstoy Pedagogical University
e-mail: alek.krylov@gmail.com

1. Введение

Êàê èçâåñòíî (ñì. [1], ñòð.165) ìíîæåñòâî âñåõ 𝑠-ìåðíûõ ðåø¼òîê îáðàçóþò ïîëíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝜌(Λ,Γ), êîòîðàÿ çàäàíà ðàâåíñòâàìè

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)), 𝜇 = inf
Λ=𝐴·Γ

‖𝐴− 𝐸𝑠‖, 𝜈 = inf
𝐵·Λ=Γ

‖𝐵 − 𝐸𝑠‖,

𝐸𝑠 =

⎛⎜⎝ 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

⎞⎟⎠ = (𝛿𝑖𝑗)16𝑖,𝑗6𝑠 , 𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1, ïðè 𝑖 = 𝑗,
0, ïðè 𝑖 ̸= 𝑗,

‖𝐴‖ = 𝑠 · max
16𝑖,𝑗6𝑠

|𝑎𝑖𝑗 |.

Öåëü íàøåé ðàáîòû � ðàññìîòðåòü ïîäïðîñòðàíñòâî äâóìåðíûõ äèàãîíàëüíûõ óíèìîäó-
ëÿðíûõ ðåø¼òîê, äîêàçàòü òåîðåìó î ïîëíîòå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

1Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства просвещения РФ соглашение №073-
03-2023-303/2 от 14.02.23 г. тема научного исследования «Теоретико-числовые методы в приближенном анализе
и их приложения в механике и физике».
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2. Пространство диагональных унимодулярных решёток

Äèàãîíàëüíûå ðåø¼òêè � ñàìûé ïðîñòîé êëàññ ðåø¼òîê. Îíè ïîëó÷àþòñÿ ðàñòÿæåíèåì ïî
êîîðäèíàòàì ôóíäàìåíòàëüíîé äâóìåðíîé ðåø¼òêè Z2: Λ(𝑑1, 𝑑2) = {(𝑑1𝑚1, 𝑑2𝑚2)|𝑚1,𝑚2 ∈ Z},
(𝑑1, 𝑑2 > 0).

Äèàãîíàëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà Λ(𝑑) = Λ
(︀
𝑑, 1𝑑

)︀
, 𝑑 > 0. Âñÿêàÿ ðåø¼òêà èìååò áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî áàçèñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝐺𝐿2(Z) � ëèíåéíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà

𝑀 =

(︂
𝑚1,1 𝑚1,2

𝑚2,1 𝑚2,2

)︂
, 𝑚𝑖,𝑗 ∈ Z (𝑖, 𝑗 = 1, 2), det𝑀 = 𝑚1,1𝑚2,2 −𝑚1,2𝑚2,1 = ±1,

òî äëÿ ëþáîãî áàçèñà �⃗�1 = (𝜆1,1, 𝜆1,2), �⃗�2 = (𝜆2,1, 𝜆2,2) ðåø¼òêè Λ âñå áàçèñû èìåþò âèä
�⃗�′1 = �⃗�1 · 𝑀 , �⃗�′2 = �⃗�2 · 𝑀 , ãäå 𝑀 ∈ 𝐺𝐿2(Z). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ áàçèñíàÿ
ìàòðèöà 𝑀(𝑑) äèàãîíàëüíîé ðåø¼òêè Λ(𝑑) èìååò âèä

𝑀(𝑑) =

(︂
𝑑 0
0 1

𝑑

)︂
·𝑀 =

(︂
𝑑𝑚1,1 𝑑𝑚1,2
𝑚2,1

𝑑
𝑚2,2

𝑑

)︂
, 𝑀 ∈ 𝐺𝐿2(Z).

Âçàèìíàÿ ðåø¼òêà Λ*(𝑑) = Λ
(︀
1
𝑑 , 𝑑
)︀
èìååò âçàèìíóþ áàçèñíóþ ìàòðèöó

𝑀*(𝑑) =

(︂
1
𝑑 0
0 𝑑

)︂
·𝑀* =

(︂
1
𝑑 0
0 𝑑

)︂
·
(︂

𝑚2,2 −𝑚2,1

−𝑚1,2 𝑚1,1

)︂
=

(︂ 𝑚2,2

𝑑
−𝑚2,1

𝑑
−𝑑𝑚1,2 𝑑𝑚1,1

)︂
.

Ðàññìîòðèì äâå äèàãîíàëüíûõ ðåø¼òêè: Λ(𝑑1) = Λ
(︁
𝑑1,

1
𝑑1

)︁
, 𝑑1 > 0 è Λ(𝑑2) = Λ

(︁
𝑑2,

1
𝑑2

)︁
,

𝑑2 > 0 ñ áàçèñíûìè ìàòðèöàìè

𝑀(𝑑1) =

(︂
𝑑1 0
0 1

𝑑1

)︂
·𝑀 =

(︂
𝑑1𝑚1,1 𝑑1𝑚1,2
𝑚2,1

𝑑1

𝑚2,2

𝑑1

)︂
, 𝑚 = det𝑀 = ±1,

𝑀(𝑑2) =

(︂
𝑑2 0
0 1

𝑑2

)︂
·𝑁 =

(︂
𝑑2𝑛1,1 𝑑2𝑛1,2
𝑛2,1

𝑑2

𝑛2,2

𝑑2

)︂
, 𝑛 = det𝑁 = ±1, 𝑀1,𝑀2 ∈ 𝐺𝐿2(Z).

ßñíî, ÷òî 𝑀(𝑑1) =𝑀(𝑑2) ·𝐴, 𝑀(𝑑2) =𝑀(𝑑1) ·𝐵, ãäå 𝐴 =𝑀−1(𝑑2)𝑀(𝑑1), 𝐵 =𝑀−1(𝑑1)𝑀(𝑑2).
Ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

𝑀−1(𝑑2) = 𝑁−1

(︂ 1
𝑑2

0

0 𝑑2

)︂
=

(︂ 𝑛2,2

𝑛 −𝑛1,2

𝑛
−𝑛2,1

𝑛
𝑛1,1

𝑛

)︂(︂ 1
𝑑2

0

0 𝑑2

)︂
=

(︃
𝑛2,2

𝑛𝑑2
−𝑑2𝑛1,2

𝑛

−𝑛2,1

𝑛𝑑2

𝑑2𝑛1,1

𝑛

)︃
,

𝑀−1(𝑑1) =𝑀−1

(︂ 1
𝑑1

0

0 𝑑1

)︂
=

(︂ 𝑚2,2

𝑚 −𝑚1,2

𝑚
−𝑚2,1

𝑚
𝑚1,1

𝑚

)︂(︂ 1
𝑑1

0

0 𝑑1

)︂
=

(︃
𝑚2,2

𝑚𝑑1
−𝑑1𝑚1,2

𝑚

−𝑚2,1

𝑚𝑑1

𝑑1𝑚1,1

𝑚

)︃
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

𝐴 =

(︃
𝑑1𝑚1,1𝑛2,2

𝑛𝑑2
− 𝑑2𝑚2,1𝑛1,2

𝑛𝑑1

𝑑1𝑚1,2𝑛2,2

𝑛𝑑2
− 𝑑2𝑚2,2𝑛1,2

𝑛𝑑1
𝑑2𝑚2,1𝑛1,1

𝑛𝑑1
− 𝑑1𝑚1,1𝑛2,1

𝑛𝑑2

𝑑2𝑚2,2𝑛1,1

𝑛𝑑1
− 𝑑1𝑚1,2𝑛2,1

𝑛𝑑2

)︃
,

𝐵 =

(︃
𝑑2𝑚2,2𝑛1,1

𝑚𝑑1
− 𝑑1𝑚1,2𝑛2,1

𝑚𝑑2

𝑑2𝑚2,2𝑛1,2

𝑚𝑑1
− 𝑑1𝑚1,2𝑛2,2

𝑚𝑑2
𝑑1𝑚1,1𝑛2,1

𝑚𝑑2
− 𝑑2𝑚2,1𝑛1,1

𝑚𝑑1

𝑑1𝑚1,1𝑛2,2

𝑚𝑑2
− 𝑑2𝑚2,1𝑛1,2

𝑚𝑑1

)︃
.

Лемма 1. Пусть 𝑑1 > 𝑑2, тогда 𝜌(Λ(𝑑1),Λ(𝑑2)) 6 ln
(︁
2𝑑1
𝑑2
− 1
)︁
.

Лемма 2. Пусть 𝑑1 > 𝑑2, Λ(𝑑1) = 𝐴 ·Λ(𝑑2) и ‖𝐴−𝐸2‖ 6 𝛿 < 1, тогда 𝑑1 − 𝑑2 = 𝑑2𝛿1, где
0 6 𝛿1 6 𝛿

2 .
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3. Полнота метрического пространства диагональных унимоду-
лярных решёток

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåìîé ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äèàãîíàëüíûõ óíè-
ìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè äèàãîíàëüíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê ñõîäèòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàäî äîêàçàòü,
÷òî åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàãîíàëüíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê Λ(𝑑1), Λ(𝑑2), . . . ,
Λ(𝑑𝑛), . . . âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 = 𝑁(𝜀) òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáûõ 𝑛 è 𝑚 áîëüøèõ 𝑁 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 𝜌(Λ(𝑑𝑛),Λ(𝑑𝑚)) < 𝜀, òî ñóùåñòâóåò
äèàãîíàëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà Λ(𝑑) òàêàÿ, ÷òî

lim
𝑛→∞

𝜌(Λ(𝑑𝑛),Λ(𝑑)) = 0.

Óêàçàííîå îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàãîíàëüíûõ óíèìîäó-
ëÿðíûõ ðåø¼òîê ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ íîðì ìàòðèö. À èìåííî, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äèàãîíàëüíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê Λ(𝑑1), Λ(𝑑2),. . . ,Λ(𝑑𝑛),. . . ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 = 𝑁(𝜀) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ
𝑛 è 𝑚 áîëüøèõ 𝑁 ñóùåñòâóþò ìàòðèöû 𝐴𝑛,𝑚 è 𝐵𝑛,𝑚 òàêèå, ÷òî ‖𝐴𝑛,𝑚 −𝐸2‖, ‖𝐵𝑛,𝑚 −𝐸2‖ < 𝜀
è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà(︂

𝑑𝑛 0
0 1

𝑑𝑛

)︂
=

(︂
𝑑𝑚 0
0 1

𝑑𝑚

)︂
·𝐴𝑛,𝑚,

(︂
𝑑𝑚 0
0 1

𝑑𝑚

)︂
=

(︂
𝑑𝑛 0
0 1

𝑑𝑛

)︂
·𝐵𝑛,𝑚,

òîãäà ñóùåñòâóåò äèàãîíàëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà Λ(𝑑) òàêàÿ, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìàòðèö 𝐴𝑛 è 𝐵𝑛 òàêèõ, ÷òî lim𝑛→∞ ‖𝐴𝑛 − 𝐸2‖ = lim𝑛→∞ ‖𝐵𝑛 − 𝐸2‖ = 0 è(︂

𝑑𝑛 0
0 1

𝑑𝑛

)︂
=

(︂
𝑑 0
0 1

𝑑

)︂
·𝐴𝑛,

(︂
𝑑 0
0 1

𝑑

)︂
=

(︂
𝑑𝑛 0
0 1

𝑑𝑛

)︂
·𝐵𝑛.

Теорема 1. Пространство диагональных унимодулярных решёток полно.
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Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà ìåòîäîì èòåðàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ ñåòîê.

Îäíèì èç âàæíûõ êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê
çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, òî åñòü óðàâíåíèå âèäà

𝜙
(︀
�⃗�
)︀
= 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
𝜙 (�⃗� ) 𝑑�⃗�+ 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
, (1)

ãäå 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.
Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü óðàâíåíèÿ (1) � åãî ëèíåéíîñòü: íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ 𝜙 âõîäèò

â íåãî ëèíåéíî è íà íå¼ âîçäåéñòâóåò ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì 𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
.

Ìû áóäåì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå (1) äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîãäà ñâîáîäíûé
÷ëåí 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
è ÿäðî 𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, êëàññàì 𝐸𝛼

𝑠 (𝐶1) è
𝐸𝛼

2𝑠(𝐶2) . ßñíî, ÷òî è ðåøåíèå 𝜙
(︀
�⃗�
)︀
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Определение 1. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠.

Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1)𝑠.
Обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {�⃗� | �⃗� = {�⃗�}, �⃗� ∈𝑀1(Λ)}.

Определение 2. Весовой функцией порядка 𝑟 с константой 𝐵 называется гладкая функ-
ция 𝜌(�⃗�), удовлетворяющая условиям

0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

𝜌(�⃗�+ (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠)) = 1 при �⃗� ∈ 𝐺𝑠, (2)

𝜌(�⃗�) = 0 при �⃗� /∈ (−1; 1)𝑠, (3)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐵(𝜎1 . . . 𝜎𝑠)

−𝑟 для любого �⃗� ∈ R𝑠. (4)

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (3), òî ãîâîðèì ïðîñòî î âåñîâîé ôóíêöèè 𝜌(�⃗�).

Определение 3. Квадратурной формулой с обобщенной параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(�⃗�) называется формула вида

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(�⃗�)𝑑�⃗� = (detΛ)−1
∑︁

�⃗�∈𝑀 ′(Λ)

𝜌�⃗�𝑓(�⃗�)−𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ],

где 𝜌�⃗� =
∑︁

�⃗�∈𝑀1(Λ),{�⃗�}=�⃗�

𝜌(�⃗�), 𝑁 ′(Λ) = |𝑀 ′(Λ)|,

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.
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Äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñ îáîáùåííîé ïàðàëëåëåïèïåäàëüíîé ñåòêîé II
ðîäà íà êëàññå 𝐸𝛼

𝑠 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝐸
𝛼
𝑠 (𝐶)] = sup

𝑓∈𝐸𝛼
𝑠 (𝐶)
|𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ]| 6 𝐶𝐵 · 𝑐1(𝛼)𝑠𝜁𝐻(Λ|𝛼),

ãäå 𝑐1(𝛼) = 2𝛼+1

(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂
, 𝜁𝐻(Λ|𝛼) =

∑︁′

�⃗�∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼.

Ïóñòü �⃗� = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð òàêîé, ÷òî ìíîãî÷ëåí

𝑃�⃗�(𝑥) =
𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠 (5)

íåïðèâîäèì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è âñå êîðíè Θ𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) ìíîãî÷ëåíà (5) äåé-
ñòâèòåëüíûå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑇 (⃗𝑎) ìàòðèöó ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ öåëûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ÷èñåë Θ1,. . . ,Θ𝑠 � êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 𝑃�⃗�(𝑥):

𝑇 (⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1
Θ1 . . . Θ𝑠
...

...
...

Θ𝑠−1
1 . . . Θ𝑠−1

𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , (6)

à ÷åðåç Θ⃗ = (Θ1, . . . ,Θ𝑠)� âåêòîð ïîëíîãî íàáîðà àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë � êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà 𝑃�⃗�(𝑥).

Äëÿ ëþáîãî 𝑡 > 0 ðåø¼òêà Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé. Îíà èìååò âèä

Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))=

{︃
𝑥=

(︃
𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
1 𝑚𝜈 , . . . , 𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
𝑠 𝑚𝜈

)︃
= 𝑡 · �⃗� · 𝑇 (⃗𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ �⃗� ∈ Z𝑠

}︃
.

Ñîâîêóïíîñòü𝑀 ⊂ 𝐺𝑠 òî÷åê𝑀𝑘 = (𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)) (𝑘 = 1 . . . 𝑁) íàçûâàåòñÿ сеткой𝑀
èç𝑁 óçëîâ, à ñàìè òî÷êè � узлами квадратурной формулы. Âåëè÷èíû 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) íàçûâàþòñÿ
âåñàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, òî åñòü óðàâíåíèå âèäà

𝜙
(︀
�⃗�
)︀
= 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
𝜙 (�⃗� ) 𝑑�⃗�+ 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
, (7)

ãäå 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå (7) äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé,
êîãäà ñâîáîäíûé ÷ëåí 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
è ÿäðî 𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî,

êëàññàì 𝐸𝛼
𝑠 (𝐶1) è 𝐸𝛼

2𝑠(𝐶2). ßñíî, ÷òî è ðåøåíèå 𝜙
(︀
�⃗�
)︀
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Теорема 1. Пусть 𝑞 < 1 и

|𝜆| 6 𝑞

‖𝐾𝑠

(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
(1 + 2𝜁(2𝛼))𝑠

. (8)

Тогда уравнение Фредгольма (7) имеет единственное решение и для него справедливо пред-
ставление в виде ряда Неймана

𝜙
(︀
�⃗�
)︀
= 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
+

+

∞∑︁
�⃗�=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘
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и справедливо соотношение

𝜙
(︀
�⃗�
)︀
= 𝑓

(︀
�⃗�
)︀
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘+

+
𝑞𝑛+1 ·Θ · ‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼

𝑠

1− 𝑞
, где |Θ| 6 (1 + 2𝜁(2𝛼))𝑠.

Ïåðâûé ïîäõîä äëÿ âûáîðà ÷èñòî-âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ îñíîâàí íà òîì, ÷òî
äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè 𝑠𝑘, ãäå 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, âûáèðàåòñÿ ñâîé íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì

𝑃�⃗�(𝑥) =
𝑠𝑘−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠𝑘, (9)

ó êîòîðîãî âñå êîðíè äåéñòâèòåëüíûå. Â êà÷åñòâå òàêîãî ìíîãî÷ëåíà ìîæíî âçÿòü ìíîãî÷ëåí

𝑃𝑘(𝑥) = 𝑥(𝑥− 2)(𝑥− 4) . . . (𝑥− 2𝑠𝑘 + 2)− 1.

Теорема 2. Пусть 𝑎1,. . . ,𝑎𝑛 — различные целые числа. Тогда многочлен

𝑃1,⃗𝑎(𝑥) = (𝑥− 𝑎1) . . . (𝑥− 𝑎𝑛)− 1

неприводим над Q.

Лемма 1. Пусть 𝑛 = 2𝑚 — четное, 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛 — различные целые числа и
выполнены неравенства

𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
𝑎𝜈 −

𝑎2𝜇 + 𝑎2𝜇+1

2

)︂
> 1 (𝜇 = 1, . . . ,𝑚− 1),

тогда все корни многочлена 𝑃1,⃗𝑎(𝑥) — вещественные.

Лемма 2. Пусть 𝑛 = 2𝑚 + 1 — нечетное, 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛 — различные целые числа
и выполнены неравенства

𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
𝑎𝜈 −

𝑎2𝜇−1 + 𝑎2𝜇
2

)︂
> 1 (𝜇 = 1, . . . ,𝑚),

тогда все корни многочлена 𝑃1,⃗𝑎(𝑥) — вещественные.

Теорема 3. Пусть натуральное 𝑛 > 1, 𝜀 = 2
{︀
𝑛
2

}︀
, 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛 — различные целые

числа, для которых выполнено условие

𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
𝑎𝜈 −

𝑎2𝜇−𝜀 + 𝑎2𝜇+1−𝜀

2

)︂
> 1 (𝜇 = 1, . . . ,𝑚+ 𝜀− 1).

Тогда многочлен

𝑃1,⃗𝑎(𝑥) = (𝑥− 𝑎1) . . . (𝑥− 𝑎𝑛)− 1

неприводим над Q и все его корни вещественные.
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Теорема 4. Если для приближенного вычисления интеграла∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘

использовать квадратурные формулы, соответствующие решетке Λ(𝑡·𝑇 (⃗𝑎)) и многочле-
ну 𝑃�⃗�(𝑥) = 𝑃𝑘(𝑥), то погрешность приближенного решения уравнения Фредгольма второго
рода будет

‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼
𝑠
·𝑂
(︂
𝑞𝑛+1

1− 𝑞
+

ln𝑠𝑛−1 𝑡

𝑡𝑠𝛼

)︂
.

Âòîðîé ïîäõîä äëÿ âûáîðà ÷èñòî-âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ ñâÿçàí ñ èñïîëüçî-
âàíèåì áàøíè ïîëåé Äèðèõëå: Q

(︀√
2
)︀
,Q
(︀√

2,
√
3
)︀
, . . . ,Q

(︀√
2,
√
3, . . . ,

√
𝑝𝑚
)︀
, ãäå 𝑝𝑚 � 𝑚-îå

ïðîñòîå ÷èñëî è 2𝑚−1 < 𝑠𝑛 6 2𝑚.
Ïóñòü íàòóðàëüíîå 𝑙𝑘 âûáðàíî èç óñëîâèÿ 2𝑙−1 < 𝑠𝑘 6 2𝑙. Ðàññìîòðèì ÷èñòî-âåùåñòâåí-

íîå êîëüöî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë Z𝑙 = Z
[︀√

2, . . . ,
√
𝑝𝑙
]︀
è ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñòî-

âåùåñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå ñòåïåíè 2𝑙 Q𝑙 = Q
(︀√

2, . . . ,
√
𝑝𝑙
)︀
. ×åðåç Λ𝑙(𝑡) îáîçíà÷èì

àëãåáðàè÷åñêóþ ðåø¼òêó Λ𝑙(𝑡) = {⃗𝑥=(𝑡Θ1, . . . , 𝑡Θ2𝑙)|Θ = Θ1 ∈ Z𝑙} , ãäå Θ1,. . . ,Θ2𝑙 � àëãåáðàè÷å-
ñêè ñîïðÿæåííûå ÷èñëà.

Теорема 5. Если для приближенного вычисления интеграла∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, �⃗�1)𝐾𝑠(�⃗�1, �⃗�2) . . .𝐾𝑠(�⃗�𝑘−1, �⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘)𝑑�⃗�1 . . . 𝑑�⃗�𝑘

использовать квадратурные формулы, соответствующие решетке Λ𝑙(𝑡), то погреш-
ность приближенного решения уравнения Фредгольма второго рода будет

‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼
𝑠
·𝑂
(︂
𝑞𝑛+1

1− 𝑞
+

ln2
𝑚−1 𝑡

𝑡2𝑚𝛼

)︂
.
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1. Введение

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìíîãîìåðíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áîëüøóþ ðîëü èãðàåò âûáîð
ñåòîê, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû.

Â 1959 ãîäó Í. Ì. Êîðîáîâ ïðåäëîæèë êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàë-
ëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê ñ îïòèìàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ ýòèõ ôîðìóë íà êëàññå 𝐸𝛼
𝑠 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè |𝑅𝑁 [𝑓 ]| = 𝑂

(︀
ln𝛾 𝑁
𝑁𝛼

)︀
, ãäå

𝛾 çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè 𝑠 è ïîðÿäêà ãëàäêîñòè 𝛼.
Ïîäðîáíåå î êëàññàõ ôóíêöèé è ïîãðåøíîñòÿõ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷-

íûõ âèäîâ ñåòîê ñì., íàïðèìåð [1].
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àëãîðèòìàì ïîñòðîåíèÿ îäíîãî èç âèäîâ òàêèõ ñåòîê � îáîá-

ù¼ííûõ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê.

Определение 1. Пусть в вещественном арифметическом пространстве R𝑠 задана ли-
нейно независимая система векторов �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠. Совокупность Λ всех векторов вида

𝑛1�⃗�1 + . . .+ 𝑛𝑠�⃗�𝑠,

где 𝑛𝑗 независимо друг от друга пробегают все целые рациональные числа, называется ре-
шеткой в R𝑠, а сами векторы �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠 — базисом этой решетки.

Ñèìâîëîì 𝐺𝑠 áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóîòêðûòûé åäèíè÷íûé 𝑠-ìåðíûé êóá 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.

Определение 2. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется пересечение взаимной решетки к решетке Λ с единичным 𝑠-мерным
кубом 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠.

Ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ðåø¼òîê îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò öåëî÷èñëåííûå, òàê
êàê ïîëó÷àåìûå â ýòîì ñëó÷àå ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûå ñåòêè � ðàöèîíàëüíûå, è êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ñåòîê áóäóò ñ ðàâíûìè âåñàìè.

Îòìåòèì, ÷òî áàçèñó �⃗�𝜈 = (𝑎𝜈1, . . . , 𝑎𝜈𝑠) (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) ðåøåòêè Λ âçàèìíûì áàçèñîì
�⃗�*𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) âçàèìíîé ðåøåòêè Λ* áóäóò âåêòîðû

�⃗�*𝜈 =

(︂
𝐴𝜈1

detΛ
, . . . ,

𝐴𝜈𝑠

detΛ

)︂
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñåòêè 𝑀(Λ) ñëåäóåò, ÷òî

𝑀(Λ) =

{︂
�⃗�

⃒⃒⃒⃒
0 6𝑥𝜈 =

𝑘1𝐴1𝜈 +. . .+ 𝑘𝑠𝐴𝑠𝜈

detΛ
< 1 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠); �⃗� ∈ Z𝑠

}︂
. (1)
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2. Преобразование базиса решётки

Ðàâåíñòâî (1) íå äà¼ò ïðîñòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òîãî, êàêèì îáðàçîì ñòðîèòü îáîáù¼ííóþ
ïàðàëëåëåïèïåäàëüíóþ ñåòêó 𝑀(Λ). Ïîñòðîåíèå òàêîé ñåòêè áóäåò íàèáîëåå óäîáíûì, åñëè
áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåé öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè ïðåäñòàâëåí â âèäå �⃗�𝜈 = (𝑏𝜈1, . . . , 𝑏𝜈𝜈 , 0, . . . , 0).

Äðóãèìè ñëîâàìè, áàçèñíàÿ ìàòðèöà ðåø¼òêè èìååò òðåóãîëüíûé âèä:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎11 0 . . . 0
𝑎21 𝑎22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑠1 𝑎𝑠2 . . . 𝑎𝑠𝑠

⎞⎟⎟⎠ .

Áîëåå òîãî, áàçèñíûå âåêòîðû ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå èõ íåíóëåâûå êîì-
ïîíåíòû óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ 0 6 𝑎𝜈𝜇 < 𝑎𝜇𝜇 (1 6 𝜇 < 𝜈 6 𝑠).

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî áàçèñà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 ìîíîãðàôèè Äæ. Â. Ñ. Êàññåëñà ¾Ââå-
äåíèå â ãåîìåòðèþ ÷èñåë¿ [2].

Лемма 1. Пусть �⃗�𝑖 = (𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖𝑠) и �⃗�𝑗 = (𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑠) — два произвольных вектора,
принадлежащие некоторому базису целочисленной решётки Λ, при чём для некоторого 𝑡 (1 6
𝑡 6 𝑠) числа 𝑎𝑖𝑡 и 𝑎𝑗𝑡 — натуральные. Пусть, также, дроби 𝑝1

𝑞1
, . . . , 𝑝𝑛𝑞𝑛 = 𝑎𝑖𝑡

𝑎𝑗𝑡
— подходящие

дроби к числу 𝑎𝑖𝑡
𝑎𝑗𝑡
.

Тогда набор векторов, полученный заменой в данном базисе векторов �⃗�𝑖 и �⃗�𝑗 соответ-
ственно на векторы

�⃗� = −𝑞𝑛�⃗�𝑖 + 𝑝𝑛�⃗�𝑗 �⃗� = (−1)𝑛+1 (𝑞𝑛−1�⃗�𝑖 − 𝑝𝑛−1�⃗�𝑗) ,

также является базисом этой решётки, при этом:

1) 𝑏𝑡 = 0;

2) 𝑐𝑡 = (𝑎𝑖𝑡, 𝑎𝑗𝑡), где (𝑎𝑖𝑡, 𝑏𝑖𝑡) — наибольший общий делитель чисел 𝑎𝑖𝑡 и 𝑎𝑗𝑡.

Доказательство. Ïåðâîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà 𝑎𝑡
𝑎𝑡

= 𝑝𝑛
𝑞𝑛
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ñâîéñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äðîáü 𝑝𝑛
𝑞𝑛

íåñîêðàòèìà. Òîãäà

𝑎𝑡 = (𝑎𝑡, 𝑏𝑡) ·𝑝𝑛, 𝑏𝑡 = (𝑎𝑡, 𝑏𝑡) ·𝑞𝑛. Ïîëó÷èì 𝑐𝑡 = (−1)𝑛+1
(︀
(𝑎𝑡, 𝑏𝑡) ·𝑞𝑛−1𝑝𝑛−(𝑎𝑡, 𝑏𝑡) ·𝑝𝑛−1𝑞𝑛

)︀
= (𝑎𝑡, 𝑏𝑡).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íîâûé íàáîð âåêòîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äàííîé ðåø¼òêè. Åñëè
𝐴 � èñõîäíûé áàçèñ ðåø¼òêè, òî óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . −𝑞𝑛 . . . 𝑝𝑛 . . . 0

0
...

...
. . .

...
... 0

0 . . . (−1)𝑛+1𝑞𝑛−1 . . . (−1)𝑛𝑝𝑛−1 . . . 0

0 . . . . . . . . . 0
. . . 0

0 . . . . . . . . . . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Â ìàòðèöå 𝐵 ýëåìåíòû 𝑏𝑖𝑖 = −𝑞𝑛, 𝑏𝑖𝑗 = 𝑝𝑛, 𝑏𝑗𝑖 = (−1)𝑛+1𝑞𝑛−1, 𝑏𝑗𝑗 = (−1)𝑛𝑝𝑛−1; ïðî÷èå
ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè � åäèíèöû; îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû � íóëè.

Ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ | det𝐵| =
⃒⃒
(−1)𝑛+1(𝑞𝑛𝑝𝑛−1−𝑝𝑛𝑞𝑛−1)

⃒⃒
= 1, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî äàííîå

ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì, à çíà÷èò ìàòðèöà 𝐵 · 𝐴 ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé äëÿ
äàííîé ðåø¼òêè. 2

Òåïåðü îïèøåì алгоритм приведения базиса решётки Λ к нижнему треугольному виду.
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Шаг 1. Çàïèøåì áàçèñíóþ ìàòðèöó ðåø¼òêè Λ

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑠
...

. . .
...

𝑎𝑠1 . . . 𝑎𝑠𝑠

⎞⎟⎠ .

Çàôèêñèðóåì 𝑖 = 𝑠.
Шаг 2. Êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû ñ ïåðâîé ïî 𝑖-òóþ, äëÿ êîòîðîé 𝑎𝑗𝑖 < 0 (1 6 𝑗 6 𝑖) çàìåíèì

íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Åñëè 𝑎𝑖𝑖 = 0, òî ïîìåíÿåì ìåñòàìè 𝑖-òóþ ñòðîêó ñ ïðîèçâîëüíîé 𝑗-òîé
ñòðîêîé (1 6 𝑗 6 𝑖), â êîòîðîé 𝑎𝑗𝑖 ̸= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò ÿâëÿòüñÿ
áàçèñíîé ìàòðèöåé ðåø¼òêè Λ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñòðîêè, â êîòîðîé 𝑎𝑗𝑖 ̸= 0 ñëåäóåò èç
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî øàãà ïîëó÷èì áàçèñíóþ ìàòðèöó ðåø¼òêè Λ, â êîòîðîé
âñå ýëåìåíòû 𝑎1𝑖, 𝑎2𝑖, . . . , 𝑎𝑖𝑖 íåîòðèöàòåëüíû, ïðè ýòîì 𝑎𝑖𝑖 ̸= 0.

Шаг 3. Äëÿ ñòðîêè ñ íîìåðîì 𝑗 = 1 âûïîëíèì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ. Åñëè 𝑎𝑗𝑖 ̸= 0, çàìåíèì
ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû íà ñòðîêó −𝑞𝑛�⃗�𝑖 + 𝑝𝑛�⃗�𝑗 , à 𝑖-òóþ ñòðîêó íà (−1)𝑛+1 (𝑞𝑛−1�⃗�𝑖 − 𝑝𝑛−1�⃗�𝑗).
Çäåñü �⃗�𝑖 è �⃗�𝑗 � 𝑖-òàÿ è 𝑗-òàÿ ñòðîêè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî, 𝑝𝑛−1, 𝑝𝑛 � ÷èñëèòåëè, 𝑞𝑛−1, 𝑞𝑛
� çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê äðîáè 𝑎𝑖𝑖

𝑎𝑖𝑗
(𝑝𝑛𝑞𝑛 = 𝑎𝑖𝑖

𝑎𝑖𝑗
).

Ïîâòîðèì шаг 3 äëÿ çíà÷åíèé 𝑗: 2 6 𝑗 6 𝑖− 1.
Ñîãëàñíî ëåììå 1 â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî øàãà ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó, â êîòîðîé

𝑎1𝑖 = 𝑎2𝑖 = . . . = 𝑎𝑖−1 𝑖 = 0, 𝑎𝑖𝑖 > 0.
Ïîâòîðèì шаги 2–3 äëÿ 𝑖 = 𝑠 − 1, . . . , . . . , 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì áàçèñíóþ ìàòðèöó

ðåø¼òêè Λ, ïðèâåä¼ííóþ ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó.
Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå âñå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ïîëîæèòåëüíû, à

ïðî÷èå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ.

3. Построение обобщённой параллелепипедальной сетки

Ïóñòü áàçèñ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè Λ èìååò íèæíèé òðåóãîëüíûé âèä, ïðè÷¼ì âñå å¼ ýëå-
ìåíòû íåîòðèöàòåëüíû (ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû â ñèëó ïîëíîòû
ðåø¼òêè):

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎11 0 . . . 0
𝑎21 𝑎22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑠1 𝑎𝑠2 . . . 𝑎𝑠𝑠

⎞⎟⎟⎠ , 𝑎𝑖𝑗 > 0 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠). (2)

Å¼ äåòåðìèíàíò ðàâåí detΛ = 𝑎11 · . . . · 𝑎𝑠𝑠.
Â ýòîì ñëó÷àå áàçèñíàÿ ìàòðèöà âçàèìíîé ðåø¼òêè Λ* áóäåò âåðõíåé òðåóãîëüíîé:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏11 𝑏12 . . . 𝑏1𝑠
0 𝑏22 . . . 𝑏2𝑠
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝑏𝑠𝑠

⎞⎟⎟⎠ , (3)

ãäå

� ïðè 𝑖 > 𝑗 𝑏𝑖𝑗 = 0;

� ïðè 𝑖 = 𝑗 𝑏𝑖𝑖 =
1
𝑎𝑖𝑖
;
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� ïðè 𝑖 < 𝑗 𝑏𝑖𝑗 = − 1
𝑎𝑗𝑗

𝑖−1∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘𝑖𝑎𝑗𝑘.

Å¼ äåòåðìèíàíò ðàâåí detΛ* = 1
detΛ .

Теорема 1. Пусть базисная матрица целочисленной решётки Λ задана равенством (2),
а базисная матрица взаимной решётки Λ* — равенством (3). Тогда обобщённая параллеле-
пипедальная сетка 𝑀(Λ) имеет вид

𝑀(Λ) =
{︁{︁

𝑘1⃗𝑏1 + . . .+ 𝑘𝑠𝑏𝑠

}︁⃒⃒⃒
𝑘𝑖 = 0, . . . , 𝑎𝑖𝑖 − 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠

}︁
, (4)

где {�⃗�} = ({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}) — дробная часть вектора �⃗�.

Доказательство. Ñèìâîëîì 𝑀 îáîçíà÷èì êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ ðåø¼òêè
Λ*

𝑀 =
{︁
𝑘1⃗𝑏1 + . . .+ 𝑘𝑠𝑏𝑠

⃒⃒⃒
𝑘𝑖 = 0, . . . , 𝑎𝑖𝑖 − 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠

}︁
. (5)

Ïîñêîëüêó 𝑘𝑖 = 0, . . . , 𝑎𝑖𝑖 − 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠, òî ìîùíîñòü |𝑀 | = 𝑎11 · . . . · 𝑎𝑠𝑠 = |𝑀(Λ)|.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà 𝑀 âèäà

�⃗�1 = 𝑘1⃗𝑏1 + . . .+ 𝑘𝑠𝑏𝑠 è �⃗�2 = 𝑚1⃗𝑏1 + . . .+𝑚𝑠𝑏𝑠 íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì âåêòîðîì.
Òàê êàê âåêòîðû �⃗�1 è �⃗�2 ðàçëè÷íû, òî íàéä¼òñÿ òàêîå çíà÷åíèå 𝑡, ÷òî 𝑘𝑡 ̸= 𝑚𝑡. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑘𝑡 > 𝑚𝑡, è 𝑡 � íàèìåíüøåå ñðåäè òàêèõ çíà÷åíèé, òî åñòü 𝑘𝑖 = 𝑚𝑖, ïðè 𝑖 < 𝑡.
Ðàññìîòðèì 𝑡-òóþ êîìïîíåíòó ðàçíîñòè �⃗� = �⃗�1 − �⃗�2

𝑦𝑡 = (𝑘1−𝑚1)𝑏1𝑡+ . . .+(𝑘𝑡−1−𝑚𝑡−1)𝑏𝑡−1 𝑡+(𝑘𝑡−𝑚𝑡)𝑏𝑡𝑡+(𝑘𝑡+1−𝑚𝑡+1)𝑏𝑡+1 𝑡+ . . .+(𝑘𝑠−𝑚𝑠)𝑏𝑠𝑡.

Â íåé 𝑘1−𝑚1 = . . . = 𝑘𝑡−1−𝑚𝑡−1 = 0, òàê êàê çíà÷åíèå 𝑡 âûáðàíî ìèíèìàëüíûì, äëÿ êîòîðîãî
𝑘𝑡 ̸= 𝑚𝑡. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝑏𝑡+1 𝑡 = . . . = 𝑏𝑠𝑡 = 0, òàê êàê áàçèñíàÿ ìàòðèöà ðåø¼òêè Λ* èìååò
âåðõíèé òðåóãîëüíûé âèä.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 𝑦𝑡 = (𝑘𝑡−𝑚𝑡)𝑏𝑡𝑡. Ïîñêîëüêó 0 6 𝑚𝑡 < 𝑘𝑡 < 𝑎𝑡𝑡, òî 0 < 𝑘𝑡−𝑚𝑡 < 𝑎𝑡𝑡.
Èç äàííûõ íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâà 𝑏𝑡𝑡 = 1

𝑎𝑡𝑡
èìååì 0 < 𝑦𝑡 = (𝑘𝑡 −𝑚𝑡)𝑏𝑡𝑡 < 𝑎𝑡𝑡𝑏𝑡𝑡 = 1.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà 𝑀 èìååò õîòÿ
áû îäíó íåöåëóþ êîìïîíåíòó 𝑦𝑡, à çíà÷èò äðîáíûå ÷àñòè ýòèõ âåêòîðîâ ðàçëè÷íû, ÷òî è
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 2

Ñ âîïðîñîì ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíîé ñåòêè òåñíî ñâÿçàíû âîïðîñû íàõîæäåíèÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè è ïîñòðîåíèå àáñîëþòíî íàèìåíüøåé
ïîëíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû âû÷åòîâ äàííîé ðåø¼òêè. Ýòè çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ
äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
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Секция 9. История математики

ÓÄÊ 51(091)

Из истории математических обществ
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From the history of mathematical societies
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Â XIX âåêå â Åâðîïå è â Áðèòàíèè íàóêà ñòàíîâèëàñü âñ¼ áîëåå ñïåöèàëèçèðîâàííîé, ñëåä-
ñòâèåì ÷åãî ÿâèëàñü ïîòðåáíîñòü â ñîçäàíèè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ íàó÷íûõ îáùåñòâ. Âî âòîðîé
ïîëîâèíå XIX â. â ðàçíûõ ñòðàíàõ ñòàëè âîçíèêàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îáùåñòâà, êîòîðûå ñóùå-
ñòâóþò äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Â Ðîññèè ïðè Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå â 1861 ãîäó âîçíèêëî
ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, â 1865 ã. âîçíèêëî Ëîíäîíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî [1]. Åãî
ñîçäàíèå ïîâëèÿëî íà ôîðìèðîâàíèå íåñêîëüêèõ äðóãèõ íàöèîíàëüíûõ îáùåñòâ ïî âñåìó ìè-
ðó, òàêèõ êàê Ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî Ôðàíöèè (1873), Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê Ïàëåðìî
(1884), Àìåðèêàíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî (1888), Íåìåöêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî
(1890).

Âîçíèêíîâåíèå Ëîíäîíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà Â Áðèòàíèè â 1662 ã. áûëî îñíî-
âàíî Êîðîëåâñêîå îáùåñòâî (the Royal Society) äëÿ ïîîùðåíèÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè åñòå-
ñòâåííûõ è ôèçè÷åñêèõ íàóê. Ñ íà÷àëà XIX â. ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûå íàó÷-
íûå îáùåñòâà: Ãåîëîãè÷åñêîå îáùåñòâî (1807), Àñòðîíîìè÷åñêîå îáùåñòâî (1820), Ñòàòè÷åñêîå
îáùåñòâî (1834), Õèìè÷åñêîå îáùåñòâî (1841). Â 1831 ã. îñíîâàíà Áðèòàíñêàÿ àññîöèàöèÿ ñî-
äåéñòâèÿ ðàçâèòèþ íàóêè.

Ó áðèòàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ ñåðåäèíû XIX â. íå ñóùåñòâîâàëî íàöèîíàëüíîãî îáùåñòâà.
Íåêîòîðûå ìàòåìàòèêè ñòàíîâèëèñü ÷ëåíàìè Ñòàòèñòè÷åñêîãî îáùåñòâà, îäíàêî áîëåå ïðè-
âëåêàòåëüûì äëÿ ìàòåìàòèêîâ áûëî Àñòðîíîìè÷åñêîå îáùåñòâî, îñíîâàííîå Ôðýíñèñîì Áåé-
ëè (Francis Baily, 1774�1844), ÷ëåíàìè êîòîðîãî áûëè òàêèå ìàòåìàòèêè êàê ×àðëüç Áýááèäæ
(Charles Babbage, 1792�1871), ñýð Äæîí Ãåðøåëü (Sir John Herschel, 1792�1871), Àâãóñò äå
Ìîðãàí (Augustus De Morgan, 1806�1871).

Áðèòàíñêèé ìàòåìàòèê ìîã îïóáëèêîâàòü ñòàòüþ â èçäàíèÿõ Êåìáðèäæñêîãî ôèëîñîôñêî-
ãî îáùåñòâà (the Cambridge Philosophical Society, îñíîâàíî â 1819 ã.). Íî ôèëîñîôñêîå îáùåñòâî
èíòåðåñîâàëîñü íå òîëüêî ìàòåìàòèêîé. â Áðèòàíñêîé àññîöèàöèè áûëà ñåêöèÿ ìàòåìàòèêè,
íî îíà ñîáèðàëàñü òîëüêî ðàç â ãîä. Çàäîëãî äî ñîçäàíèÿ Ëîíäîíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà â 1865 ãîäó ñóùåñòâîâàëè òàêèå ìåñòíûå îðãàíèçàöèè, êàê Ìàí÷åñòåðñêîå îáùåñòâî (the
Manchester Society), îñíîâàííîå â 1718 ãîäó, è Îëäõýìñêîå îáùåñòâî (the Oldham Society) 1794
ãîäà. Áîëüøåé èçâåñòíîñòüþ, ÷åì ëþáîå èç íèõ, ïîëüçîâàëîñü çíàìåíèòîå ìàòåìàòè÷åñêîå îá-
ùåñòâî Ñïèòàëôèëäñà (the Spital�elds Mathematical Society), îñíîâàííîå â 1717 ãîäó. â èþíå
1845 ãîäà îáùåñòâî ïðåêðàòèëî ñâîå ñóùåñòâîâàíèå.

Â òå÷åíèå ñëåäóþùèõ 20 ëåò äâóìÿ îñíîâíûìè àíãëèéñêèìè èçäàíèÿìè äëÿ ìàòåìàòèêîâ
áûëè èçäàíèÿ Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà è Êåìáðèäæñêîãî ôèëîñîôñêîãî îáùåñòâà. Êåìáðèäæ-
ñêîå ôèëîñîôñêîå îáùåñòâî ìîãëî áûòü õîðîøåé îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îò-
äåëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, ïîñêîëüêó Êåìáðèäæ â òî âðåìÿ áûë ïåðåäîâûì ìåñòîì
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ â ñòðàíå. Îäíàêî íå íàøëîñü ìîòèâèðîâàííûõ è çàèíòåðåñîâàííûõ
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ëþäåé â ôîðìèðîâàíèè òàêîãî îðãàíà. Çàèíòåðåñîâàííûå ëþäè íàøëèñü â Ëîíäîíå, ãäå áûëî
ãîðàçäî áîëüøå ïðàêòèêóþùèõ ìàòåìàòèêîâ, íå òîëüêî àêàäåìè÷åñêèõ.

Óíèâåðñèòåòñêèé êîëëåäæ Ëîíäîíà âõîäèò â ñîñòàâ Ëîíäîíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Îí ðàñ-
ïîëîæåí â ñàìîì öåíòðå ñòîëèöû. Ëîíäîíñêèé óíèâåðñèòåò áûë îñíîâàí â 1826 ã., â 1836 ã.
Ëîíäîíñêèé óíèâåðñèòåò è Êîðîëåâñêèé óíèâåðñèòåò îáúåäèíèëèñü ïîä èìåíåì Ëîíäîíñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà, êîòîðûé ñîñòîÿë èç äâóõ êîëëåäæåé � Óíèâåðñèòåòñêîãî è Êîðîëåâñêîãî. â
èòîãå Óíèâåðñèòåòñêèé êîëëåäæ áûë íàçâàí ¾Óíèâåðñèòåòñêèé êîëëåäæ Ëîíäîíà¿ (UCL).

Â Óíèâåðñèòåòñêîì êîëëåäæå ïåðâûì ïðîôåññîðîì ìàòåìàòèêè áûë Àâãóñò äå Ìîðãàí.

Äå Ìîðãàí ïîñòóïèë â Òðèíèòè-êîëëåäæ â Êåìáðèäæå â ôåâðàëå 1823 ãîäà è íà âòîðîì
êóðñå çàíÿë ïåðâîå ìåñòî â äèâèçèîíå ïåðâîãî êëàññà; îäíàêî îí áûë ðàçî÷àðîâàí, îêîí÷èâ
åãî òîëüêî ÷åòâåðòûì ðýíãëåðîì â 1827 ãîäó. â 1828 ã. äå Ìîðãàí ñòàë ïðîôåññîðîì ìàòåìàòè-
êè â Óíèâåðñèòåòñêîì êîëëåäæå Ëîíäîíà, â êîòîðîì îí ïðîñëóæèë ïðàêòè÷åñêè âñþ æèçíü,
èìåííî, ñ 1828 ã ïî 1831 ã. çàòåì ñ 1836 ã. ïî 1867 ã., óõîäÿ â îòñòàâêó ïî ïðèíöèïèàëüíûì
ñîáðàæåíèÿì. Äå Ìîðãàí áûë ãëóáîêî âîâëå÷åí â ñôåðó îáðàçîâàíèÿ. Óíèâåðñèòåòñêèé êîë-
ëåäæ áûë ìîëîäûì è ÷àñòî èñïûòûâàë òðóäíîñòè. Äå Ìîðãàí áûë ïîëíîñòüþ ïðåäàí ñâîèì
îáÿçàííîñòÿì â í¼ì. Îí áûë àêòèâíûì ÷ëåíîì Îáùåñòâà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëåçíûõ çíàíèé.
¾Ýíöèêëîïåäèÿ Ïåííè¿, èçäàâàåìàÿ ýòèì Îáùåñòâîì, ñîäåðæèò áîëåå 850 ñòàòåé äå Ìîðãàíà
ïî ìàòåìàòèêå è ñìåæíûì ïðåäìåòàì. Äå Ìîðãàí ïóáëèêîâàë ó÷åáíèêè ïî ëîãèêå, àëãåá-
ðå, òðèãîíîìåòðèè, àñòðîíîìèè, äèôôåðåíöèàëüíîìó è èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ è äð. Êàê
ó÷èòåëü îí ñòðåìèëñÿ äåìîíñòðèðîâàòü ïðèíöèïû è èõ ñòðîãîå ëîãè÷åñêîå ðàçâèòèå, à íå ìå-
òîäû. Åãî ó÷åíèêè, ñðåäè êîòîðûõ áûëè È. Òîäãåíòåð è Äæ. Ñèëüâåñòð, ïåðåíÿëè îò íåãî
áîëüøóþ ëþáîâü ê ìàòåìàòèêå. Äå Ìîðãàí îêàçàë çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàòå-
ìàòèêè â äåâÿòíàäöàòîì âåêå. â 1838 ã. îí îïðåäåëèë òåðìèí ¾ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿,
êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ìàòåìàòèêàìè áåç îñîáîé ÿñíîñòè. Ïîñëå ñòàòüè äå Ìîðãàíà òåðìèí
ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå áëàãîäàðÿ ó÷åáíèêó àëãåáðû Òîäãåíòåðà. Åãî íàèáîëüøèé
âêëàä â íàó÷íîå çíàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ
ñòàëè åãî çíàìåíèòûå çàêîíû è ëîãèêà îòíîøåíèé. â 1847 ã. äå Ìîðãàí îïóáëèêîâàë ñâîé ãëàâ-
íûé ëîãè÷åñêèé òðàêòàò ïîä íàçâàíèåì ¾Ôîðìàëüíàÿ ëîãèêà, èëè èñ÷èñëåíèå íåîáõîäèìûõ è
âåðîÿòíûõ çàêëþ÷åíèé¿ [2], â êîòîðîì îí èñõîäèë èç ïðèíöèïà, ÷òî ëîãèêà äîëæíà ñëóæèòü
òî÷íîìó âûðàæåíèþ ìûñëåé è óñòðàíÿòü íåÿñíîñòè è äâóñìûñëåííîñòè, ïðèñóùèå ðàçãîâîð-
íîìó ÿçûêó. Òðàêòàò ñîäåðæèò ïåðåèçäàíèå ïåðâûõ ïîíÿòèé, ïîäðîáíîå ðàçâèòèå äîêòðèíû
ñèëëîãèçìà, à òàêæå ãëàâû î âåðîÿòíîñòè, èíäóêöèè, ñòàðûõ ëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ è îøèá-
êàõ. Ïðîôåññîð äå Ìîðãàí, åãî ñûí Äæîðäæ è æåíà Ñîôèÿ ïðè÷àñòíû ê èñòîðèè îñíîâàíèÿ
Ëîíäîíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Èäåÿ îñíîâàíèÿ Ëîíäîíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà ïðèíàäëåæèò äâóì ìîëîäûì ëþ-
äÿì, íåäàâíèì âûïóñêíèêàì Óíèâåðñèòåòñêîãî êîëëåäæà, Äæîðäæó äå Ìîðãàíó è åãî äðóãó
Àðòóðó Ðýíüÿðäó.

Æèçíü Àðòóðà ñ 12 ëåò áûëà ñâÿçàíà ñ Óíèâåðñèòåòñêèì êîëëåäæåì, ñ 1857 ïî 1860 ãîä îí
ó÷èëñÿ â øêîëå Óíèâåðñèòåòñêîãî êîëëåäæà, çàòåì â òå÷åíèå ÷åòûð¼õ ëåò ó÷èëñÿ â êîëëåæäå,
ãäå ñ 1857 ïîäðóæèëñÿ ñî ñâîèì îäíîêëàññíèêîì Äæîðäæåì äå Ìîðãàíîì. Ïîä âëèÿíèåì ëåê-
öèé ïðîôåññîðà äå Ìîðãàíà Àðòóð ðåøèë ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè è àñòðîíîìèè. Â
1863 ãîäó, â âîçðàñòå 18 ëåò, îí áûë èçáðàí ÷ëåíîì Êîðîëåâñêîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Äæîðäæ äå Ìîðãàí òîæå ó÷èëñÿ â øêîëå Óíèâåðñèòåòñêîãî êîëëåäæà (1856�1857), à çàòåì
â êîëëåäæå, ãäå ïîëó÷èë ìíîæåñòâî îòëè÷èé, âûèãðàâ ïåðâóþ ïðåìèþ â êëàññå ñâîåãî îòöà è
çîëîòóþ ìåäàëü Ëîíäîíñêîãî óíèâåðñèòåòà, êîãäà ïîëó÷èë ñòåïåíü ìàãèñòðà â 1863 ãîäó. Åãî
íàçûâàëè ¾þíûé Áåðíóëëè¿. èìåÿ â âèäó, ÷òî åãî îòåö òîæå áûë ìàòåìàòèêîì. Ñ 1863 ïî 1865
ãîä îí áûë ó÷èòåëåì ìàòåìàòèêè â øêîëå Óíèâåðñèòåòñêîãî êîëëåäæà.

Ïîäðîáíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ Ëîíäîíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî Îáùåñòâà îïèñàëà Ñîôèÿ äå
Ìîðãàí â ìåìóàðàõ î ìóæå, îïóáëèêîâàííûõ â 1882 ãîäó [3]. Èñòîðèÿ ãëàñèò, ÷òî ëåòîì 1864
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ãîäà ìëàäøèé äå Ìîðãàí (George Campbell De Morgan, 1841�1861) è åãî äðóã Àðòóð Ðýíüÿðä
(Arthur Cowper Ranyard, 1815�1894) îáñóæäàëè ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû âî âðåìÿ ïðîãóëêè
ïî óëèöàì, êîãäà èì ïðèøëî â ãîëîâó, ÷òî ¾áûëî áû î÷åíü ïðèÿòíî èìåòü îáùåñòâî, â êîòîðîå
ìîæíî áûëî áû âíîñèòü âñå îòêðûòèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè¿. ¾Ìåæäó ìîëîäûìè ëþäüìè
áûëî ðåøåíî, ÷òî Äæîðäæ äîëæåí ïîïðîñèòü ñâîåãî îòöà çàíÿòü ïðåäñåäàòåëüñêîå ìåñòî íà
ïåðâîì çàñåäàíèè¿ [3, ñòð. 281]. Íà ñàìîì äåëå, âèäèìî, Ðýíüÿðä äîãîâîðèëñÿ ñ ïðîôåññîðîì
î âñòðå÷å.

Ëèòîãðàôèðîâàííûé öèðêóëÿð îò 10 îêòÿáðÿ 1864 ã, íàïèñàííûé ðóêîé Äæîðäæà äå Ìîð-
ãàíà è ðàçîñëàíûé ìàòåìàòèêàì ïî âñåé ñòðàíå, ãëàñèë ñëåäóþùåå: ¾Ñýð, ïîçâîëüòå ïðîñèòü
Âàñ îêàçàòü íàì ÷åñòü ïðèñóòñòâîâàòü íà ïåðâîì çàñåäàíèè ½Ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà Óíè-
âåðñèòåòñêîãî êîëëåäæà�, êîòîðîå ñîñòîèòñÿ â êîëëåäæå â Áîòàíè÷åñêîì òåàòðå âå÷åðîì 7-ãî
íîÿáðÿ â âîñåìü ÷àñîâ. Ïðîôåññîð äå Ìîðãàí ïîîáåùàë áûòü ïðåäñåäàòåëåì è âûñòóïèòü ñî
âñòóïèòåëüíîé ðå÷üþ, ïîñëå ÷åãî ìîæíî áóäåò îáñóäèòü îáùèå öåëè è ïëàíû Îáùåñòâà. Ïðåä-
ëàãàåòñÿ, ÷òîáû î÷åðåäíûå çàñåäàíèÿ Îáùåñòâà ïðîõîäèëè ðàç â ìåñÿö, à ïðî÷èòàííûå çàòåì
ñòàòüè áûëè îòïå÷àòàíû íà ëèòîãðàôèè è ðàñïðîñòðàíåíû ñðåäè ÷ëåíîâ Îáùåñòâà. Ãîäîâàÿ
ïîäïèñêà íå äîëæíà ïðåâûøàòü ïîëîâèíû ãèíåè.

Èìååì ÷åñòü áûòü, ñýð,
Âàøè ïîêîðíûå ñëóãè. G. C. De Morgan, Arthur C. Ranyard¿ [4].
Ïðåäâàðèòåëüíàÿ âñòðå÷à ñîñòîÿëàñü 7 íîÿáðÿ 1864 ã. Íà íåé äîãîâîðèëèñü íàçûâàòü áó-

äóùåå îáùåñòâî ¾Ëîíäîíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî¿. Ïåðâîå çàñåäàíèå Îáùåñòâà ñîñòîÿ-
ëîñü 16 ÿíâàðÿ 1865 ã. Òîðæåñòâåííîå çàñåäàíèå íà÷àëîñü â âîñåìü ÷àñîâ ñ èçáðàíèÿ Àâãóñòà
äå Ìîðãàíà è Òîìàñà Õåðñòà (Thomas Archer Hirst, 1830�1892) â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðåçèäåíòà è
âèöå-ïðåçèäåíòà Îáùåñòâà ñîîòâåòñòâåííî. Ñåêðåòàðÿìè-îñíîâàòåëÿìè îáùåñòâà ñòàëè Ãåíðè
Ìåéñîí Áîìïàñ (Bompas, Henry Mason, 1836�1909) è Ãåðáåðò Õàðäè Êîçåíñ-Õàðäè (Herbert
Cozens-Hardy, 1838�1920), îáà áûâøèå ó÷åíèêè äå Ìîðãàíà â Óíèâåðñèòåòñêîì êîëëåäæå è
îáà ïðàêòèêóþùèå þðèñòû. Äæîðäæ äå Ìîðãàí è Àðòóð Ðýíüÿðä íà ýòîì çàñåäàíèè îòñóò-
ñòâîâàëè.

Ñî âñòóïèòåëüíîé ðå÷üþ âûñòóïèë ïðîôåññîð äå Ìîðãàí. Ãëàâíîé öåëüþ Îáùåñòâà äå
Ìîðãàí íàçâàë ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè è å¼ íàèáîëåå íåïîñðåäñòâåííûõ ïðèìåíåíèé. Îí òàê-
æå âûðàçèë íàäåæäó, ÷òî â Îáùåñòâå íå áóäåò äîìèíèðîâàòü êàêàÿ-òî êîíêðåòíàÿ îáëàñòü
èññëåäîâàíèé, íî ÷òî êàæäîå íàïðàâëåíèå áóäåò èìåòü äîñòàòî÷íóþ ïîääåðæêó ñðåäè ñâîèõ
÷ëåíîâ. Íàêîíåö, îí ïðåäëîæèë òàêèå îáëàñòè èçó÷åíèÿ, êàê ¾òî, ÷òî ìîæíî íàçâàòü ëîãè÷å-
ñêîé ìàòåìàòèêîé, ò.å. ñâÿçü ìåæäó ëîãèêîé è ìàòåìàòèêîé; èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè¿ [5].

Èç 27 ÷ëåíîâ Îáùåñòâà 26 èìåëè ïðÿìîå îòíîøåíèå ê Óíèâåðñèòåòñêîìó êîëåäæó: ó÷è-
ëèñü â í¼ì, áûëè ó÷åíèêàìè äå Ìîðãàíà. â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ìåñÿöåâ Îáùåñòâî ïðèâëåêëî
áîëåå 60 íîâûõ ÷ëåíîâ ñî âñåé ñòðàíû, âêëþ÷àÿ ìíîãèõ âåäóùèõ áðèòàíñêèõ ìàòåìàòèêè 19
âåêà, òàêèå êàê Àðòóð Êýëè, Äæåéìñ Äæîçåô Ñèëüâåñòð, Ãåíðè Äæîí Ñòèâåí Ñìèò, Äæîðäæ
Ñýëìîí, Óèëüÿì Êèíãäîí Êëèôôîðä è Äæåéìñ Êëåðê Ìàêñâåëë.

Êýëè áûë îäíèì èõ ñàìûõ àêòèâíûõ ÷ëåíîâ Îáùåñòâà. Ñâîþ ïåðâóþ ñòàòüþ ¾Ïðåîáðàçî-
âàíèå ïëîñêèõ êðèâûõ¿ îí ïðåäñòàâèë Îáùåñòâó 16 îêòÿáðÿ 1865 ã. [6], ïîñëå êîòîðîé ïîñëå-
äîâàëè åù¼ 77 ñòàòåé. Ñ 1868 ïî 1870 ã. îí áûë ïðåçèäåíòîì Îáùåñòâà.

15 ÿíâàðÿ 1866 ã. ñîñòîÿëîñü ãîäîâîå çàñåäàíèå Îáùåñòâà. Äå Ìîðãàí îáðàòèë âíèìàíèå íà
íîâèçíó è âàæíîñòü ìíîãèõ ñòàòåé è îòìåòèë, ÷òî ýòî åäèíñòâåííîå îáùåñòâî â Àíãëèè, ãäå
ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå ñòàòüè. Îí òàêæå âûðàçèë ñâîå ìíåíèå, ÷òî öåëè Îáùåñòâà â öåëîì âû-
ïîëíåíû. â íîÿáðå 1866 ã. ñîñòîÿëàñü âòîðîå îáùåå åæåãîäíîå ñîáðàíèå Îáùåñòâà. Äå Ìîðãàí
íå ïðèñóòñòâîâàë íà ýòîé âñòðå÷å � äâóìÿ äíÿìè ðàíåå îí ïîäàë â îòñòàâêó ñî ñâîåãî ïîñòà
ïðîôåññîðà Óíèâåðñèòåòñêîãî êîëëåäæà èç-çà ðàçíîãëàñèé ïî ïîâîäó ðåàëèçàöèè êîëëåäæåì
ïîëèòèêè ðåëèãèîçíîãî íåéòðàëèòåòà, � è ñ ýòîãî âðåìåíè åãî ïîñåùåíèÿ ñòàíîâèëèñü âñå ìå-
íåå ðåãóëÿðíûìè ïî ìåðå óõóäøåíèÿ ñîñòîÿíèÿ åãî çäîðîâüÿ. Îí îñòàëñÿ â Ñîâåòå Îáùåñòâà,
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çàíèìàÿ äîëæíîñòü âèöå-ïðåçèäåíòà ñ 1866 ïî 1868 ãîä è ñ 1869 ïî 1870 ãîä, âñå åùå âðåìÿ
îò âðåìåíè âûñòóïàÿ ñ äîêëàäàìè. Èíñóëüò ñäåëàë åãî íåñïîñîáíûì ïîñåùàòü ñîáðàíèÿ ïîñëå
1868 ãîäà, è îí óìåð 18 ìàðòà 1871 ãîäà.

Îäíàêî Îáùåñòâî î÷åíü ñêîðî ñòàëî æåðòâîé ñîáñòâåííîãî óñïåõà. Ðåçêîå óâåëè÷åíèå ÷èñ-
ëà ÷ëåíîâ è ñòàòåé, ïðåäñòàâëåííûõ íà åãî çàñåäàíèÿõ, ïðèâåëî ê óâåëè÷åíèþ ðàñõîäîâ íà
ïå÷àòü è ðàñïðîñòðàíåíèå òðóäîâ. Ïåðâûé òîì òðóäîâ Îáùåñòâà (Proceedings of the London
Mathematical Society), îõâàòûâàþùèé ïåðèîä ñ ÿíâàðÿ 1865 ïî íîÿáðü 1866 ãîäà, ñîäåðæàë
âñåãî 11 èç 37 ñòàòåé, ïðåäñòàâëåííûõ â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè. â ñâîåì ïåðâîíà÷àëüíîì öèð-
êóëÿðå îò 1864 ãîäà Äæîðäæ äå Ìîðãàí è Àðòóð Ðýíüÿðä çàâåðÿëè ïîòåíöèàëüíûõ ÷ëåíîâ,
÷òî ãîäîâàÿ ïîäïèñêà íå ïðåâûñèò ïîëîâèíû ãèíåè. Îäíàêî çàòðàòû íà ïîäãîòîâêó ìàòåðè-
àëîâ áûñòðî ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè áîëåå ÷åì óäâîèòü ÷ëåíñêèé âçíîñ ñ 10 øèëëèíãîâ äî
îäíîé ãèíåè â íîÿáðå 1867 ãîäà. Íî, íåñìîòðÿ íà óâåëè÷åíèå äîõîäîâ, êîòîðîå îáåñïå÷èë ýòîò
ðîñò, ê 1873 ãîäó Îáùåñòâî èñïûòûâàëî äåôèöèò èç-çà ðàñòóùåãî ÷èñëà ïóáëèêàöèé ñòàòåé.
Òàêèå ñêðîìíûå ìåðû, êàê ñîêðàùåíèå ïîäïèñêè íà æóðíàëû, ñîêðàùåíèå ðàñõîäîâ íà ïå-
÷àòü è âçèìàíèå ïëàòû ñ ÷ëåíîâ êëóáà çà ïåðåïå÷àòêó ñòàòåé, ñåðüåçíî ðàññìàòðèâàëèñü äî
òåõ ïîð, ïîêà â 1874 ãîäó ùåäðûé ïîäàðîê â ðàçìåðå 1000 ôóíòîâ ñòåðëèíãîâ îò ëîðäà Ðýëåÿ
(Lord Rayleigh) íå ðàçðåøèë ôèíàíñîâûå òðóäíîñòè. Ïîñëå óñòðàíåíèÿ ôèíàíñîâûõ ïðîáëåì
÷èñëî ïóáëèêàöèÿé ñòàòåé ðåçêî âîçðîñëî. Ê 1900 ãîäó â òðóäàõ îáùåñòâà áûëî îïóáëèêîâàíî
áîëåå 900 ñòàòåé.

Äî 1867 ã. Ëîíäîíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî íå èìåëî ñîáñòâåííîî ïîìåùåíèÿ è, ïî ñó-
òè, ñ÷èòàëîñü ñòóäåí÷åñêèì îáùåñòâîì óíèâåðñèòåòñêîãî êîëëåäæà, íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùèìè
ìåäèöèíñêèì, äèñêóññèîííûì, ëèòåðàòóðíûì è ôèëîñîôñêèì îáùåñòâàìè.

Â 1867 ã. Îáùåñòâî íàñ÷èòûâàëî 94 ÷ëåíà, áîëüøå ïîëîâèíû èç íèõ íå èìåëè îòíîøåíèå
ê Óíèâåðñèòåòñêîìó êîëëåäæó. Ýòî îáùåñòâî âñêîðå ïðèâëåêëî âíèìàíèå íåêîòîðûõ âûäàþ-
ùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ ñòðàíû, è èç îáùåñòâà óíèâåðñèòåòñêèõ êîëëåäæåé îíî ïðåâðàòèëîñü â
Ëîíäîíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî è ïåðåâåäåíî èç çäàíèÿ êîëëåäæà â ñîáñòâåííîå ïîìå-
ùåíèå. Îáùåñòâî ñòàëî òåì, ÷åì îíî îñòàåòñÿ äî ñèõ ïîð, � íàöèîíàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îáùåñòâîì.
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Ðàññìîòðåíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ ïðèìåíåíèÿ ÷èñåë Ïëàòîíà ê îïèñàíèþ ñòðîåíèÿ Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû.

Â ñâîåì äèàëîãå ¾Òèìåé¿ Ïëàòîí [1] ðàññêàçûâàåò, êàê áîã ïîñòðîèë Âñåëåííóþ (êîñìîñ,
ìèð). Äëÿ ýòîãî Ïëàòîí èñïîëüçóåò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïåðâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (ñòð. 437 � 438)

1 2 3 4 9 8 27

íàïèñàíà â äóõå ïèôàãîðåéöåâ. Âòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñòð. 458 � 459)

4 8 20 6 12

õàðàêòåðèçóåò ïÿòü ïðàâèëüíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íàçûâàåìûõ òåëàìè Ïëàòîíà. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçûâàåò ÷èñëî èõ ãðàíåé. Ñåãîäíÿ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå íàçâàíèÿ ìíîãî-
ãðàííèêîâ, ñîîòâåòñòâåííî: òåòðàýäð, îêòàýäð, èêîñàýäð, ãåêñàýäð (êóá) è äîäåêàýäð (ñàìè
íàçâàíèÿ ó÷èòûâàþò ÷èñëî ãðàíåé). Äâîéñòâåííîñòü òåë Ïëàòîíà (ãðàíè è âåðøèíû ìåíÿþò-
ñÿ ìåñòàìè) ïðèâîäèò ê òàêîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà âåðøèí, íî òåëà ðàñïîëàãàþòñÿ
â äðóãîì ïîðÿäêå: òåòðàýäð, êóá, äîäåêàýäð, îêòàýäð è èêîñàýäð. Â 1596 ãîäó Èîãàíí Êåïëåð
(1571 � 1630) â ñâîåé ïåðâîé êíèãå ¾Êîñìîãðàôè÷åñêàÿ òàéíà¿ [2] ïðèìåíèë òåëà Ïëàòîíà äëÿ
îáúÿñíåíèÿ çàêîíà ïëàíåòíûõ ðàññòîÿíèé â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå:

8 20 12 4 6

Ó Êåïëåðà òåëà Ïëàòîíà (óêàçàíî ÷èñëî ãðàíåé) ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
ðàññòîÿíèé ïëàíåò îò Ñîëíöà: îêòàýäð, èêîñàýäð, äîäåêàýäð, òåòðàýäð è êóá. Òåëà Ïëàòîíà
ðàçäåëåíû ñôåðàìè, øåñòü ñôåð îõâàòûâàþò ïÿòü òåë Ïëàòîíà, îðáèòû øåñòè ïëàíåò (Ìåð-
êóðèé, Âåíåðà, Çåìëÿ, Ìàðñ, Þïèòåð, Ñàòóðí) ëåæàò íà ñôåðàõ.

Â 1801 ãîäó Ãåîðã Âèëüãåëüì Ôðèäðèõ Ãåãåëü (1770 � 1831) [3] ïðèìåíèë ïåðâóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Ïëàòîíà ê ôîðìóëèðîâêå çàêîíà ïëàíåòíûõ ðàññòîÿíèé â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå,
ïðîèçâîëüíî çàìåíèâ ÷èñëî 8 íà ÷èñëî 16:

1 2 3 4 9 16 27
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Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ äàíû â òîì ïîðÿäêå, êàê èõ çàäàâàëè Ïëà-
òîí, Êåïëåð è Ãåãåëü. Õîðîøî âèäíî, ÷òî Êåïëåð è Ãåãåëü ñ÷èòàëè âîçìîæíûì èçìåíèòü â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Ïëàòîíà ïîðÿäîê ÷èñåë è ñàìè ÷èñëà.

Àëåêñåé Ô¼äîðîâè÷ Ëîñåâ (1893 � 1988), àâòîð âñòóïèòåëüíîé ñòàòüè è ñòàòüè â ïðèìå-
÷àíèÿõ ê òðåòüåìó òîìó Ïëàòîíà [1], óêàçàë â ýòîì òîìå íåâåðíûé ïîðÿäîê ÷èñåë â ïåðâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ïëàòîíà (ñòð. 613):

1 2 3 4 8 9 27

Íåâåðíûé ïîðÿäîê ÷èñåë ìû âèäèì òàêæå â âàæíîé êíèãå Ëîñåâà [4] íà ñòð. 196 è 201, â
òî âðåìÿ êàê íà ñòð. 423 äàí âåðíûé ïîðÿäîê. Â äðóãîé èçâåñòíîé êíèãå Ëîñåâà [5] ïåðâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ïëàòîíà çàïèñàíà ïðàâèëüíî.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàíè êàæäîãî èç ïëàòîíîâûõ òåë îáðàçóþò ïðàâèëüíóþ ñèñòåìó ôèãóð â
òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ãðàíåé îäèíàêîâî îêðóæåíà äðóãèìè. Ð¼áðà è âåðøèíû êàæ-
äîãî èç ïëàòîíîâûõ òåë òàêæå îáðàçóþò ïðàâèëüíûå ñèñòåìû ôèãóð. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü ïëàòîíîâû òåëà è òîëüêî èõ. Ñâîéñòâà ïðàâèëüíîñòè ïëàòîíîâûõ òåë ëåæàò â îñíî-
âå ïîíèìàíèÿ ïðàâèëüíûõ ñèñòåì òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ ñóòü êðèñòàëëîãðàôèè. Ýòî ïîíèìàë
åù¼ Êåïëåð, ñî÷èíåíèå "Î øåñòèóãîëüíûõ ñíåæèíêàõ"êîòîðîãî, ñ÷èòàåòñÿ ïåðâîé ðàáîòîé â
êðèñòàëëîãðàôèè.

Âåðà â ãàðìîíèþ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïðèâåëà â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê ôîðìóëèðîâêå Êåïëåðîì
òðåõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïëàíåò, êîòîðûå ñ âûñîêîé òî÷íîñòü ïîäòâåðæäàþòñÿ àñòðîíîìè÷å-
ñêèìè íàáëþäåíèÿìè è èç êîòîðûõ îäíîçíà÷íî ñëåäóåò çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà.
Íåäàðîì îäíà èç ïîñëåäíèõ êíèã Êåïëåðà íàçûâàåòñÿ ¾Ãàðìîíèÿ ìèðà¿, â êîòîðîé èäåÿ ïðà-
âèëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí.
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Õðîíîëîãè÷åñêèå ðàñ÷åòû Êèðèêà Íîâãîðîäöà (1100 - ïîñëå 1156) ïðåäñòàâëåíû â åãî ñî÷è-
íåíèè ¾Ó÷åíèå èì æå âåäàòè ÷åëîâåêó ÷èñëà âñåõ ëåò¿ (1136 ã.) [1]. Â íà÷àëüíîé ÷àñòè äàííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû êîëè÷åñòâà åäèíèö ñ÷åòà âðåìåíè â 6644 ãîäàõ, ïðîøåäøèõ
îò Ñîòâîðåíèÿ Ìèðà äî ìîìåíòà âûïîëíåíèÿ õðîíîëîãè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Êèðèêîì. Êðîìå
÷èñëà ñàìèõ ãîäîâ, Êèðèê ðàññ÷èòûâàåò â ýòîì ÷èñëå - (6644) - êîëè÷åñòâî ìåñÿöåâ, íåäåëü,
äíåé è ÷àñîâ. ¾Âñå ïðèâîäèìûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíû òî÷íî¿ [2]. Â.Â. Ìèëüêîâ íåçàâèñèìî
îò À.Ï. Þøêåâè÷à óæå â íàøå âðåìÿ àíàëîãè÷íî îöåíèë, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ ðàáîòà Êèðèêîì ¾èñ-
ïîëíåíà áåçóêîðèçíåííî¿ [3]. Îäíàêî íè Þøêåâè÷, íè Ìèëüêîâ íå ñîîáùàþò íà îñíîâå ÷åãî
îíè ïðèøëè ê âûâîäó î òî÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ Êèðèêà, íî ñàìîå ãëàâíîå: çà÷åì
Êèðèêó áûëà íóæíà òàêàÿ òî÷íîñòü? Ìåæäó òåì îòâåò íà ýòîò âîïðîñ âûòåêàåò èç ðàáîòû
À.À. Òóðèëîâà î ¾ñåìèòûñÿ÷íèêàõ¿. Îíè áûëè êèðèëëè÷åñêîé ðåöåïöèåé ãëàãîëè÷åñêîãî ïðî-
òîãðàôà, à òàê êàê ÷èñëîâûå ñèñòåìû â ýòèõ ïèñüìåííîñòÿõ áûëè ðàçëè÷íûìè (â äåòàëÿõ),
òî ¾ñåìèòûñÿ÷íèêè¿ ìîãëè êàçàòüñÿ êðàéíå íåòî÷íûìè õðîíîëîãè÷åñêèìè òåêñòàìè, êàêîâûå
Êèðèê ðåøèë èñïðàâèòü: ¾Êèðèê ñàìîñòîÿòåëåí â ðàñ÷åòàõ, êîòîðûå îí äåëàë ïðèìåíèòåëüíî
ê ñâîåìó âðåìåíè (ò. å. ê 6644 ãîäó � Àâò.). Ñåìèòûñÿ÷íèêè ïîñëóæèëè åìó ëèøü îáðàçöîì è
ñõåìîé, ê òîìó æå íàèáîëåå îðèãèíàëüíàÿ ÷àñòü ¾Ó÷åíèÿ¿ - î äðîáíîì äåëåíèè ÷àñà � â íèõ
íå ïðåäñòàâëåíà¿ [4]. Îò ñåáÿ äîáàâèì, ÷òî ñàìà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé îêàçàëñÿ Êèðèê, çàñòàâ-
ëÿëà åãî ñ îñîáîé òùàòåëüíîñòüþ îòíîñèòüñÿ ê ïðîèçâîäèìûì â ¾Ó÷åíèè î ÷èñëàõ¿ ðàñ÷åòàì.
Îäíàêî äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåðåøåííûì âîïðîñ: ÷òî ñëóæèò маркером íàäåæíîñòè ðàñ÷åòîâ
Êèðèêà è ìîæíî ëè èì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñîâðåìåííîìó ó÷åíîìó-èñòî÷íèêîâåäó ïðè ðåøå-
íèè ïðîáëåìû äîñòîâåðíîñòè ðàáîòû ñ äðåâíåðóññêèìè ÷èñëîâûìè èñòî÷íèêàìè. Ïåðåõîäèì
ê èçëîæåíèþ òàêîé âîçìîæíîñòè.

Íà îñíîâå ýëåìåíòàðíûõ (øêîëüíûõ) ñâåäåíèé èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà äåëÿòñÿ íà ïðîñòûå
è ñîñòàâíûå, ïðè÷åì ñîñòàâíûå ÷èñëà ìîæíî äåëèòü íà ïðîñòûå ÷èñëà. Íàïðèìåð, ñîñòàâíîå
÷èñëî 12 äåëèòñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà òàê: 12 = 2 · 2 · 3 èëè ¾2 â êâàäðàòå óìíîæèòü íà 3¿. ×èñëî
12 (â áóêâåííîé íóìåðàöèè) âñòðå÷àåòñÿ â ¾Ó÷åíèè î ÷èñëàõ¿ Êèðèêà. Îíî çäåñü ôèêñèðóåò
÷àñû àñòðîíîìè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàâíîäåíñòâèåì (âåñåííèì èëè îñåííèì):
¾âñè âåäàþòü è àçú ïîâåäàþ, ÿêî âú äíè îäèíîìú 12 åñòü ÷àñà, à òàêî æå è â íîùè¿ [1, Ñ. 186].
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Äàëåå ó Êèðèêà ðå÷ü èäåò î ÷èñëå 60, êîòîðîå âûðàæàåò êîëè÷åñòâî ¾äðîáíûõ¿: ¾ÿêî åãäà
áóäåò èõ 60 äåíü èñïîëíÿþò¿ [1, Ñ. 186]. ×èñëî 60 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
òàê: 60 = 2 · 2 · 3 · 5. Åñëè ðàññìîòðåòü ïðèâîäèìûå Êèðèêîì äàííûå î âñåõ ñåìè ¾äðîáíûõ¿
(60, 300, 1500, 7500, 37500, 187500, 937500), òî â êà÷åñòâå маркера áóäåò âûñòóïàòü ÷èñëî 60,
êîòîðîå ïðèñóòñòâóåò âî âñåõ ñåìè ñëó÷àÿõ ¾äðîáíûõ¿. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü, ñîãëàñóþòñÿ ëè
ýòî ðàçáèåíèå ñ ÷èñëàìè Êèðèêà î âðåìåííûõ åäèíèöàõ (6644, 79728, 2426721, 29120652). Ëåã-
êî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå маркером áóäåò ÷èñëî 11 · 151, êîòîðîå ïîâòîðÿåòñÿ âî âñåõ
÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ. Ýòî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî òåêñò î ¾äðîáíûõ¿
íå âõîäèë â ó÷åíèå Êèðèêà, êàêèì îíî ñôîðìèðîâàëîñü ïîçæå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðåäïîëîæå-
íèå Ê.Â. Âåðøèíèíà î òîì, ÷òî íàçâàíèå òðàêòàòà Êèðèêà îòíîñèëîñü íå êî âñåìó ñî÷èíåíèþ,
à ê åãî ÷àñòè: ¾. . . Çàãîëîâîê ¾Ó÷åíèå èì æå âåäàòè ÷åëîâåêó ÷èñëà âñåõ ëåò¿, õîòÿ è ïðèæèë-
ñÿ â èñòîðèîãðàôèè â êà÷åñòâå íàçâàíèÿ âñåãî ñî÷èíåíèÿ, îáîçíà÷àåò ëèøü åãî ÷àñòü. . . ¿ [5].
Íåäåëüíîå ÷èñëî (¾346673 íåäåëè è 3 äíè¿) íå ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì, ïîýòîìó âûïàäàåò èç
ñîñòàâà àíàëèçèðóåìûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé.

12 = 2 · 2 · 3

60 = 2 · 2 · 3 · 5

300 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5

1500 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5 · 5

7500 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5 · 5 · 5

37500 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5

187500 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5

937500 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5

6644 (ãîäû) = 2 · 2 · 11 · 151
79728 (ìåñÿöû) = 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 11 · 151

2426721 (äíè) = 3 · 11 · 151 · 487
29120652 (÷àñû) = 2 · 2 · 3 · 3 · 11 · 151 · 487

Â ðåçóëüòàòå âîïðîñ î òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé Êèðèêà ïîëó÷èë îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå. Âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî ïðàâèëüíîñòü ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ïîñðåäñòâîì âûÿâ-
ëåíèÿ îáùåãî маркера, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Äëÿ íà÷àëüíîé
÷àñòè ¾Ó÷åíèÿ¿ Êèðèêà ýòî ÷èñëî � 11 · 151, òî åñòü 1661. Äëÿ ïÿòåðè÷íûõ ¾äðîáëåíèé¿ ýòî
� 2 · 2 · 3 · 5, òî åñòü 60. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íà ïðèìåðå èçó÷åíèÿ äëèòåëüíîñòè ïðåäåëüíî
ìàëîé ÷àñòèöû âðåìåíè, êîòîðàÿ â èñòîðèîãðàôèè èíòåðïðåòèðóåòñÿ (â ÷àñòíîñòè) âåëè÷èíîé
ñåäüìîãî äðîáíîãî ¾÷àñöà¿ Êèðèêà. Êèðèê óòâåðæäàë, ÷òî áîëåå êðàòêîãî âðåìåíè íå áûâàåò:
¾Áîëå æå ñåãî íå áûâàåòü ðåêøå íå ðàæàþòñÿ îò ñåäìûõ äðîáíûõ¿ [1, Ñ. 188]. Â ðàñïðåäåëåíèè
Êèðèêà ¾äðîáíûõ¿ âàæíóþ ðîëü èãðàþò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå (12 = 2 · 2 · 3), ñ êîòîðîãî íà-
÷èíàåòñÿ ñ÷åò ¾äðîáíûõ¿, è ïîñëåäíåå (937500 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5), êîòîðûì ñ÷åò
çàâåðøàåòñÿ. Èõ îòíîøåíèå 12/937500 точно ðàâíî (â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè) 46,08 ìèë-
ëèñåêóíä (÷àñòèöà âðåìåíè). Ýòîò ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò óêàçûâàåìîìó â èñòîðèîãðàôèè
çíà÷åíèþ, ðàâíîìó ¾ïðèìåðíî 46 ìèëëèñåêóíäàì¿ [6]. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëîæåííûé
ìåòîä ñ îïîðîé íà ïîíÿòèå маркера, èìååò ïðèìåíåíèå ê ñèòóàöèÿì, èçó÷àåìûì â äðåâíå-
ðóññêîé èñòîðè÷åñêîé õðîíîëîãèè è èñòîðè÷åñêîé ìåòðîëîãèè.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññè÷åñêèå çàäà÷è ïëîñêîé ãåîäåçèè ïîëó÷èëè íîâûå èíòåðïðåòà-
öèè â ðîáîòîòåõíèêå. Â ýòèõ çàäà÷àõ óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
âîñõîäÿùåå ê Êàñïàðó Âåññåëþ (Wessel C., 1799).

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ óãëîâóþ çàñå÷êó (ÎÓÇ) ïðèìåíèòåëüíî ê ìîáèëüíîìó ðîáîòó íà
ïëîñêîñòè. Ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ðîáîòà íà ïëîñêîñòè ïî óã-
ëàì ìåæäó îñüþ ðîáîòà è íàïðàâëåíèÿìè íà òðè èçâåñòíûõ ìàÿêà ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, ñì.
[1]. Ïðåäñòàâëåííûå â ëèòåðàòóðå àëãîðèòìû òàêîãî ðîäà ñîñòîÿò èç äâóõ ñåìåéñòâ. Ïåðâîå
ñåìåéñòâî (êëàññè÷åñêîå) � òîëüêî ìåñòîîïðåäåëåíèå. Âòîðîå ñåìåéñòâî (ðîáîòîòåõíè÷åñêîå)
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� ìåñòîîïðåäåëåíèå è îðèåíòèðîâàíèå. Ê ïåðâîìó ñåìåéñòâó îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû òîëüêî ìå-
ñòîîïðåäåëåíèÿ äëÿ íàáëþäàòåëÿ òðåõ èçâåñòíûõ ïóíêòîâ ïî èçìåðåííûì óãëàì. Äîñòîâåðíî
ïåðâûì âîïðîñ î òàêîì óãëîâîì ìåñòîîïðåäåëåíèè ïîñòàâèë Ñíåëëèóñ [2, p. 203-205]. Çàòåì
ìíîãèå èçâåñòíûå ãåîäåçèñòû è ìàòåìàòèêè îòìåòèëèñü â èñòîðèè ñâîèìè àëãîðèòìàìè äëÿ
ÎÓÇ � òàê âïîñëåäñòâèè ñòàëè íàçûâàòü ýòó çàäà÷ó. Ïåðâûé àëãîðèòì äëÿ ÎÓÇ â äåêàðòîâûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïîñòðîèë Áåññåëü [3]. Ïîïûòêè ïîñòðîèòü àäåêâàòíûé àëãîðèòì
äëÿ ÎÓÇ ïðåäïðèíèìàë Ãàóññ, ñì. [4]. Ñîãëàñíî [5] ñî ññûëêîé íà [6] íà ìîìåíò 1959 ãîäà
÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ îáðàòíîé óãëîâîé çàñå÷êè óæå ïðåâîñõîäèëî 500. Êî âòî-
ðîìó, îòíîñÿùåìóñÿ ê ðîáîòîòåõíèêå, ñåìåéñòâó àëãîðèòìîâ, ïðèíàäëåæàò àëãîðèòìû [1]�[5].
Ïåðâîñòåïåííûì êà÷åñòâîì àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ëþáîé òàêîé çàäà÷è äîëæíî áûòü ëîãè÷åñêîå
ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé ïîñòàíîâêå â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, òî îíî
ñîâïàäàåò ñ âûõîäîì àëãîðèòìà, è åñëè çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, òî àëãîðèòì âûäàåò ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñîîáùåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå âîçíèêøóþ ñèòóàöèþ. Ñïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ
çàäà÷ ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáúåêò ñóùåñòâóåò, à, ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷à äîëæ-
íà èìåòü ðåøåíèå. Îäíàêî â ñèëó âîçìîæíûõ ñáîåâ è àâàðèéíûõ ñèòóàöèé ìîæåò ïðîèçîé-
òè ïîòåðÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ò.å. íà âõîä àëãîðèòìà ìîæåò ïîñòóïèòü êîìïëåêò
ôèêòèâíûõ äàííûõ, íàçûâàåìûé âûáðîñîì, ïðè êîòîðîì çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è äîëæåí îòðåàãèðîâàòü îïðåäåë¼ííûì ôëàãîì îòêàçà. Íà-
çîâ¼ì àëãîðèòì адекватным èñõîäíîé çàäà÷å, åñëè îí ñîáëþäàåò âñå îñîáåííîñòè çàäà÷è, íå
ïðèâíîñèò ñâîèõ ñîáñòâåííûõ îñîáåííîñòåé è ðåàãèðóåò íà âûáðîñû. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,
ïåðâûé àäåêâàòíûé àëãîðèòì äëÿ ÎÓÇ, áûë ïîñòðîåí â [7].

Íàçîâåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ èçìåðèòåëüíîé çàäà÷è вполне адекватным èçìåðèòåëüíîé çà-
äà÷å, åñëè îí àäåêâàòåí çàäà÷å è îáåñïå÷èâàåò ðàñ÷åò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê (ÑÊÎ)
èñêîìûõ âåëè÷èí. Êàê ïðàâèëî, ÑÊÎ èñêîìûõ âåëè÷èí îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ
ÑÊÎ óïîòðåáëÿåìûõ è èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Ýòó ñâÿçü è äîëæåí ïðîâîäèòü âïîëíå àäåêâàò-
íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ èçìåðèòåëüíîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, âïîëíå àäåêâàòíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ èçìåðèòåëüíîé çàäà÷è äîëæåí ìàêñèìàëüíî èñïîëüçîâàòü âñþ âõîäíóþ íàâèãàöèîí-
íóþ èíôîðìàöèþ â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ.
Ïîïûòêà ïðîèçâåñòè àíàëèç îøèáîê â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å áûëà ñäåëàíà â [5].

Öåëüþ íàñòîÿùåé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå âïîëíå àäåêâàòíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è
ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà íà ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ ÎÓÇ â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ.

1. Постановка задачи. Íà âõîäå àëãîðèòìà: èçâåñòíûå ìàÿêè 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 êàê òî÷êè êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, óãëû 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3, èçìåðåííûå îò íàïðàâëåíèÿ îñè ðîáîòà äî íàïðàâëåíèé
íà ìàÿêè 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, ñîîòâåòñòâåííî (ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îòñ÷åòà óãëîâ ñ÷èòàåì îò-
ñ÷åò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), ñì. ðèñ. 1, ñëåâà. Êðîìå òîãî, íà âõîäå àëãîðèòìà � ÑÊÎ 𝜎𝜙 > 0
èçìåðåíèÿ óãëîâ 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3.

Ðèñ. 1: Òðèàíãóëÿöèîííàÿ ñõåìà íà áàçå ðèñóíêà èç [1]
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Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü: òî÷êó 𝑅 ≡ 𝑧 �� öåíòð óãëîâûõ èçìåðåíèé; ïîëÿðíûé óãîë 𝜃 ≡ 𝜃𝑅 ≡
arg 𝑧 îñè ðîáîòà; ÑÊÎ 𝜎𝑧 =

√︁
𝜎2𝑥 + 𝜎2𝑦 òî÷êè 𝑧; ÑÊÎ 𝜎𝜙 óãëà 𝜙.

Íà âûõîäå àëãîðèòìà: òî÷êà 𝑧, èç êîòîðîé ïðîèçâîäèëèñü íàáëþäåíèÿ, è óãîë 𝜙 èëè îòêàç,
ñîïðîâîæäàåìûé õàðàêòåðèñòèêîé íåøòàòíîé ñèòóàöèè. Êðîìå òîãî, íà âûõîäå àëãîðèòìà â
øòàòíîé ñèòóàöèè äîëæíû áûòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè 𝜎𝑧, 𝜎𝜙 ìåñòîïîëîæåíèÿ ðîáîòà
è åãî îðèåíòàöèè, ñîîòâåòñòâåííî.

2. Основная формула местоопределения для обратной угловой засечки.Ïîëîæèì
𝛼2 = 𝜙2−𝜙1, 𝛼3 = 𝜙3−𝜙1, ñì. ðèñ. 1 ñïðàâà. Òîãäà äëÿ îäíîêðàòíîé îáðàòíîé óãëîâîé çàñå÷êè
ïðè îòñóòñòâèè âûáðîñîâ ñîãëàñíî [7]

𝑧 = 𝑏1 +
Im
(︀
𝑒𝑖(𝛼3−𝛼2)(𝑏2 − 𝑏1)(𝑏3 − 𝑏1)

)︀
𝑒𝑖𝛼2(𝑏2 − 𝑏1) sin𝛼3 − 𝑒𝑖𝛼3(𝑏3 − 𝑏1) sin𝛼2

. (1)

Ôîðìóëà (1) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ñèììåòðè÷íîìó âèäó

𝑧 =
𝑏1𝑒

−2𝑖𝜙1𝑏2 − 𝑏3 + 𝑏2𝑒
−2𝑖𝜙2𝑏3 − 𝑏1 + 𝑏3𝑒

−2𝑖𝜙3𝑏1 − 𝑏2
𝑒−2𝑖𝜙1𝑏2 − 𝑏3 + 𝑒−2𝑖𝜙2𝑏3 − 𝑏1 + 𝑒−2𝑖𝜙3𝑏1 − 𝑏2

. (2)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî 𝑧 ìîæíî çàïèñàòü è ïî-äðóãîìó. Ïîëîæèì â (2)

𝑝1 = 𝑒−2𝑖𝜙1𝑏2 − 𝑏3, 𝑝2 = 𝑒−2𝑖𝜙2𝑏3 − 𝑏1, 𝑝3 = 𝑒−2𝑖𝜙3𝑏1 − 𝑏2, 𝑝 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3. (3)

Òîãäà

𝑧 =
𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3

𝑝
. (4)

3. Исчисление ошибки местоопределения. Íàéäåì ñòðîãîå â ñìûñëå êëàññè÷åñêîé òåîðèè
îøèáîê âûðàæåíèå äëÿ ÑÊÎ 𝜎𝑧 ïóíêòà 𝑧, âû÷èñëåííîãî ñîãëàñíî (4). Ïîä ÑÊÎ 𝑧 ïîíèìàåì
êîðåíü èç äèñïåðñèè êîìïëåêñíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû [8, ñ.402-403], êîòîðàÿ â êëàññè÷åñêîé
òåîðèè îøèáîê îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äèôôåðåíöèàëîì èçìåðåíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå ýòî 𝑑𝑧: 𝜎𝑧 =√︀

E(|𝑑𝑧|2), ãäå E � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, 𝑑𝑧 = 𝜕𝑧
𝜕𝜙1

𝑑𝜙1 + 𝜕𝑧
𝜕𝜙2

𝑑𝜙2 + 𝜕𝑧
𝜕𝜙3

𝑑𝜙3.
Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü ìàÿêè 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 áåçîøèáî÷íî èçâåñòíûìè, à èçìåðåíèÿ 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3

íåçàâèñèìûìè è ðàâíîòî÷íûìè. Òîãäà

𝜎𝑧 = 𝐾𝑧(𝜙1, 𝜙2, 𝜙3) · 𝜎𝜙, (5)

ãäå 𝐾𝑧 = 𝐾𝑧(𝜙1, 𝜙2, 𝜙3) =

√︂⃒⃒⃒
𝜕𝑧
𝜕𝜙1

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒
𝜕𝑧
𝜕𝜙2

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒
𝜕𝑧
𝜕𝜙3

⃒⃒⃒2
åñòü èñêîìûé êîýôôèöèåíò, íàçâàííûé

â [9] коэффициентом чувствительности èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû ïî 𝑧.

Èìååì: 𝜕𝑧
𝜕𝜙𝑘

= 𝜕𝑧
𝜕𝑝𝑘
· 𝜕𝑝𝑘
𝜕𝜙𝑘

, 𝜕𝑧
𝜕𝑝𝑘

= 𝑏𝑘𝑝−(𝑏1𝑝1+𝑏2𝑝2+𝑏3𝑝3)
𝑝2

= 𝑝(𝑏𝑘−(𝑏1𝑝1+𝑏2𝑝2+𝑏3𝑝3)/𝑝
𝑝2

= 𝑏𝑘−𝑧
𝑝 , 𝜕𝑝𝑘

𝜕𝜙𝑘
=

−2𝑖 · 𝑝𝑘. Ïîýòîìó 𝜕𝑧
𝜕𝜙𝑘

= −2𝑖·𝑝𝑘·(𝑧−𝑏𝑘)
𝑝 ,𝐾2

𝑧 = 4|𝑝|−2
(︀
|𝑝1|2|𝑏1 − 𝑧|2 + |𝑝2|2|𝑏2 − 𝑧|2 + |𝑝3|2|𝑏3 − 𝑧|2

)︀
èëè, ñîãëàñíî (3),

𝐾𝑧 = 2|𝑝|−1
√︀
|𝑏2 − 𝑏3|2|𝑏1 − 𝑧|2 + |𝑏3 − 𝑏1|2|𝑏2 − 𝑧|2 + |𝑏1 − 𝑏2|2|𝑏3 − 𝑧|2. (6)

Èìååì 𝑒−2𝑖𝜙𝑘 = 𝑒2𝑖𝜃 |𝑏𝑘−𝑧|2
(𝑏𝑘−𝑧)2

= 𝑒2𝑖𝜃 𝑏𝑘−𝑧
𝑏𝑘−𝑧 . Ïîýòîìó ñîãëàñíî (3) 𝑝(𝑧) = 𝑒2𝑖𝜃 𝑞(𝑧)

(𝑏1−𝑧)(𝑏2−𝑧)(𝑏3−𝑧) , ãäå

𝑞(𝑧) = 𝑏1 − 𝑧(𝑏2 − 𝑧)(𝑏3 − 𝑧)𝑏2 − 𝑏3 + 𝑏2 − 𝑧(𝑏1 − 𝑧)(𝑏3 − 𝑧)𝑏3 − 𝑏1 + 𝑏3 − 𝑧(𝑏1 − 𝑧)(𝑏2 − 𝑧)𝑏1 − 𝑏2.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî òðåòüè ñòåïåíè â âûðàæåíèè 𝑞(𝑧) èñ÷åçàþò. Áîëåå òîãî,
ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ: 𝑞(𝑧) = 0 åñòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ îêðóæíîñòè,
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ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýòà îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ
опасной. Â ðåçóëüòàòå,

𝐾𝑧 =
2|(𝑏1 − 𝑧)(𝑏2 − 𝑧)(𝑏3 − 𝑧)|

|𝑞(𝑧)|
√︀
|𝑏2 − 𝑏3|2|𝑏1 − 𝑧|2 + |𝑏3 − 𝑏1|2|𝑏2 − 𝑧|2 + |𝑏1 − 𝑏2|2|𝑏3 − 𝑧|2.

÷òî îáúÿñíÿåò íàëè÷èå ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 äëÿ 𝐾𝑧. Êðîìå òîãî, èç ïîñëåäíåé
ôîðìóëû î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè 𝑧 ê òî÷êå íà îïàñíîé îêðóæíîñòè, îòëè÷íîé
îò 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, êîýôôèöèåíò ÷óâñòâèòåëüíîñòè 𝐾𝑧 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à ïîðÿäîê ðîñòà
𝐾𝑧 ïðè 𝑧, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ðàâåí äâóì.

4. Ориентирование и исчисление ошибки ориентирования. Äëÿ 𝜃 èìååì òðè ýêâè-
âàëåíòíûõ âûðàæåíèÿ

𝜃 = arg(𝑏𝑘 − 𝑧(𝜙)− 𝜙𝑘), 𝑘 = 1, 2, 3. (7)

Òàêæå êàê â ñëó÷àå îöåíêè ÑÊÎ ìåñòîîïðåäåëåíèÿ, èìååì ñâÿçü ÑÊÎ

𝜎𝜃 = 𝐾𝜃(𝜙1, 𝜙2, 𝜙3) · 𝜎𝜙, (8)

ãäå ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò 𝐾𝜃 � êîýôôèöèåíò ÷óâñòâèòåëüíîñòè èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû ïî

𝜃: 𝐾𝜃(𝜙1, 𝜙2, 𝜙3) =

√︂⃒⃒⃒
𝜕𝜃
𝜕𝜙1

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒
𝜕𝜃
𝜕𝜙2

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒
𝜕𝜃
𝜕𝜙3

⃒⃒⃒2
. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ arg𝑤, êàê ôóíê-

öèÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà, íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, áóäåì å¼ ðàññìàòðèâàòü êàê âåùå-
ñòâåííóþ ôóíêöèþ arg𝑤, ãäå 𝑤 = (𝑥 𝑦)𝑇 � ñòîëáåö èç äâóõ âåùåñòâåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàò, (·)𝑇 � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû. Òîãäà, ñîãëàñíî (7),

𝜕𝜃

𝜕𝜙𝑘
=
𝜕 arg𝑤

𝜕𝑤
· 𝜕(𝑏𝑘 − 𝑧)

𝜕𝑧
·
(︂
Re

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝜙𝑘

)︂
Im

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝜙𝑘

)︂)︂𝑇

− 1 =

=
−1

|𝑏𝑘 − 𝑧|2
(−Im(𝑏𝑘 − 𝑧) Re(𝑏𝑘 − 𝑧)) ·

(︂
Re

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝜙𝑘

)︂
Im

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝜙𝑘

)︂)︂𝑇

− 1 = −
Im
(︁
𝑏𝑘 − 𝑧 · 𝜕𝑧

𝜕𝜙𝑘

)︁
|𝑏𝑘 − 𝑧|2

− 1,

ãäå 𝜕𝑧
𝜕𝜙𝑘

îáåñïå÷åíî ôîðìóëîé (5). Òî åñòü, ñîãëàñíî (5), 𝜕𝜃
𝜕𝜙𝑘

= Im
(︁
2𝑖𝑝𝑘
𝑝

)︁
− 1 = 2Re

(︁
𝑝𝑘
𝑝

)︁
− 1.

Îòñþäà

𝐾𝜃 =

√︃(︂
2Re

(︂
𝑝1
𝑝

)︂
− 1

)︂2

+

(︂
2Re

(︂
𝑝2
𝑝

)︂
− 1

)︂2

+

(︂
2Re

(︂
𝑝3
𝑝

)︂
− 1

)︂2

. (9)

5. Вполне адекватный алгоритм позиционирования робота. Âõîä: 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 �
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Øàã 1. Âû÷èñëåíèå 𝑝 ñîãëàñíî (3). Åñëè ïîëó÷èòñÿ íóëü, òî ñîîáùàåòñÿ, ÷òî ¾Ðîáîò íà
îïàñíîé îêðóæíîñòè¿. Êîíåö àëãîðèòìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 2. Âû÷èñëåíèå 𝑧 ïî ôîðìóëå (4).
Øàã 3. Ïðîâåðêà íà âûáðîñ ñîãëàñíî [7]. Åñëè

Re

(︂
𝑒−𝑖(𝜙2−𝜙1) (𝑏2 − 𝑧)

(𝑏1 − 𝑧)

)︂
< 0 èëè Re

(︂
𝑒−𝑖(𝜙3−𝜙1) (𝑏3 − 𝑧)

(𝑏1 − 𝑧)

)︂
< 0,

òî ñîîáùåíèå ¾Âûáðîñ¿. Êîíåö àëãîðèòìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó øàãó.
Øàã 4. Âû÷èñëåíèå 𝜃 ïî ôîðìóëå (7) ïðè 𝑘 = 1 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè).
Øàã 5. Âû÷èñëåíèå 𝐾𝑧 ïî ôîðìóëå (6) è 𝐾𝜃 ïî ôîðìóëå (9).
Øàã 6. Âû÷èñëåíèå 𝜎𝑧 ïî ôîðìóëå (5) è 𝜎𝜃 ïî ôîðìóëå (8).
Øàã 7. Âûõîä àëãîðèòìà (øòàòíûé): êîìïëåêò äàííûõ 𝑧, 𝜃, 𝐾𝑧, 𝐾𝜃, 𝜎𝑧, 𝜎𝜃.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íàìå÷åííàÿ òåîðèÿ ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà õî-

ðîøî ïîääàåòñÿ äàëüíåéøåìó îáîáùåíèþ íà èçáûòî÷íûå èçìåðåíèÿ â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ñ èñ÷èñëåíèåì øòàòíûõ îøèáîê.
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Äëÿ ðåøåíèÿ âàæíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì çàäàíèÿ ãðóïï â 1911
ãîäó Ì. Äýíîì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ðàâåíñòâà ñëîâ (ïðîáëåìà òîæ-
äåñòâà) äëÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðóïï. Äëÿ ãðóïïû G=<X;R>, çàäàííîé êîíå÷íûìè ìíî-
æåñòâàìè ïîðîæäàþùèõ X è îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ R, è ëþáûõ äâóõ ãðóïïîâûõ ñëîâ â àëôàâèòå
X ñëåäóåò îïðåäåëèòü, ïðåäñòàâëÿþò ëè îíè îäèí è òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû G. Ñòàâèëàñü çà-
äà÷à ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà (îáùåãî ìåòîäà).

Â 1955 ãîäó Ï.Ñ. Íîâèêîâ [5] äîêàçàë àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû òîæäå-
ñòâà â òåîðèè ãðóïï.
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Â ðàáîòå [11] â 1911 ãîäó Ì. Äýí ïðåäëîæèë ïðîñòîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàâåí-
ñòâà ñëîâ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà 1 ñëîâî ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿëîñü âñ¼ áîëåå êîðîòêèìè ñëîâàìè ïðè
ïîìîùè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äî ïîëó÷åíèÿ ïóñòîãî ñëîâà â ãðóïïå.

Ìåòîä Ì. Äýíà ïîçæå áûë ðàñïðîñòðàíåí íà øèðîêèå êëàññû ìàëî ñîêðàòèìûõ ãðóïï,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ìàëîãî ñîêðàùåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íî-îïðåäåë¼ííóþ ãðóïïó 𝐺 ñ ïðåäñòàâëåíèåì 𝐺 =< 𝑋;𝑅 >, ãäå 𝑅 � ñèì-
ìåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìûõ îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ, òî åñòü çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà èõ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî, à ñâîáîäíàÿ ãðóïïà 𝐹 èìååò áàçèñ
𝑋. Íàçîâ¼ì å¼ 𝑇 (𝑞)−1/𝑝− ãðóïïîé, åñëè ñèììåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî 𝑅 âñåõ îïðåäåëÿþùèõ
ñëîâ óäîâëåòâîðÿåò êîíúþíêöèè óñëîâèé 𝐶 ′(1/𝑝) è 𝑇 (𝑞).

Óñëîâèå ìàëîãî íàëåãàíèÿ 𝐶 ′(1/𝑝) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñîêðàùåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ
íå âçàèìíî îáðàòíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ ñîêðàùàåòñÿ ìåíüøå 1/𝑝äëèíû êàæäîãî èç íèõ.

Ïî óñëîâèþ 𝑇 (𝑞) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð èç ℎ,3 6 ℎ < 𝑞, îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ èìååò
õîòÿ áû îäíó íåñîêðàòèìóþ ïàðó.

Â. À. Òàðòàêîâñêèé â 1947 [6] è â 1949 [7] ãîäàõ ðåøèë ïðîáëåìó ðàâåíñòâà ñëîâ äëÿ êëàññà
1/6-ãðóïï.

Â 1960 ãîäó Ì. Ä. Ãðèíäëèíãåð [8, 9] ïîêàçàë, ÷òî ê ãðóïïàì èç ýòîãî êëàññà ïðèìåíèì
àëãîðèòì Ì. Äýíà.

Â 1978 ãîäó Ãîëüäáåðã [1], ó÷èòûâàÿ ðàáîòó [5], ïîêàçàë íåóëó÷øàåìîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà.
Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî íàòóðàëüíûå p è q óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1

𝑝 +
1
𝑞 = 1

2 , òî áóäåì èìåòü
òðè êëàññà 𝑇 (𝑞) − 1/𝑝−ãðóïï ñ ìàëîé ìåðîé íàëåãàíèÿ: 1/6−ãðóïïû, 𝑇 (4) − 1/4−ãðóïïû è
𝑇 (6)− 1/3−ãðóïïû.

Ì. Ä. Ãðèíäëèíãåð ïîëó÷èë ïîëíóþ ñòðóêòóðó ñëîâ, ðàâíûõ åäèíèöå, äëÿ ïåðâûõ äâóõ
êëàññîâ ãðóïï.

Ïðèâåäåì ëåììó Ãðèíäëèíãåðà äëÿ 1/6-ãðóïï [3].
Пусть R удовлетворяет условию 𝐶 ′(1/6). Предположим, что W – нетривиальное цик-

лически приведённое слово, равное 1 в G. Тогда либо

1. W∈R,

либо некоторая циклически приведённая перестановка W* элемента W содержит одно из
следующих:

1. два непересекающихся подслова, каждое из которых >(5/6)R,

2. три непересекающихся подслова, каждое из которых>(4/6)R,

3. четыре непересекающихся подслова, два из которых >(4/6)R и два>(3/6)R,

4. пять непересекающихся подслов, четыре из которых>(3/6)R, и одно>(4/6)R, или

5. шесть непересекающихся подслов, каждое из которых >(3/6)R.

Ïîõîæèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ì. Ä. Ãðèíäëèíãåðîì äëÿ 𝑇 (4)− 1/4−ãðóïï â 1965 ãîäó
[2].

Пусть R удовлетворяет условию 𝐶 ′(1/4)и 𝑇 (4). Предположим, что W – нетривиальное
циклически приведённое слово, равное 1 в G. Тогда либо

1. W∈R,

либо некоторая циклически приведённая перестановка W* элемента W содержит одно из
следующих:
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1. два непересекающихся подслова, каждое из которых >(3/4)R,

2. четыре непересекающихся подслова, каждое из которых >(1/2)R.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñëîâî, ðàâíîå åäèíèöå â 1/6-ãðóïïå èëè 𝑇 (4)−1/4−ãðóïïå, ñîäåðæèò
áîëåå ïîëîâèíû íåêîòîðîãî îïðåäåëÿþùåãî ñëîâà.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäÿ çàìåíó òàêèõ ïîäñëîâ íà ìåíüøóþ ÷àñòü îïðåäåëÿþùåãî ñëîâà
äëÿ ñëîâà, ðàâíîãî åäèíèöå â ãðóïïå, ïîëó÷àåì â èòîãå ïóñòîå ñëîâî. Â ýòîì è ñîñòîèò àëãîðèòì
Ì. Äýíà.

Ñëåäóÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè óñëîâèé ìàëûõ ñîêðàùåíèé [3] èìååì:
ïî óñëîâèþ 𝐶 ′(1/𝑝)äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé 𝑅 � îáëàñòè 𝐷 ïðèâåäåííîé äèàãðàììû 𝑇 (𝑞) −

1/𝑝−ãðóïïû èìååòñÿ íå ìåíåå 𝑝+ 1 ïîãðàíè÷íîãî ðåáðà;
ïî óñëîâèþ 𝑇 (𝑞) èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû 𝑣 ïðèâåäåííîé äèàãðàììû 𝑇 (𝑞) −

1/𝑝−ãðóïïû âûõîäèò íå ìåíåå 𝑞 îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑇 (6) − 1/3−ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé 1/6−ãðóïïå, òî

åñòü ýòè ãðóïïû èìåþò äóàëüíûå äèàãðàììû.
Ïîýòîìó ëþáîå ñëîâî, ðàâíîå åäèíèöå â 𝑇 (6)−1/3−ãðóïïå, ñîäåðæèò ëèáî áîëåå ïîëîâèíû

íåêîòîðîãî îïðåäåëÿþùåãî ñëîâà è ìîæåì çàìåíèòü åãî íà ìåíüøóþ ÷àñòü, ëèáî ïîäñëîâî
S1S2 òàêîå, ÷òî S1UT è S2VU−1 ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè ñëîâàìè è äëèíà ñëîâà S1S2áîëüøå
äëèíû ñëîâà T−1V−1, íà êîòîðîå ìîæíî çàìåíèòü ñëîâî S1S2.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ îáîáù¼ííûé àëãîðèòì Äýíà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ
äëÿ T(6)-1/3 -ãðóïï ïðè ïîìîùè ýòèõ çàìåí ïîäñëîâ íà áîëåå êîðîòêèå ñëîâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ Äýíà. Äëÿ êîíå÷íîãî çàäàíèÿ ãðóïïû G îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå
ôóíêöèè Äýíà f(n) êàê ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñëîâ, ñîïðÿæ¼ííûõ ê îïðåäåëÿþùèì ñëîâàì,
êîòîðûå íóæíî ïåðåìíîæèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëþáîå òðèâèàëüíîå ñëîâî äëèíû íå áîëüøå n.
Å¼ íåâû÷èñëèìîñòü ðàâíîñèëüíà íåðàçðåøèìîñòè â ãðóïïå ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ.

Ãðóïïû ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé Äýíà ãèïåðáîëè÷íû.
Ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû áûëè ââåäåíû Ì. Ãðîìîâûì â ðàáîòå [10]. Èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåð-

áîëè÷åñêîé ãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâî ãðóïïû áûòü ãèïåðáîëè÷åñêîé íå çàâèñèò îò âûáîðà
êîíå÷íîãî çàäàíèÿ ýòîé ãðóïïû. Âñÿêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà îáëàäàåò ðàçðåøèìûìè ïðî-
áëåìàìè ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè [10].

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â [4], äëÿ âñÿêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû åñòü âîçìîæ-
íîñòü êîíå÷íîãî çàäàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
Äýíà.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ãîëüáåðã À. È. Î íåâîçìîæíîñòè óñèëåíèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ Ãðèíäëèíãåðà è Ëèí-
äîíà // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1978. Ò. 33 � 6. Ñ. 201�202.

2. Ãðèíäëèíãåð Ì. Ä. Ê ïðîáëåìàì òîæäåñòâà ñëîâ è ñîïðÿæ¼ííîñòè.-Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ
Ñåð.ìàòåì. 1965. Ò.29 Ñ.245-268.

3. Ëèíäîí Ð., Øóïï Ï. Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï. Ì.: Ìèð, 1980. 368ñ.

4. Ëûñ¼íîê È. Ã. Î íåêîòîðûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï // Èçâ.
ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 1989. Ò. 53. Âûïóñê 4. Ñ. 814 - 832

5. Íîâèêîâ Ï. Ñ. Îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû òîæäåñòâà ñëîâ â òåîðèè
ãðóïï // Òð. ìàò. èí-òà ÀÍ ÑÑÑÐ èì. Â. À. Ñòåêëîâà. 1955. Ò. 44 � Ì.: Íàóêà, 1955



Ñåêöèÿ 9. Èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè 293

6. Òàðòàêîâñêèé Â. À. Î ïðîáëåìå òîæäåñòâà äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ãðóïï// Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ.
1947. Ò. 58. Ñ. 1909�1910.

7. Òàðòàêîâñêèé Â. À. Ðåøåíèå ïðîáëåìû òîæäåñòâà äëÿ ãðóïïû ñ k-ñîêðàòèìûì áàçèñîì
ïðè k = 6 // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 1949. Ò. 13. Ñ. 483�494.

8. Greendlinger M. Dehn's algorith for the word problem // Comm. Pure and Appl. Math. 1960.
V. 13. P. 67�83.

9. Greendlinger M. On Dehn's algoriths for the conjugacy and word problems with applications
// Comm. Pure and Appl. Math. 1960. V. 13. P. 641� 677

10. Gromov M. Hyperbolic groups. Preprint/ IHES. Paris, 1986.

11. Dehn M. Uber unendliche diskontinuerliche Gruppen // Math. Ann. 1911. Bd. 71. � P. 116�144.

__________________________________________

ÓÄÊ 517.28

Использование интеграла Лобачевского для решения некоторых
задач интегрального исчисления

И. Х. Еникеев (Россия, г. Москва)
Московский политехнический университет
e-mail: enickeev.iX@yandex.ru
С. А. Муханов (Россия, г. Москва)
Московский политехнический университет
e-mail: s_a_mukhanov@mail.ru

Using the Lobachevsky integral to solve some problems of integral
calculus

I. H. Enikeev (Russia, Moscow)
Moscow Polytechnic University
e-mail: enickeev.iX@yandex.ru
S. A. Mukhanov (Russia, Moscow)
Moscow Polytechnic University
e-mail: s_a_mukhanov@mail.ru

1. Введение

Ñ äàâíèõ âðåìåí ÷åëîâå÷åñòâî ïûòàëîñü ïîäòâåðäèòü èëè îïðîâåðãíóòü íåçûáëåìîñòü ïî-
ñòóëàòîâ Åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ñïîðîâ ÿâëÿëñÿ 5 ïîñòóëàò Åâêëèäà î
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êîòîðûé íåëüçÿ áûëî äîêàçàòü íè îäíèì èç äåéñòâóþùèõ íà òîò ìî-
ìåíò ñïîñîáîâ. Ñî âðåìåíåì ó÷¼íûå ïåðåñòàëè ïðåäïðèíèìàòü ïîïûòêè îáîñíîâàòü åãî, îäíàêî
íàø¼ëñÿ ó÷¼íûé, êîòîðûé ñìîã ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ãåîìåòðèè, â êîòîðîé íå
âûïîëíÿëàñü àêñèîìà Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ýòèì ÷åëîâåêîì áûë Íèêîëàé Èâàíî-
âè÷ Ëîáà÷åâñêèé. Ïðè æèçíè åãî òðóä ïîäâåðãñÿ ìàññîâîé êðèòèêè ñî ñòîðîíû ìíîãèõ ìàòå-
ìàòèêîâ òîãî âðåìåíè, îäíàêî íàøëèñü è òå, êòî ïðèçíàë åãî. Ñðåäè ïîñëåäíèõ áûë è ½êîðîëü
ìàòåìàòèêîâ� - Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ. Ïîñëå ñìåðòè Ëîáà÷åâñêîãî â 1856 ãîäó, áûëà îáíàðîäî-
âàíà èõ ïåðåïèñêà, ýòî âçáóäîðàæèëî âñ¼ íàó÷íîå ñîîáùåñòâî òîãî âðåìåíè è çàñòàâèëî ëþäåé
çàäóìàòüñÿ î òîì, êàê ìíîãî ìû åù¼ íå çíàåì î íàøåì ìèðå.
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2. Основная часть

Îïðåäåëåíèå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åñâêîãî íà ïëîñêîñòè: ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî åñòü ãåîìåò-
ðèÿ âíóòðè êðóãà íà îáû÷íîé (åâêëèäîâîé) ïëîñêîñòè, ëèøü âûðàæåííàÿ îñîáûì ñïîñîáîì.
Èìåííî, âíóòðåííîñòü êðóãà, ò. å. êðóã çà èñêëþ÷åíèåì îãðàíè÷èâàþùåé åãî îêðóæíîñòè,
íàçûâàþò ½ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî� (ðèñ.1). Òî÷êîé ½ïëîñêîñòè� ÿâëÿåòñÿ òî÷êà âíóòðè êðó-
ãà. ½Ïðÿìîé� íàçûâàþò ëþáóþ õîðäó (íàïð., a,b,b',MN,ÀÂ) ñ èñêëþ÷¼ííûìè êîíöàìè (ò. ê.
îêðóæíîñòü èñêëþ÷åíà èç ½ïëîñêîñòè�); ½äâèæåíèåì� � ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå êðóãà ñàìîãî â
ñåáÿ, êîòîðîå ïåðåâîäèò õîðäû â õîðäû. Ðàâíûìè íàçûâàþòñÿ ôèãóðû âíóòðè êðóãà, êîòîðûå
ìîæíî ïåðåâåñòè îäíó â äðóãóþ òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëþáîé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ôàêò, îïèñàííûé óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì, ïðåäñòàâëÿåò òåîðåìó èëè àêñèîìó
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ò.å., âñÿêîå óòâåðæäåíèå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íà ïëîñêîñòè åñòü
óòâåðæäåíèå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, îòíîñÿùååñÿ ê ôèãóðàì âíóòðè êðóãà, ïåðåôðàçèðîâàí-
íîå â óêàçàííûõ òåðìèíàõ. Êîíå÷íî, Åâêëèäîâà àêñèîìà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ çäåñü íå
âûïîëíÿåòñÿ, ò. ê. ÷åðåç òî÷êó O, íå ëåæàùóþ íà äàííîé õîðäå a (ò. å. ½ïðÿìîé�), ïðîõîäèò
ñêîëü óãîäíî ìíîãî íå ïåðåñåêàþùèõ å¼ õîðä (½ïðÿìûõ�, íàïð. b è b'). Â ïðîñòðàíñòâå èìååì
àíàëîãè÷íóþ ñèòóàöèþ - ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ãåîìåòðèÿ âíóò-
ðè øàðà, âûðàæåííàÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òåðìèíàõ (½ïðÿìûå� � õîðäû, ½ïëîñêîñòè� � ïëîñêèå
ñå÷åíèÿ âíóòðåííîñòè øàðà, ½ðàâíûå� ôèãóðû � òå, êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ îäíà â äðóãóþ ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè, ïåðåâîäÿùèìè øàð ñàì â ñåáÿ è õîðäû â õîðäû). Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèÿ
Ëîáà÷åâñêîãî èìååò ñîâåðøåííî ðåàëüíûé ñìûñë è ñòîëü æå íåïðîòèâîðå÷èâà, êàê ãåîìåòðèÿ
Åâêëèäà [1].

Ðèñ. 1: Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî

Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî èçó÷àåò ñâîéñòâà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ïëàíèìåòðèè è ïðî-
ñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ñòåðåîìåòðèè. Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî � ýòî ïëîñêîñòü (ìíîæåñòâî
òî÷åê), â êîòîðîé îïðåäåëåíû ïðÿìûå ëèíèè (à òàêæå äâèæåíèÿ ôèãóð, ðàññòîÿíèÿ, óãëû è
ïð.), ïîä÷èíÿþùèåñÿ âñåì àêñèîìàì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, çà èñêëþ÷åíèåì àêñèîìû î ïà-
ðàëëåëüíûõ, êîòîðàÿ çàìåíÿåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå àêñèîìîé Ëîáà÷åâñêîãî. Ñõîäíûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî. Çàäà÷à âûÿñíåíèÿ ðåàëüíîãî ñìûñëà ãåî-
ìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñîñòîÿëà â íàõîæäåíèè ìîäåëåé ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî,
ò.å. â íàõîæäåíèè òàêèõ îáúåêòîâ, â êîòîðûõ ðåàëèçîâûâàëèñü áû ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
èñòîëêîâàííûå ïîëîæåíèÿ ïëàíèìåòðèè è ñòåðåîìåòðèè äàííîé ãåîìåòðèè. Ìîæíî îòìåòèòü,
÷òî ãåîìåòðèÿ íà êóñêå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðèåé íà ïîâåðõíîñòÿõ ïî-
ñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ïðîñòåéøèé ïðèìåðîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîïîëîñòíûé
è äâóïîëîñòíûé (ïñåâäîñôåðà) ãèïåðáîëîèäû (ðèñ.2). Åñëè òî÷êàì è ïðÿìûì íà êîíå÷íîì
êóñêå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñîïîñòàâèòü òî÷êè è êðàò÷àéøèå ëèíèè (ãåîäåçè÷åñêèå) íà ãè-
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ïåðáîëîèäàõ è äâèæåíèþ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñîïîñòàâèòü ïåðåìåùåíèå ôèãóðû ïî ïñåâ-
äîñôåðå ñ èçãèáàíèåì, ò. å. äåôîðìàöèåé, ñîõðàíÿþùåé äëèíû, òî âñÿêîé òåîðåìå Ë. ã. áóäåò
îòâå÷àòü ôàêò, èìåþùèé ìåñòî íà ïñåâäîñôåðå. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ïî-
ëó÷àåò ïðîñòîé ðåàëüíûé ñìûñë.

Ðèñ. 2: Ïîâåðõíîñòè 2 ïîðÿäêà

Ëîáà÷åâñêèé ïðèìåíèë ñâîþ ãåîìåòðèþ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ [2], â
÷àñòíîñòè ê èíòåãðàëó âèäà:

𝜙(𝑥) = −
𝑥∫︁

0

ln cos 𝑦𝑑𝑦

Ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëîáà÷åâñêîãî è îáëàäàåò ìíîãèìè âàæíûìè ñâîé-
ñòâàìè, òàêèìè êàê:

1. 𝜙
(︀
𝜋
2

)︀
= 0.5𝜋 ln 2,

2. 𝜙 (−𝑥) = −𝜙 (𝑥),
3. 𝜙 (𝑥+𝑚𝑥) = 𝜙 (𝑥) +𝑚𝜋 ln 2,𝑚 ∈ Z,
4. 𝜙 (𝑥)− 𝜙

(︀
𝜋
2 − 𝑥

)︀
= 0.5

(︀(︀
2𝑥− 𝜋

2

)︀
ln 2 + 𝜙

(︀
2𝑥− 𝜋

2

)︀)︀
,

5.
𝑏∫︀
𝑎
ln sin𝑥𝑑𝑥 = 𝜙

(︀
𝜋
2 − 𝑏

)︀
−𝜙

(︀
𝜋
2 − 𝑎

)︀
, 𝑎, 𝑏 ∈ [2𝑚𝜋, (2𝑚+ 1)𝜋].

Ïîìèìî ýòèõ ñâîéñòâ åñòü åùå îäíî ñâîéñòâî èíòåãðàëà Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðîå ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü â âèäå òåîðåìû.

Теорема 1. Пусть дан интеграл Лобачевского:

𝜙(𝑥) = −
𝑥∫︁

0

ln cos 𝑦𝑑𝑦. (1)

Доказать, что 𝜙(𝑥) = 2𝜙
(︀
𝜋
4 + 𝑥

2

)︀
− 2𝜙

(︀
𝜋
4 −

𝑥
2

)︀
− 𝑥 ln 2.

Доказательство.

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî 𝜙′(𝑥) = − ln cos𝑥. Òîãäà ,
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𝜙′
(︁𝜋
4
+
𝑥

2

)︁
= − ln cos

(︁𝜋
4
+
𝑥

2

)︁
,−𝜙′

(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁
= ln cos

(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁
(2)

Òàê êàê:

ln cos
(︁𝜋
4
+
𝑥

2

)︁
+ln cos

(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁
= ln

(︁
cos
(︁𝜋
4
+
𝑥

2

)︁
cos
(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁)︁
= ln

(︂
1

2
cos𝑥

)︂
= − ln 2+ln cos𝑥

(3)
Òî èç (2) è (3) ñëåäóåò: Òàê êàê:

−𝜙′
(︁𝜋
4
+
𝑥

2

)︁
− 𝜙′

(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁
= − ln 2− 𝜙′(𝑥) (4)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (4), ïîëó÷èì:

𝜙(𝑥) = 2𝜙
(︁𝜋
4
+
𝑥

2

)︁
− 2𝜙

(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁
− 𝑥 ln 2 + 𝐶 (5)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 𝜙(0) = 0 èç (5) íàõîäèì, ÷òî 𝐶 = 0. Òîãäà 𝜙(𝑥) = 2𝜙
(︀
𝜋
4 + 𝑥

2

)︀
− 2𝜙

(︀
𝜋
4 −

𝑥
2

)︀
−

𝑥 ln 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

𝜙(0.5𝜋) = −
𝜋/2∫︁
0

ln cos 𝑦𝑑𝑦 = 0.5𝜋 ln 2 (6)

Ôîðìóëà (6) èìååò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ 𝑦 =
ln cos𝑥, 𝑥 ∈

[︀
0; 𝜋2

]︀
. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé äàííîé ôóíêöèåé è 𝐷(𝑓(𝑥)) íà[︀

0; 𝜋2
]︀
è âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé 𝑦 = 𝜋

2 (ðèñ.3).

Ðèñ. 3: Ãðàôèê ôóíêöèè 𝑦 = ln cos𝑥, 𝑥 ∈
[︀
0; 𝜋2

]︀
Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü äàííîé ôèãóðû îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé, èìåþùåé ðàçðûâ

âòîðîãî ðîäà â òî÷êå 𝑥 = 𝜋
2 . Ñîãëàñíî (6) ýòà ïëîùàäü áóäåò ðàâíà 0.5𝜋 ln 2.
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3. Заключение

Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé ñâîèìè èññëåäîâàíèÿìè ñîâåðøèë ðåâîëþöèþ â ìàòåìà-
òèêå. Åãî òàêæå íàçûâàëè Êîïåðíèêîì ãåîìåòðèè, ïîòîìó êàê áëàãîäàðÿ åãî òðóäàì, ÷åëî-
âå÷åñòâî îñîçíàëî, ÷òî ñóùåñòâóåò åù¼ ìíîãî âñåãî, ÷òî íàì ïðåäñòîèò èçó÷èòü. Ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëà Ëîáà÷åâñêîãî ìû ìîæåì íàõîäèòü ïëîùàäè ðàçëè÷íûõ êðèâîëèíåéíûõ ôèãóð, êî-
òîðûå çàäàíû ôóíêöèÿìè èìåþùèìè ðàçðûâû 2 ðîäà (ïî ñóòè ôèãóð ñ áåñêîíå÷íûìè ñòî-
ðîíàìè, ó êîòîðûõ ïëîùàäü ýòî êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà). Òàêèì îáðàçîì, Ë. ã. ïîëó÷àåò ïðîñòîé
ðåàëüíûé ñìûñë.
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1. Àíòè÷íûå ãðåêè ñ÷èòàëè ñèëó ïðè÷èíîé, âûçûâàþùåé äâèæåíèå òåëà èëè æå îáåñïå÷è-
âàþùåé åãî ïðåáûâàíèå â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Ïîäîáíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèäåðæèâàëèñü òàêæå
ñðåäíåâåêîâûå íàòóðôèëîñîôû. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàøëî ñâîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå â
çàêîíå ¾àðèñòîòåëåâñêîé äèíàìèêè¿, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òåëà ïðÿìî ïðî-
ïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå äåéñòâóþùåé íà íåãî ñèëû.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñèëà ïîíèìàåòñÿ èíà÷å. Ñèëà ñ÷èòàåòñÿ ïðè÷èíîé íå äâèæåíèÿ,
êàê òàêîâîãî (äâèæåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî èíåðöèè), íî åãî èçìåíåíèÿ � óñêîðåíèÿ èëè
çàìåäëåíèÿ. Ñâîå ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàõîäèò âî âòîðîì çàêîíå Íüþ-
òîíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó óñêîðåíèå òåëà ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèëîæåííîé ñèëå.

Ðàçëè÷èå â òðàêòîâêå äåéñòâèÿ, ïðîèçâîäèìîãî ñèëîé, ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì ïðîèñõîæäå-
íèåì ïðåäñòàâëåíèÿ î ñèëå. Â àíòè÷íîé äèíàìèêå ñèëà ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå, ïðîèçâîäèìîé
ôèçè÷åñêèì óñèëèåì îäóøåâëåííîãî ¾àãåíòà¿ � ÷åëîâåêà èëè æèâîòíîãî. Ýòèì îáúÿñíÿåò-
ñÿ ¾ôîðìóëà Àðèñòîòåëÿ¿, ñîãëàñíî êîòîðîé ñêîðîñòü òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ïðèëîæåííîé ê
íåìó ñèëå: âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (õîòÿ è íå âñåãäà) äâà ÷åëîâåêà, èñïîëüçóÿ ìóñêóëüíîå óñèëèå,
âäâîå áûñòðåå âûïîëíÿþò ðàáîòó ïî ïåðåìåùåíèþ òÿæåëîãî ãðóçà, ÷åì îäèí (ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü, ÷òî ãðóç ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè, è êàæäûé ðàáîòíèê ïåðåìåùàåò îäíó èç íèõ). Ïî
àíàëîãèè ñ ôèçè÷åñêèì óñèëèåì àíòè÷íîñòü òðàêòîâàëà òàêæå äåéñòâèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèë,
âêëþ÷àÿ ñèëó òÿæåñòè. Ñîãëàñíî Àðèñòîòåëþ, ñêîðîñòü ïàäåíèÿ òåëà ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè
ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ñèëå òÿæåñòè èëè âåñó. Íàïðÿìóþ ïîëó÷èòü òàêîãî ðîäà çàâèñèìîñòü
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íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâåííûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ïà-
äåíèå òÿæåëîãî òåëà, íåäîñòóïíû íåïîñðåäñòâåííîìó íàáëþäåíèþ (â îòëè÷èå îò ðàáîòû ÷å-
ëîâåêà ïî åãî ïåðåìåùåíèþ).

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðåäñòàâëåíèå î ñèëå óòðà÷èâàåò ãåíåòè÷åñêóþ ñâÿçü ñ ìûøå÷-
íûì óñèëèåì. Ïîíÿòèå ñèëû ñòàíîâèòñÿ ïðîèçâîäíûì îò îñîáîé ìåõàíè÷åñêîé ñèëû � ñèëû
òÿæåñòè. Äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì êàêîé-ëèáî ñèëû � íåçàâèñèìî îò åå ïðèðîäû � êîïèðóåò
ñâîéñòâà, ïðèñóùèå äâèæåíèþ ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè. Â ÷àñòíîñòè, îíî ïðîèñõîäèò ñ ïîñòî-
ÿííûì óñêîðåíèåì. Ïîñëåäíåå ïîëîæåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà.

2. Ëîãèêà, ñîãëàñíî êîòîðîé ôèçè÷åñêîå óñèëèå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì òðàíñ-
ôîðìèðîâàíî â äåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè, îïèñàíà â êóðñå ôèçèêè ïîä ðåäàêöèåé Ã.Ñ. Ëàíäñáåð-
ãà [1, ñ. 84-88]. Íà ïåðâîì øàãå ìûøå÷íîìó óñèëèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ óïðóãàÿ ñèëà, íàèáîëåå
áëèçêàÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè óïðóãîé ñèëû ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàí � õîðîøî çíàêîìûé ñî øêîëüíûõ âðåìåí � ïðóæèííûé äèíàìîìåòð, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ýòó ñèëó â âèäå ëèíåéíîé âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé ñòåïåíü ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû. Òàêîé
ñïîñîá èçìåðåíèÿ èìååò, îäíàêî, î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê: ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû çàâèñèò îò ìíî-
æåñòâà ôàêòîðîâ � òåìïåðàòóðû, ñòåïåíè äåôîðìàöèè (ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñèëîé
è äåôîðìàöèåé ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïðè ìàëîì ðàñòÿæåíèè), ñòåïåíè èçíîñà ïðóæèíû è ò.ä.
Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî óñòðàíèòü, ñäåëàâ ñëåäóþùèé øàã, à èìåííî, óðàâíîâåñèâ ñèëó ðàñòÿ-
íóòîé ïðóæèíû ïîäâåøåííûì ê íåé ãðóçîì. Óïðóãàÿ ñèëà è îïîñðåäîâàííî ìûøå÷íîå óñèëèå
îêàçûâàþòñÿ, òåì ñàìûì, ðåäóöèðîâàíû ê ñèëå òÿæåñòè: ¾òðóäíóþ çàäà÷ó èçãîòîâëåíèÿ è
ñîõðàíåíèÿ ýòàëîííîé ïðóæèíû ïðè îïðåäåëåííîì ðàñòÿæåíèè ìû çàìåíÿåì áîëåå ïðîñòîé �
èçãîòîâëåíèåì è ñîõðàíåíèåì ýòàëîííîé ãèðè¿ [1, ñ. 85].

Íåñìîòðÿ íà ëîãè÷åñêóþ óáåäèòåëüíîñòü ýòîé ñõåìû è åå ïåäàãîãè÷åñêèå äîñòîèíñòâà (îïî-
ñðåäîâàíèå ìûøå÷íîãî óñèëèÿ ñèëîé ìåõàíè÷åñêîé ïðóæèíû), èñòîðè÷åñêè ñìåíà ñèëîâîé
ïàðàäèãìû íå áûëà ñâÿçàíà ñî ñòàòèêîé. Çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè ñòàòèêè îòîæäåñòâëåíèå ìû-
øå÷íîãî óñèëèÿ ñ ñèëîé òÿæåñòè ôàêòè÷åñêè ïðîèçîøëî åùå â àíòè÷íîñòè. Òàê, ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ïðîñòûõ ìàøèí äëÿ ïîäúåìà è ïåðåìåùåíèÿ òÿæåëûõ ãðóçîâ � áëîêà, âîðîòà, ïîëèñïà-
ñòà, íàêëîííîé ïëîñêîñòè è âèíòà � óñòàíàâëèâàëîñü ðàâíîâåñèå ìåæäó äåéñòâèåì òÿæåñòè
ïåðåìåùàåìîãî ãðóçà è ôèçè÷åñêîé ñèëîé ðàáîòíèêà, âûñòóïàâøåãî â êà÷åñòâå ¾ìàøèíû-
äâèãàòåëÿ¿. Ïîäîáíàÿ ïðàêòèêà, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííàÿ â àíòè÷íîñòè è ñðåäíèå âåêà è
îïèñàííàÿ â òðàêòàòàõ ïî ïðàêòè÷åñêîé ìåõàíèêå, íå ïðèâåëà, îäíàêî, ê ïðèíÿòèþ ñèëû òÿ-
æåñòè â êà÷åñòâå íîâîãî îáðàçöà äëÿ ïîíÿòèÿ ñèëû.

Íà äåëå, ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèë îáëàäàåò ñâîéñòâàìè äâè-
æåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, îáÿçàíî ñâîèì ôîðìèðîâàíèåì çàäà÷àì äèíàìèêè, ñðåäè
êîòîðûõ öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàëà çàäà÷à î ñèëàõ, îïðåäåëÿþùèõ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
òåë âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îñíîâíàÿ çàñëóãà â åå ðåøåíèè ïðèíàäëåæèò Õ. Ãþéãåíñó.

Ââåäÿ ïîíÿòèå öåíòðîáåæíîé ñèëû, âîçíèêàþùåé ïðè âðàùåíèè ãðóçà íà âåðåâêå (óäåð-
æèâàåìîãî óñèëèåì ðóêè), Ãþéãåíñ ïîêàçàë, ÷òî ïî ñâîåìó âîçìîæíîìó äåéñòâèþ ýòà ñèëà
ýêâèâàëåíòíà ñèëå òÿæåñòè. Îí óñòàíîâèë, ÷òî â ñëó÷àå îáðûâà âåðåâêè öåíòðîáåæíàÿ ñèëà
âûçîâåò äâèæåíèå ãðóçà ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ýòîé ñèëû íà ãðóç
áóäåò òàêèì æå, êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè, êîòîðàÿ â ñëó÷àå îáðûâà âåðåâêè
ïðèâåäåò ê åãî ðàâíîóñêîðåííîìó ïàäåíèþ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí Ãþéãåíñîì áåç
äîêàçàòåëüñòâà â òðàêòàòå ¾Ìàÿòíèêîâûå ÷àñû¿ (1673). Äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïðèâåäåíî ëèøü
â ïîñìåðòíî èçäàííîé ðóêîïèñè ¾Î öåíòðîáåæíîé ñèëå¿ (1703), êîòîðóþ ñàì Ãþéãåíñ íå ïëà-
íèðîâàë äëÿ ïóáëèêàöèè [2, ñ. 247-280].

3. Ïîíÿòèÿ, êîòîðûå â ðàìêàõ óæå ñôîðìèðîâàâøèõñÿ íàó÷íûõ äèñöèïëèí îáëàäàþò ñòà-
òóñîì âñåîáùèõ, òàêîâûìè íå ðîæäàþòñÿ. Âñåîáùèé õàðàêòåð îíè ïðèîáðåòàþò â õîäå ñëîæ-
íîãî è ïðîòèâîðå÷èâîãî ïðîöåññà, ïðîòåêàþùåãî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Âíà÷àëå ýòè ïîíÿòèÿ
ïîÿâëÿþòñÿ êàê èíñòðóìåíò äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíîé (îñîáåííîé)
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îáëàñòè ÿâëåíèé. Çàòåì ñïåêòð îïèñûâàåìûõ èìè ÿâëåíèé ðàñøèðÿåòñÿ, âêëþ÷àÿ â ñåáÿ ôå-
íîìåíû èç ñìåæíûõ îáëàñòåé. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ýòî ïîíÿòèå âîñïðèíèìàåòñÿ óæå íå
êàê îñîáåííîå, íî êàê âñåîáùåå, à îáëàñòü, â êîòîðîé îíî ðîäèëîñü, ñòàíîâèòñÿ âñåãî ëèøü
îäíîé èç ìíîæåñòâà ñôåð åãî ïðèëîæåíèÿ.

Êîíêðåòèçèðóåì ýòó ñõåìó íà ïðèìåðå ïîíÿòèÿ ñèëû â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.

4. Ñòàíîâëåíèå ïîíÿòèÿ ñèëû ïðîèñõîäèëî â õîäå íàó÷íîé ðåâîëþöèè XVII â. è âêëþ÷à-
ëî â ñåáÿ íåñêîëüêî ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå Ãàëèëåé, çàíèìàâøèéñÿ èçó÷åíèåì äâèæåíèÿ
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, óñòàíîâèë, ÷òî îíî ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì (¾Áå-
ñåäû è ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà¿, 1638). Â îòñóòñòâèè àëãåáðàè÷åñêîé ñèìâîëèêè îí
îõàðàêòåðèçîâàë ýòî äâèæåíèå â òåðìèíàõ òåîðèè ïðîïîðöèé ïðè ïîìîùè äâóõ ÷èñëîâûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè òåëà, ðàâíî êàê è åãî ¾ïàäåíèè¿ ïî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèÿ, ïðîõîäèìûå òåëîì çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, îòíîñÿòñÿ äðóã
ê äðóãó êàê ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå÷åòíûõ ÷èñåë 1, 3, 5, 7, 9, è ò.ä. Èç ýòîé ïðîïîð-
öèè ñëåäîâàë âûâîä, ÷òî ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåííûå òåëîì îò íà÷àëà äâèæåíèÿ, îòíîñÿòñÿ äðóã
ê äðóãó êàê ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, 4, 9, 16, 25 è ò.ä.
Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, Ãàëèëåé îïèñàë ðÿä êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâè-
åì ñèëû òÿæåñòè, à òàêæå äâèæåíèé, â êîòîðûõ ýòà ñèëà èãðàëà ðîëü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ.
Íàèáîëåå âàæíûì èç ïîëó÷åííûõ èì ðåçóëüòàòîâ ñòàëà òåîðåìà î ïàðàáîëè÷íîñòè òðàåêòî-
ðèè ïîëåòà ñíàðÿäà. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ, ñîçäàííàÿ Ãàëèëååì, òåîðèÿ, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ
ðàçâèòèå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, åùå íå ïðåòåíäîâàëà íà âñåîáùíîñòü: ñôåðà åå ïðèìåíåíèÿ
îãðàíè÷èâàëàñü èñêëþ÷èòåëüíî äâèæåíèÿìè, îáóñëîâëåííûìè äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè.

Îñîáåííîñòü çàêîíà ïàäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî Ãàëèëååì, ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî îí íîñèë
÷èñòî àïðèîðíûé õàðàêòåð. Íè ñàìîìó Ãàëèëåþ, íè åãî ó÷åíèêàì � Á. Êàâàëüåðè è Ý. Òîððè-
÷åëëè � íå óäàëîñü äàòü åãî äîêàçàòåëüñòâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñòàëî ïðè÷èíîé íåïðèÿòèÿ
òåîðèè Ãàëèëåÿ ñî ñòîðîíû òàêèõ ó÷åíûõ, êàê Äåêàðò è Ðîáåðâàëü. Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêèõ
òðóäíîñòåé, êâàäðàòè÷íûé çàêîí ñòîëêíóëñÿ ñ ïðîáëåìîé ñâîåãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåð-
æäåíèÿ. Çíàìåíèòûå îïûòû Ãàëèëåÿ ñî ñêàòûâàíèåì øàðîâ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè áûëè
¾ôàëüñèôèöèðîâàíû¿ Ì. Ìåðñåííîì, îáíàðóæèâøèì â íèõ ñóùåñòâåííóþ îøèáêó (â 25

5. Îñíîâíàÿ çàñëóãà â ¾ðåàáèëèòàöèÿ¿ òåîðèè Ãàëèëåÿ è åå ïðèñïîñîáëåíèÿ äëÿ äàëüíåé-
øåãî ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïðèíàäëåæèò Ãþéãåíñó. Ñâîå èññëåäîâàíèå ïðîáëåì
äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû Ãþéãåíñ íà÷àë ñ âûÿñíåíèÿ çàêîíà ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ïðà-
âèëüíóþ ôîðìó êîòîðîãî îí, áóäó÷è åùå ñîâñåì ìîëîäûì ÷åëîâåêîì, óñòàíîâèë ñàìîñòîÿòåëü-
íî, íåçàâèñèìî îò Ãàëèëåÿ. Ñâîè èññëåäîâàíèÿ ïî ýòîé òåìå Ãþéãåíñ âîçîáíîâèë â 1659 ã. â
ñâÿçè ñ íà÷àëîì ðàáîòû íàä ìàÿòíèêîâûìè ÷àñàìè. Ðóêîïèñè, äàòèðóåìûå ýòèì ïåðèîäîì,
ñâèäåòåëüñòâóþò îá îðèãèíàëüíîñòè ïîäõîäà Ãþéãåíñà, êîòîðûé ïðè âûâîäå çàêîíà ïàäåíèÿ
èñïîëüçîâàë äèíàìè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ [3, p. 125-141].

Îñíîâîé åãî ðàññóæäåíèé ñëóæèë çàêîí èíåðöèè, äîïîëíåííûé ïðèíöèïîì îòíîñèòåëü-
íîñòè äâèæåíèÿ. Ãþéãåíñ èñõîäèë èç òîãî, ÷òî ïðè ïàäåíèè ñêîðîñòü òåëà ñêëàäûâàåòñÿ èç
äâóõ êîìïîíåíò � ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè, ïðèîáðåòåííîé òåëîì ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè, è
äîïîëíèòåëüíîé ñêîðîñòè, âûçâàííîé äåéñòâèåì òÿæåñòè â ýòîò ìîìåíò. Ïî Ãþéãåíñó, åñëè
áû äâèæóùååñÿ òåëî îêàçàëîñü â òàêîì ìåñòå, ¾ãäå íå îùóùàåòñÿ äåéñòâèÿ òÿæåñòè¿, òî îíî
ïðîäîëæàëî áû ïàäåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Íî ïîñêîëüêó òàêîãî ìåñòà íåò, åãî ïàäåíèå
ïðîèñõîäèò ñ óñêîðåíèåì. Ññûëêà íà ïðèíöèï èíåðöèè ñëóæèò çäåñü äëÿ êà÷åñòâåííîãî îáú-
ÿñíåíèÿ ìåõàíèçìà óñêîðåíèÿ; êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè óñêîðåíèÿ îíà íå äàåò (èç ïðèâåäåííûõ
Ãþéãåíñîì ðàññóæäåíèé äàæå íå ñëåäóåò, ÷òî óñêîðåíèå áóäåò ïîñòîÿííûì). Êàê è Ãàëèëåé,
Ãþéãåíñ, ñôîðìóëèðîâàâ êâàäðàòè÷íûé çàêîí ïàäåíèÿ, íå ñìîã äàòü åãî äîêàçàòåëüñòâà.

Îòìåòèì îðèãèíàëüíóþ ïîïûòêó Ãþéãåíñà â ýòèõ ðàáîòàõ îòîæäåñòâèòü äâèæåíèå òåëà
ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè ñ äâèæåíèåì ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ïðóæèíû. Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå
îí èñïîëüçîâàë äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæåíèÿ, ÷òî àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî ïîñëå ïàäåíèÿ
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íà óïðóãóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ïîäíèìåòñÿ ââåðõ íà òó æå âûñîòó, ñ êîòîðîé îíî
íà÷àëî ïàäåíèå. Ñíà÷àëà, îïèðàÿñü íà ïðèíöèï èíåðöèè, Ãþéãåíñ óñòàíîâèë, ÷òî òåëî, ïîäíè-
ìàþùååñÿ ââåðõ ïîñëå îòñêîêà äîëæíî çà âðåìÿ, ðàâíîå âðåìåíè ïàäåíèÿ, ïðîéòè ïî èíåðöèè
� â îòñóòñòâèè òÿæåñòè � ïóòü, â äâà ðàçà áîëüøèé, ÷åì ïóòü, ïðîéäåííûé èì ïðè ïàäåíèè
âíèç. Çàòåì îí ñêîððåêòèðîâàë ýòîò ðåçóëüòàò, óìåíüøèâ åãî â äâà ðàçà ñ ó÷åòîì çàìåäëåíèÿ,
âûçûâàåìîãî ñîïðîòèâëåíèåì òÿæåñòè. Îðèãèíàëüíûì ìîìåíòîì â ýòîì ðàññóæäåíèè ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ àíàëèçà äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ øàðà ïî
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè äðóãîãî øàðà, ñâÿçàííîãî ñ ïåðâûì øàðîì
âåðåâêîé, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê. Ïðè ýòîì Ãþéãåíñ èñïîëüçîâàë èäåþ, ÷òî äâèæåíèå ïîä
äåéñòâèåì òÿæåñòè ìîæåò áûòü çàìåíåíî äâèæåíèåì, âûçûâàåìûì äåéñòâèåì óïðóãîé ïðó-
æèíû (elater). Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãèþ ìåæäó äâèæåíèÿìè, âûçâàííûìè ãðàâèòàöèîííîé è
óïðóãîé ñèëîé, èñïîëüçîâàë òàêæå Ð. Ãóê.

6. Íàèáîëåå çíà÷èìûìè äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñòàëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ãþé-
ãåíñîì â îòíîøåíèè äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíîé ñèëû. Ãþéãåíñ äîêàçàë, ÷òî îíî
ñëåäóåò çàêîíó, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ ïàäåíèå òåëà ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè. Ïðåäñòàâèì, ÷òî
íàõîäÿùèéñÿ íà êîíöå âåðåâêè ãðóç (òÿæåëûé øàðèê) âðàùàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.
Ïðè ýòîì íà íåãî äåéñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ ñèëà, êîòîðàÿ íàòÿãèâàåò âåðåâêó. Äåéñòâèå ýòîé
ñèëû îùóùàåò ðóêà, êîãäà ïðèâîäèò øàðèê â äâèæåíèå. Ïðåäñòàâèì, ÷òî íàáëþäàòåëü íàõî-
äèòñÿ íà êîëåñå, êîòîðîå âðàùàåòñÿ ñ òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ÷òî è øàðèê íà âåðåâêå. Â
ñëó÷àå îáðûâà âåðåâêè, ãðóç ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíîé ñèëû íà÷íåò óäàëÿòüñÿ îò íàáëþäà-
òåëÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè åãî äâèæåíèå áóäåò îñóùåñòâ-
ëÿòüñÿ ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó, â êîòîðîé ãðóç íàõîäèëñÿ â
ìîìåíò îáðûâà âåðåâêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì èíåðöèè, åãî äâèæåíèå áóäåò ðàâíîìåðíûì.
Ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòàðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ Ãþéãåíñ ïîêàçàë, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó ãðóçîì è íàáëþäàòåëåì áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ ïî çàêîíó êâàäðàòíûõ ÷èñåë 1, 4, 9, 16,
25 . . . . Íà ÿçûêå ñêîðîñòåé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, îòîðâàâøèñü îò âåðåâêè, òåëî (â ïåðâûé ìîìåíò
âðåìåíè) áóäåò óäàëÿòüñÿ îò íàáëþäàòåëÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå
îò ìåõàíèêîâ èòàëüÿíñêîé øêîëû, ñ÷èòàâøèõ, ÷òî èíåðöèàëüíîå äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
íà êîíå÷íîì îòðåçêå, Ãþéãåíñ èñïîëüçîâàë ëîêàëüíûé âàðèàíò ïðèíöèïà èíåðöèè, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êîòîðûì ðàâíîìåðíûì è ïðÿìîëèíåéíûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü äâèæåíèå, îñóùåñòâëÿþùååñÿ
â íà÷àëüíûé, áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Îïåðèðóÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îòðåçêà-
ìè, îí îòáðàñûâàë áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû âòîðîãî ïîðÿäêà. Âïîñëåäñòâèè òàêîãî ðîäà
èíôèíèòåçèìàëüíàÿ òåõíèêà øèðîêî èñïîëüçîâàëàñü È. Íüþòîíîì.

Ïðèâåäåì ïåðå÷åíü íàèáîëåå âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ Ãþéãåíñîì ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è î äâèæåíèè ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíîé ñèëû. Ïåðâûå äâà ðåçóëüòàòà óñòàíàâëèâà-
þò àíàëîãèþ ìåæäó öåíòðîáåæíîé ñèëîé è âåñîì. Ïåðâûé ðåçóëüòàò: ¾öåíòðîáåæíûå ñèëû
ðàçíûõ òåë, äâèæóùèõñÿ ïî îäèíàêîâûì êðóãàì ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, îòíîñÿòñÿ äðóã ê
äðóãó, êàê âåñà òåë èëè êàê êîëè÷åñòâà ìàòåðèè¿ [2, c. 256]. Âòîðîé ðåçóëüòàò: ñòðåìëåíèå ê
äâèæåíèþ (conatus) òåë, âðàùàþùèõñÿ íà âåðåâêå âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè, ¾ñîâåðøåííî
ïîäîáíî òîìó, êîòîðîå ïðîèñõîäèò îò òÿãîòåíèÿ¿ [òàì æå]. Ýòè äâà ðåçóëüòàòà çíàìåíóþò ïåð-
âûé ñëó÷àé ðàñïðîñòðàíåíèÿ êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà ïàäåíèÿ íà äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû,
îòëè÷íîé îò ñèëû òÿæåñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò çàêîíà ïàäåíèÿ, íå ïîëó÷èâøåãî
òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ, çàêîí äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíîé ñèëû áûë ñòðîãî
äîêàçàí Ãþéãåíñîì ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ, îïèðàþùåãîñÿ íà
òåîðåìó Ïèôàãîðà. Ïðè ýòîì èç ìåõàíè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ Ãþéãåíñ èñïîëüçîâàë òîëüêî çàêîí
(ïðÿìîëèíåéíîé) èíåðöèè.

Åùå îäèí âàæíûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ãþéãåíñîì, ñîñòîÿë â îòêðûòèè îñîáîãî ñâîéñòâà
öåíòðîáåæíîé ñèëû, êîòîðîå îòëè÷àåò åå îò ñèëû òÿæåñòè: ¾â òî âðåìÿ êàê ñòðåìëåíèå ïàäàòü
ó îäíîãî è òîãî æå øàðà âñåãäà îäíî è òî æå. . . , öåíòðîáåæíîå ñòðåìëåíèå � ðàçíîå, â çà-
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âèñèìîñòè îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ¿ [òàì æå]. Âàðèàòèâíîñòü öåíòðîáåæíîé ñèëû, çàâèñèìîñòü
åå âåëè÷èíû îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãðóçà îçíà÷àåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ôîðìàëüíîå ñîâïàäå-
íèå, çàêîí äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíîé ñèëû áîãà÷å ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ çàêîíà
ïàäåíèÿ ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè. Â êîíå÷íîì èòîãå èìåííî ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë Íüþòî-
íó ïðåîäîëåòü íåäîñòàòêè òåîðèè Ãàëèëåÿ è ñîçäàòü òåîðèþ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë â ïîëå
öåíòðàëüíûõ ñèë. Ïîñòóëèðîâàâ â ðàìêàõ òðåòüåãî çàêîíà ðàâåíñòâî öåíòðîáåæíîé è öåíòðî-
ñòðåìèòåëüíîé ñèëû (â ðîëè ïîñëåäíåé âûñòóïàëà ó Íüþòîíà ñèëà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ �
îáîáùåííûé àíàëîã ñèëû òÿæåñòè), îí ñäåëàë çàâåðøàþùèé øàã íà ïóòè ñòàíîâëåíèÿ îáùåãî
ïîíÿòèÿ ñèëû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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Â 1826 ã. â æóðíàëå ¾×èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè¿ áûëî îïóáëèêîâàíî äîêàçàòåëü-
ñòâî Àáåëÿ òåîðåìû ¾Î íåðàçðåøèìîñòè îáùåãî óðàâíåíèÿ 5-é ñòåïåíè â ðàäèêàëàõ¿ è â ýòîì
æå ãîäó â æóðíàëå Ôåððþñàêà áûëà îïóáëèêîâàíà ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñòàòüÿ ñ çàêëþ-
÷åíèåì ðåäàêòîðà æóðíàëà Ñýãåÿ. Â ïèñüìå Õîëìáîå, Àáåëü ñîîáùàåò, ÷òî ýòî çàêëþ÷åíèå
ñîñòàâëåíî, èì ñàìèì.

Ñîâðåìåííèêè Àáåëÿ íèêàê íå îòðåàãèðîâàëè íà ýòî äîêàçàòåëüñòâî. Âåëèêèå ìàòåìàòèêè
Ãàóññ è Êîøè, òàê æå çàíèìàâøèåñÿ ýòèì âîïðîñîì, ïðîèãíîðèðîâàëè åãî. Îäíàêî âïîñëåä-
ñòâèè, ìíåíèÿ î äîêàçàòåëüñòâå Àáåëÿ ðàçäåëèëèñü. Îäíè � Ãàìèëüòîí, Ê¼íèãñáåðãåð, Ïüåð-
ïîíò, âûñêàçàëè ðÿä ñåðü¼çíûõ çàìå÷àíèé, ôðàíöóçñêèå ìàòåìàòèêè íå äàëè íèêàêîé îöåíêè
äîêàçàòåëüñòâó Àáåëÿ; äðóãèå � Îñòðîãðàäñêèé, Ñèëîâ è Ëè, ñ÷èòàëè åãî õîðîøèì.

Ïåðâîå êðèòè÷åñêîå çàìå÷àíèå áûëî äàíî Ãàìèëüòîíîì â ñòàòüå, âûøåäøåé â 1839, ãäå îí
îòìå÷àåò ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ, îïèñàííîå Àáåëåì.
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Çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî ñòåïåíÿì è ïîðÿäêàì.
Ïîçæå òàêîå æå ìíåíèå áûëî âûñêàçàíî è Ê¼íèãñáåðãåðîì. Ñèëîâ è Ëè, îòìå÷àÿ ýòè çàìå-
÷àíèÿ, ñ÷èòàþò äîêàçàòåëüñòâî Àáåëÿ âïîëíå ñòðîãèì. Ïüåðïîíò îáúåäèíèë äîêàçàòåëüñòâà
Ðóôôèíè è Àáåëÿ è, íàçâàë òåîðåìó î íåðàçðåøèìîñòè îáùèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ òåî-
ðåìîé Ðóôôèíè-Àáåëÿ. Ôðàíöóçñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî, êðîìå çàêëþ÷åíèÿ Ñýãåÿ ê
ñòàòüå Àáåëÿ â æóðíàëå Ôåððþñàêà, ïðîèãíîðèðîâàëî ýòî äîêàçàòåëüñòâî, ñ÷èòàÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî Ðóôôèíè äîñòàòî÷íî õîðîøèì.

Îñòðîãðàäñêèé â ñâîèõ ëåêöèÿõ èñïîëüçóåò äîêàçàòåëüñòâî Àáåëÿ. Ïî ýòèì ëåêöèÿì ÷èòàë
ñâîé êóðñ è ×åáûø¼â.

Èññëåäîâàíèå äîêàçàòåëüñòâà Àáåëÿ ïîêàçàëè, ÷òî, îïèðàÿñü íà òðóäû Ýéëåðà è Ëàãðàí-
æà, îí, ïî ñóòè, ïîñòðîèë ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ, îïèñàâ åãî êàê
ìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, íàäåë¼ííîå îïåðàöèÿìè: ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëå-
íèÿ, èçâëå÷åíèå êîðíåé ñ ïðîñòûìè ïîêàçàòåëÿìè. Âû÷èòàíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíè ñ öåëûìè
ïîêàçàòåëÿìè, à òàêæå èçâëå÷åíèå êîðíåé ñ ïîêàçàòåëÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñîñòàâíûìè ÷èñëà-
ìè, îí ñ÷èòàåò âõîäÿùèìè â îòìå÷åííûå âûøå îïåðàöèè, ïîä÷åðêèâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî íèêà-
êàÿ èç ðàöèîíàëüíûõ îïåðàöèé íå áóäåò èçìåíÿòü âèä, îïðåäåë¼ííûé äëÿ ýëåìåíòîâ äàííîãî
ïîëÿ. Ðàñøèðåíèÿ çàäàííîãî ïîëÿ ñòðîÿòñÿ ïî ïðèíöèïó ïðèñîåäèíåíèÿ ðàäèêàëîâ ïðîñòî-
ãî ïîðÿäêà èç ýëåìåíòà çàäàííîãî ïîëÿ, ïðè÷¼ì Àáåëü ââîäèò ïîíÿòèå ïîðÿäêà ðàñøèðåíèÿ è
ñòåïåíü äàííîãî ðàñøèðåíèÿ. Ýòè ðàäèêàëüíûå âûðàæåíèÿ, Àáåëü íàçûâàåò àëãåáðàè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè. Îäíàêî, â ïîñòðîåíèè àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèè, êàê çàìåòèëè Ãàìèëüòîí è Ê¼-
íèãñáåðãåð, òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ óñëîæíÿåò ïîíèìàíèå âîïðîñà, ò.ê. ïîíÿòèå ñòåïåíè âíîñèò
íàðóøåíèå îäíîçíà÷íîñòè â ïîíèìàíèå ïðèñîåäèíÿåìûõ ýëåìåíòîâ. Íåñìîòðÿ íà ýòîò íåäîñòà-
òîê ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé, âíîñèò íîâèçíó â ïîíèìàíèå ìíîæåñòâà
è îòêðûâàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ, ÷òî äà¼ò ïðàâî ñ÷èòàòü Àáåëÿ îäíèì èç
ðàçðàáîò÷èêîâ ìíîæåñòâåííûõ ñòðóêòóð. Â ýòîé ÷àñòè ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

1-ÿ òåîðåìà. Âñÿêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

𝑣 = 𝑞0 + 𝑝1/𝑛 + 𝑞2𝑝
2/𝑛 + . . .+ 𝑞𝑛−1𝑝

(𝑛−1)/𝑛.

ãäå 𝑛 � ïðîñòîå ÷èñëî, 𝑞𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛−1, 𝑞1 = 1 � àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè ïîðÿäêà 𝜇, è ñòåïåíè
𝑚 − 1, 𝑝 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà 𝜇 − 1 è òàêîâà, ÷òî 𝑝1/𝑛 íå ìîæåò ðàöèîíàëüíî
âûðàæàòüñÿ ÷åðåç 𝑞𝑖.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé ñôîðìóëèðîâàíû
ñëåäóþùèå òåîðåìû:

2-ÿ òåîðåìà. Если уравнение алгебраически разрешимо, то его корню всегда можно при-
дать такой вид, что все алгебраические функции, входящие в неё, могут быть представлены
рациональными функциями корней.

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíî Ëàãðàíæåì. Äîêàçàòåëüñòâî
Àáåëÿ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñòðîãèì ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì: - ïîêàçàòåëü ñòåïåíè çàäàííîãî óðàâ-
íåíèÿ íå îïèñàí; - íå ñêàçàíî ÿâëÿåòñÿ ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèìûì èëè íåò; - â ïîëó÷åííûõ
âûðàæåíèÿõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåç êîðíè óðàâíåíèÿ, íå óêàçàíî ñêîëüêî çíà÷åíèé áóäåò
ïðèíèìàòü ýòà ôóíêöèÿ êîðíåé. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìî-
ñòè ýëåìåíòîâ ïîëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäïîëàãàåìîå âûðàæåíèÿ êîðíÿ, çàïèñàííîå â áàçèñå ðàñ-
øèðåíèÿ ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ, â çàäàííîå óðàâíåíèå, Àáåëü ïîëó÷àåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîãî
ýëåìåíòà è äîêàçûâàåò, ÷òî ýòî áóäåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû
âûðàæåíèÿ áóäóò ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîñëóæèëî ïîâîäîì äëÿ òîãî, ÷òîáû òåîðåìå î íåðàçðåøèìî-
ñòè óðàâíåíèÿ ïÿòîé ñòåïåíè, çàäàííîãî â îáùåì âèäå, ïðèñâîèòü èìÿ Àáåëÿ, à íå Ðóôôèíè,
ñôîðìóëèðîâàâøåãî è äîêàçàâøåãî å¼ ïðåæäå Àáåëÿ.

3-ÿ òåîðåìà � ýòî òåîðåìà Êîøè î êîëè÷åñòâå çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ôóíê-
öèÿ îò ïåðåñòàíîâêè, ñîäåðæàùèõñÿ â íåé ïåðåìåííûõ.
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4-ÿ òåîðåìà:
Если функция, зависящая от нескольких переменных, принимает 𝑚 различных значений,

то существует уравнение степени 𝑚, коэффициентами которого являются симметриче-
ские функции этих значений, а сами значения – корнями этого уравнения. Уравнения тако-
го же вида степень которого меньше 𝑚 , содержащего корнем одно или несколько значений
этой функции не существует.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ 𝑚 çíà÷åíèé,
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñòåïåíè 𝑚 (íàçâàííîãî Ëàãðàíæåì óïðîùàþùèì), áûëî äîêàçàíî
Ëàãðàíæåì.

5-ÿ òåîðåìà (îïèðàÿñü íà ïðåäñòàâëåííûå äîêàçàòåëüñòâà ïåðåäûäóùèõ òåîðåì, Àáåëü çà-
êëþ÷àåò):

Решить уравнение 5-й степени в общем виде невозможно.
Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå âûøå íåòî÷íîñòè â ðàññóæäåíèÿõ ìîãëè ïîâëèÿòü

íà çàêëþ÷åíèÿ Àáåëÿ. ×ðåçìåðíàÿ îáùíîñòü, îòñóòñòâèå îïèñàíèé îáîçíà÷åíèé íå ïîçâîëÿþò
ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå ñòðîãèì è ÷¼òêèì.
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1. Введение

Â 1986 ãîäó ïîñëå îêîí÷àíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Òóëüñêîãî ïåäèíñòèòóòà, àâòîð
ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó Ìèõàèëà Èîñèôîâè÷à Êàäåöà. Î ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå Êàäåöà â
ãîðîäå Õàðüêîâå îí óçíàë çà ãîä äî ýòîãî îò ñâîåãî ó÷èòåëÿ Ðûáàêîâà Âëàäèñëàâà Èâàíîâè÷à.
Â ýòî âðåìÿ Õàðüêîâñêàÿ øêîëà Ìèõàèëà Èîñèôîâè÷à Êàäåöà óæå ïîëó÷èëà ìèðîâóþ èç-
âåñòíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, î íåé êàê îá îñîáîì ÿâëåíèè â îáëàñòè òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ
óïîìèíàåò À. Ïè÷ â ñâîåé êíèãå �History of Banach spaces and linear operators� (Birkhauser,
2007). Õàðüêîâñêîé øêîëå è ãîäàì ñîòðóäíè÷åñòâà ñ íåé àâòîð ïîñâÿòèë ðàáîòó[1].

Çàìåòèì, ÷òî Âëàäèñëàâîì Èâàíîâè÷åì Ðûáàêîâûì [2] ïîëó÷åíû ãëóáîêèå, ñîäåðæàòåëü-
íûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû. Íàïðèìåð, î ¾the classical theorem of Rybakov¿ ìîæíî ïðî÷èòàòü â
êíèãàõ è ñòàòüÿõ, îïóáëèêîâàííûõ â ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïå÷àòè. Ðàáîòà 1970 ãîäà
ñîäåðæèò ýòó ñàìóþ "the classical theorem of Rybakov"(íàçâàíèå âçÿòî íàìè, èç àíãëîÿçû÷íûõ
ðàáîò 1997-1998 ãîäîâ. Òåïåðü ïîãîâîðèì î Ì.È. Êàäåöå.

¾Ìèõàèë Èîñèôîâè÷ (30 íîÿáðÿ 1923 ã. � 7 ìàðòà 2011 ã.) áûë áëåñòÿùèì è îäíîâðå-
ìåííî íåîáû÷àéíî ãëóáîêèì ìàòåìàòèêîì, äîáðûì è îòçûâ÷èâûì ÷åëîâåêîì, îñòðîóìíûì è
ïðèÿòíûì ñîáåñåäíèêîì. Òàêèì îí è îñòàíåòñÿ â íàøåé ïàìÿòè¿. Ñðåäè ïîëó÷åííûõ èì âûäà-
þùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ, îòìåòèì, ÷òî Ìèõàèë Èîñèôîâè÷ ðåøèë â ïîëîæèòåëüíîì ñìûñëå äàâíî
ñòîÿâøóþ ïðîáëåìó Ôðåøå�Áàíàõà î ãîìåîìîðôèçìå âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñðàçó ñòàë êëàññè÷åñêèì.

Îäíèì èç ñðåäñòâ, ïðåäëîæåííûõ Ìèõàèëîì Èîñèôîâè÷åì ïðè ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû,
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ýêâèâàëåíòíûõ íîðì, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì âûïóê-
ëîñòè. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî òåõíèêà ýêâèâàëåíòíûõ íîðì ýôôåêòèâíà â ãîðàçäî áîëåå
øèðîêîì êðóãå ïðîáëåì ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è íåëèíåéíîãî àíàëèçà. Ìèõàèë
Èîñèôîâè÷ ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç ñîçäàòåëåé òåîðèè ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåíîðìèðîâîê
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðåâðàòèâøåéñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñàìîñòîÿòåëüíóþ îáëàñòü.

2. Из истории неопубликованной статьи М. И. Кадеца,
Е. В. Манохина

Òåîðèÿ ýêâèâàëåíòíûõ íîðì äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñ(Ê) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòàõ åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû Ìèëþòèíà è òåîðèè ñåïàðàáåëüíûõ ïðî-
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ñòðàíñòâ Áàíàõà (ïðîñòðàíñòâî Ñ(Ê) ñåïàðàáåëüíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Ê �
ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê Ñ(Ê) ñåïàðàáåëüíî â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè Ê � ñ÷åòíûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. Áûë óñòàíîâëåí ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ýêâè-
âàëåíòíûõ ñòðîãî âûïóêëûõ è ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî âûïóêëûõ íîðì íà âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòàõ. Äëÿ ñëó÷àÿ íåìåòðèçóåìûõ
êîìïàêòîâ òåîðèÿ äî ñèõ äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ.

Ñðåäè âñåõ êîìïàêòîâ åñòåñòâåííî âûäåëÿåòñÿ êëàññ êîìïàêòîâ ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åò-
íîñòè. Îí âêëþ÷àåò êëàññ ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ, íî íå ñîâïàäàåò ñ íèì. Ïðèìåðû íåìåòðè-
çóåìûõ êîìïàêòîâ ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè: äâå ñòðåëêè, ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé êâàäðàò,
êîìïàêò Õåëëè è äðóãèå õîðîøî èçâåñòíû è ïðèâîäÿòñÿ â ó÷åáíèêàõ òîïîëîãèè.

Ì. È. Êàäåöà è Å. Â. Ìàíîõèí ãîòîâèëè ñòàòüþ, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëè áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî Ñ(Í) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f(x) íà êîìïàêòå Õåëëè ñ îáû÷íîé íîðìîé
||f||∞=max{|𝑓 (𝑥)| : 𝑥 ∈ 𝐻}. Íåèçâåñòíî, äîïóñêàåò ëè Ñ(Í) ýêâèâàëåíòíóþ ëîêàëüíîãî ðàâíî-
ìåðíî íîðìó. Áîëåå òîãî, íåèçâåñòíîãî îáëàäàåò ëè Ñ(Í) ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé ñ Í-ñâîéñòâîì
(ìû âûíóæäåíû óïîòðåáëÿòü áóêâó Í â äâóõ ðàçíûõ ñìûñëàõ!). Â ýòî âðåìÿ íà÷àëè âûõîäèò
èç ïå÷àòè ðàáîòû Õåéäîíà, êîòîðûå ïîä÷åðêíóëè çíà÷åíèå H-ñâîéñòâà: èç òîãî, ÷òî áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî Õ îáëàäàåò Í-ñâîéñòâîì íå ñëåäóåò, ÷òî îíî èìååò ýêâèâàëåíòíóþ ëîêàëüíîãî
ðàâíîìåðíî íîðìó. Â ñòàòüå Ì. È. Êàäåöà è Å.Â. Ìàíîõèíà áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî
íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C(H) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà ñ H-ñâîéñòâîì. Å.Â. Ìàíî-
õèí íà÷àë ãîòîâèòü ñòàòüþ ê ïå÷àòè, ñíà÷àëà â âèäå ðóêîïèñè, íî âíåçàïíî ïîëó÷èë ïèñüìî îò
Êàäåöà: Ìèõàèë Èîñèôîâè÷ çàñîìíåâàëñÿ, ÷òî òåîðåìà â êîíöå ñòàòüè âûòåêàåò èç ïðåäøå-
ñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé,îí ðåøèë, ÷òî íà ñàìîì äåëå òðåáóåòñÿ áîëåå ñèëüíàÿ âåðñèÿ ëåììû
2. Ìàíîõèíó Å.Â. ïîêàçàëàñü íåïîíÿòíûì â ÷åì ïðîáëåìà, íî îí ïîäóìàë, ÷òî ê ñòàòüå ìîæíî
âåðíóòüñÿ ïîçäíåå. Ðóêîïèñü áûëà ïîëîæåíà â ÿùèê ñòîëà. Ïóáëèêàöèÿ ñòàòüè áûë îòëîæåíà
è ê åå ðàññìîòðåíèþ àâòîðû òàê è íå âåðíóëèñü. Ïðåäñòàâëÿåì ìàòåìàòè÷åñêîé îáùåñòâåííî-
ñòè ýòó íåîïóáëèêîâàííóþ ðàáîòó, êàê ÷àñòü èñòîðèè ìàòåìàòèêè.

Îòìåòèì, ÷òî ñòàòüÿ íå áûëà îïóáëèêîâàíû èç-çà âûñîêîé òðåáîâàòåëüíîñòè, êîòîðóþ ïðå-
äüÿâëÿë ê ñåáå âûäàþùèéñÿ ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê Ì. È. Êàäåö, òðåáîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ìî-
æåò ñëóæèòü ïðèìåðîì äëÿ ñîâðåìåííîé ìîëîäåæè, îñîáåííî äëÿ íàó÷íîé ìîëîäåæè. Öåííîñò-
íûé ìèð ìîëîäåæè äîëæåí îòðàæàòü âñå ìíîãîîáðàçèå ñîâðåìåííîãî ðîññèéñêîãî îáùåñòâà è
îáëàäàòü ñâîåîáðàçèåì, óíèêàëüíîñòüþ, íåïîâòîðèìîñòüþ, èìåòü îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè
è ÷åðòû.

Ïîñòðîåíèå òàêîãî ìèðà öåííîñòåé ñåãîäíÿ - îäíà èç áîëåâûõ òî÷åê íå òîëüêî ðîññèéñêîé
ìîëîäåæè, íî è îáùåñòâà â öåëîì, ïîñêîëüêó âàêóóì, îáðàçîâàâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ñìåíû,
òðàíñôîðìàöèè ñîöèàëüíûõ öåííîñòåé â ïîñòñîâåòñêèé ïåðèîä äîëæåí áûòü ïðåîäîëåí.

3. Кратко содержание статьи М. И. Кадеца, Е. В. Манохина
«Компакт Хелли 𝐻 и банахово пространство 𝐶(𝐻)»

Êîìïàêòîì Õåëëè H íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ íåóáûâàþùèõ, îòîáðàæåíèé x = x(t)
îòðåçêà [0; 1] = I â ñåáÿ, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

Â ýòîé òîïîëîãèè êîìïàêò Õåëëè � íåìåòðèçóåìîå ñåïàðàáåëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè. Êðîìå òîãî H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî (âûïóêëîå ïîäìíî-
æåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåõ ôóíêöèÿ îïðåäåë¼ííûõ íà I).

Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé îêðóæíîñòåé ýëåìåíòà x∈H ÿâëÿþòñÿ ¾ïàðàëëåëåïèïåäû¿
𝑂(𝑥, 𝑆, 𝜖) = {𝑦 ∈ 𝐻 : |𝑥 (𝑡)− 𝑦 (𝑡)| < 𝜖, 𝑡 ∈ 𝑆 }, ãäå S� êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà I.
Êàæäûé ýëåìåíò êîìïàêòà Õåëëè � ôóíêöèÿ íà I, íåïðåðûâíàÿâî âñåõ òî÷êàõ êðîìå, áûòü

ìîæåò, ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà. Ïîäìíîæåñòâî H, îáðàçîâàííîå âñåìè íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè,
îáîçíà÷èì Hc.



306 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

Предложение 1. Hc-всюду плотное 𝐺𝛿 – подмножество в H.

Предложение 2. Если 𝑥0 ∈H𝑐, то для любого 𝜖> 0 найдутся T и 𝛿>0 такие, что

O (x0, I,𝜖) ⊃O (x0, T, 𝛿)

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(𝑥𝑛)
∞
1 ⊂Hñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê ýëåìåíòó x∈H𝑐, òî îíà

ñõîäèòñÿ è ðàâíîìåðíî.
Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

åãî ýëåìåíòîâ xè y íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì X íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé xâ y.Îêðóæíîñòü îä-
íîðîäíà, îòðåçîê íå îäíîðîäåí (ìåøàþò êîíöû). Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé áåñêîíå÷íîìåðíûé
âûïóêëûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò îäíîðîäåí.Íåèçâåñòíî îäíîðîäåí ëè êîìïàêò Õåëëè.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ Áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Ñ(Í) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèéf(x) íà
êîìïàêòå Õåëëè ñ îáû÷íîé íîðìîé||f||∞=max{|𝑓 (𝑥)| : 𝑥 ∈ 𝐻}. Â ñèëó íåìåòðèçóåìîñòè êîì-
ïàêòà Õåëëè, ïðîñòðàíñòâî Ñ(Í) íåñåïàðàáåëüíî. Ïîýòîìó äëÿ íåãî àêòóàëåí âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè èëè íå ñóùåñòâîâàíèè �õîðîøèõ� ýêâèâàëåíòíûõ íîðì. Òàê êàê Í- ñåïàðàáåëüíûé
êîìïàêò , òî C(Í). äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíóþ ñòðîãî âûïóêëóþ íîðìó. Íåèçâåñòíî, äîïóñêà-
åò ëè Ñ(Í) ýêâèâàëåíòíóþ ëîêàëüíîãî ðàâíîìåðíî íîðìó. Áîëåå òîãî, íåèçâåñòíîãî îáëàäàåò
ëè Ñ(Í) ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé ñ Í-ñâîéñòâîì (ìû âûíóæäåíû óïîòðåáëÿòü áóêâó Í â äâóõ
ðàçíûõ ñìûñëàõ!) Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Банахово пространство X называется локально равномерно выпуклым,
если для его элементов условия ‖𝑥𝑛‖=‖𝑥‖=1 è lim‖𝑥𝑛+𝑥‖=2 âëåêóò ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü:
lim‖𝑥𝑛−𝑥‖=0

Îïðåäåëåíèå 2.Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Xîáëàäàåò H-ñâîéñòâîì; åñëè èç óñëîâèé x𝑛ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê x è lim‖𝑥𝑛‖=‖𝑥‖ ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü.

Êàæäîå ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò H-ñâîéñòâîì; îáðàòíîå
íåîáÿçàòåëüíî. Áîëåå ïîäðîáíî ïî ïîâîäó ýêâèâàëåíòíûõ íîðì â ïðîñòðàíñòâå Áàíàõà. Îñ-
íîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé çàìåòêè � â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî H-îäíîðîäíûé êîìïàêò, äîêàçàòü,
÷òî C(H) îáëàäàåò H-ñâîéñòâîì. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèÿ, îáîáùàþùèå íà
ôóíêöèè èç C(H) ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè èç C(I).

Определение 3. Ïóñòü 𝑇 � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà 𝑇 (îáîçíà÷åíèå: 𝑇 ∈F) è
0 < 𝛿 ≤ 1. 𝑇 �ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 𝑓 ∈ (𝐻) íàçîâ¼ì ôóíêöèîíàë

𝜔(f, T, 𝛿) =sup{ |f(x)-f(y)|: x∈H, y∈O(x,T,𝛿)}
Предложение 3. При данном 𝑇 модуль непрерывности 𝜔(𝑓, 𝑇, 𝛿) обладает следующими

свойствами:

1. 𝜔(𝑓, 𝑇, 𝛿) — неубывающая непрерывная функция от 𝛿,

2. 𝜔(𝑓 + 𝑔, 𝑇, 𝛿) 6 𝜔(𝑓, 𝑇, 𝛿) + 𝜔(𝑔, 𝑇, 𝛿),

3. 𝜔(𝑓, 𝑇, 𝛿 + ℎ) 6 𝜔(𝑓, 𝑇, 𝛿) + 𝜔(𝑓, 𝑇, ℎ),

4. 𝜔(𝜆𝑓, 𝑇, 𝛿) = |𝜆|𝜔(𝑓, 𝑇, 𝛿).
Определение 4. Модулем непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐻) назовем функционал

𝜔 (𝑓, 𝛿)= inf{𝜔 (𝑓, 𝑇, 𝛿) :𝑇 ∈ 𝐹 }.
Предложение 4.Модуль непрерывности 𝜔 (𝑓, 𝛿) обладает следующими свойствами:

0. lim𝛿→0 𝜔(𝑓, 𝛿) = 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐶(𝐻),

1. 𝜔(𝑓, 𝛿) неубывающая непрерывная функция от 𝛿,

2. 𝜔(𝑓 + 𝑔, 𝛿) 6 𝜔(𝑓, 𝛿) + 𝜔(𝑔, 𝛿),

3. 𝜔(𝑓, 𝛿 + ℎ) 6 𝜔(𝑓, 𝛿) + 𝜔(𝑓, ℎ),

4. 𝜔(𝜆𝑓, 𝛿) = |𝜆|𝜔(𝑓, 𝛿).
Лемма 1. Пусть 𝛾: H→H− гомеоморфизм комактаХелли на себя. Каждой функции

𝑓 (𝑥)∈C(H) ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ.

Γ𝑓=𝑔 (𝑢)=𝑓 ( 𝑢)=𝑓 (𝑥) .
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Ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè ýòèõ ôóíêöèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∀𝜖 ∃𝛿: 𝜔 (𝑔, 𝛿) 6 𝜔 (𝑓, 𝜖) .

Лемма 2. Допустим, что компакт Хелли топологически однороден. Пусть после-
довательность: (𝑓𝑛)∞1 ⊂ 𝐶 (𝐻) сходится слабо (т.е. последовательность ограничена и
сходится поточечно) к 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐻) и пусть существует положительное число 𝜁 и
последовательность(𝑥n)∞1 ⊂ H сходящаяся к 𝑥 ∈ H ,такие что

|𝑓𝑛 (𝑥𝑛)−𝑓 (𝑥𝑛)| > 𝜁.

Тогда найдутся такие 𝜖>0 и 𝑛0 ∈ 𝑁 ,что
𝜔 (𝑓, 𝜖)=1

6𝜁 è 𝜔 (𝑓𝑛, 𝜖) > 1
2𝜁 äëÿ ëþáûõ 𝑛 > 𝑛0

Теорема. Если компакт Хелли топологически однороден, то на банаховом пространстве
C(H) существует эквивалентная норма с H-свойством.

4. Заключение

Â ýòîé íåáîëüøîé çàìåòêå, êàñàþùåéñÿ âðåìåíè 1988-1990 ãã., âûïóñêàåìîé ê 35-ëåòèþ
íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòû âûäàþùåãîñÿ ðóêîâîäèòåëÿ Õàðüêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû
Ìèõàèëà Èîñèôîâè÷à Êàäåöà, ìû âèäèì ïðèìåð ñîòðóäíè÷åñòâà â íàó÷íîì òâîð÷åñòâå òîãî
ïåðèîäà. Îí äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê ôîðìèðîâàëèñü íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ òîãî ïåðè-
îäà, ïåðèîäà ïîñëåäíèõ ëåò ÑÑÑÐ.

Ñòàòüÿ ïîäãîòîâëåíà ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé âûïîëíåííûõ çà ñ÷åò áþäæåòíûõ
ñðåäñòâ ïî ãîñóäàðñòâåííîìó çàäàíèþ Ôèíóíèâåðñèòåòà � 15841ï-Ï8 ¾Ñîöèîëîãè÷åñêèé ïîðò-
ðåò öåííîñòíîãî ìèðà ìîëîäåæè â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿
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Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ � ñîâñåì ìîëîäîé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîëó÷èâøèé ñâîþ ôîðìàëèçàöèþ
ëèøü â 30-å ãîäû XX âåêà.

Â 1928 ãîäó Äàâèä Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë ïðîáëåìó ðàçðåøåíèÿ: íàéòè àëãîðèòì, êî-
òîðûé áû ïðèíèìàë â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ îïèñàíèå ëþáîé ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè
(ôîðìàëüíîãî ÿçûêà è ìàòåìàòè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ "S"íà ýòîì ÿçûêå) � è, ïîñëå êîíå÷íîãî
÷èñëà øàãîâ, îñòàíàâëèâàëñÿ áû è âûäàâàë îäèí èç äâóõ îòâåòîâ: "Èñòèíà!"èëè "Ëîæü! � â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñòèííî èëè ëîæíî óòâåðæäåíèå "S".

È õîòÿ ïîíÿòèå àëãîðèòìà íà òîò ìîìåíò óæå äîñòàòî÷íî àêòèâíî èñïîëüçîâàëîñü â ìàòå-
ìàòèêå (ýòî è àëãîðèòì Åâêëèäà â "Íà÷àëàõ è "àëãîðèòì"ó Ëåéáíèöà â ïîíèìàíèè ñèñòåìàòè-
÷åñêîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ ïðîáëåì äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, è ðàáîòà Ýéëåðà "Èñïîëü-
çîâàíèå íîâîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ïåëëÿ"(De usu novi algorithmi in problemate
Pelliano solvendo), â êîòîðîé ïîíèìàíèå àëãîðèòìà êàê ñèíîíèìà ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷è óæå
î÷åíü áëèçêî ê ñîâðåìåííîìó), íî ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ âñå åùå íå áûëî.

Âîçíèêíîâåíèå îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìà îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ âûøåäøèìè ïðàêòè÷åñêè îä-
íîâðåìåííî â ñåðåäèíå 30-õ ãîäîâ ÕÕ â. ðàáîòàìè Àëîíçî ×åð÷à, Àëàíà Òüþðèíãà, Ñòèâå-
íà Êîóëà Êëèíè è Ýìèëÿ Ïîñòà, â êîòîðûõ áûëè äàíû îïèñàíèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà è ìà-
øèíû Ïîñòà, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé è ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ.

Â 1935 àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ýìèëü Ëåîí Ïîñò (1897-1954) îïóáëèêîâàë â "Æóðíàëå
ñèìâîëè÷åñêîé ëîãèêè"ñòàòüþ "Ôèíèòíûå êîìáèíàòîðíûå ïðîöåññû, ôîðìóëèðîâêà 1"[1]. Â
ýòîé ñòàòüå è ïîÿâèâøåéñÿ îäíîâðåìåííî â Òðóäàõ Ëîíäîíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà
ñòàòüå àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Àëàíà Òüþðèíãà (1912-1954) "Î âû÷èñëèìûõ ÷èñëàõ ñ ïðèëî-
æåíèåì ê ïðîáëåìå ðåøåíèÿ"[2] áûëè äàíû ïåðâûå óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ "àëãîðèòì". Âàæíîñòü
èäåé Ïîñòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî áûë ïðåäëîæåí ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîð-
ìàöèè, ïîñòðîåíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è äîêàçàíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè
ïîëíîé.

Â 1967 ó÷åíèê À.Í. Êîëìîãîðîâà, Â.À. Óñïåíñêèé ïåðåñêàçàë ýòè ñòàòüè ñ íîâûõ ïîçèöèé,
ââåë ñàì òåðìèí "ìàøèíà Ïîñòà". Ìàøèíà Ïîñòà - àáñòðàêòíàÿ ìàøèíà, êîòîðàÿ ðàáîòàåò ïî
àëãîðèòìàì, ðàçðàáîòàííûì ÷åëîâåêîì, îíà ðåøàåò ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó: åñëè äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü ìàøèíó Ïîñòà, òî îíà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ ïîÿâëåíèåì ìàøèí Ïîñòà è Òüþðèíãà ñâîè òåîðèè ïîÿâëÿ-
þòñÿ ó Àëîíçî ×åð÷à (1903-1995) è åãî ó÷åíèêà Ñòèâåíà Êëèíè (1909-1994).

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå [3] ïîñòóëèðóåò íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó ôîðìóë, à òàêæå ïðàâèëà (òî÷-
íåå, ðîâíî îäíî ïðàâèëî) ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ ôîðìóë. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèå íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî âûðàæåíèå êîãäà-ëèáî îêàæåòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, ñó-
ùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå ñïîñîáû çàäàòü ïîðÿäîê ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè ýòîì èíîãäà îêàçû-
âàåòñÿ èíòåðåñåí íå ñàì ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèé, à ïðîìåæóòî÷íûå øàãè.

Â ýòî æå âðåìÿ Ñòèâåí Êëèíè â [4] ñòðîèò ñâîþ òåîðèþ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.
Ïåðâûå ðàáîòû ïî òåîðèè àëãîðèòìîâ â Ñîâåòñêîì Ñîþçå ïîÿâëÿþòñÿ â 1947 ã. è ïðèíàä-

ëåæàò À. À. Ìàðêîâó (1903-1979). Â ñâîèõ ïåðâûõ ñòàòüÿõ À.À. Ìàðêîâ íå äàåò îñíîâíûõ
îïðåäåëåíèé, ëèøü â ññûëêå ïèøåò, ÷òî â îòíîøåíèè òåðìèíîëîãèè è îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò çà
ðàáîòàìè Ãèëüáåðòà, Àêêåðìàíà è Áåðíàéñà, íàïèñàííûì ïî îñíîâàíèÿì ìàòåìàòèêè. Âñêîðå
ïîñëå ýòîãî, â 1950 ã. ïîÿâëÿåòñÿ è ïåðâàÿ ðàáîòà ïî òåîðèè àëãîðèòìîâ, íàïèñàííàÿ â Ìîñêâå,
íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Ýòî - ñòàòüÿ À.Â. Êóçíåöîâà (1926-1984) "Î
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ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèÿõ áîëüøîãî ðàçìàõà"[5]. Â íåé ïîñòðîåí ïåðâûé ïðèìåð
áåñêîíå÷íîãî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîãî ìíîæåñòâà, ïðÿìîé ïåðåñ÷åò êî-òîðîãî íå ïðèìèòèâ-
íî ðåêóðñèâåí. À òàêæå ñîäåðæèòñÿ âàæíîå íàáëþäåíèå, ÷òî ýëåìåíòàðíûé øàã êàæäîãî àë-
ãîðèòìà çàäàåòñÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé àðèôìåòèçàöèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé.
Òîãäà æå, â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ XX â. íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ íà÷èíàåò-
ñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçâèòèå òåîðèè àëãîðèòìîâ â ðàáîòàõ À.Í. Êîëìîãîðîâà è åãî ó÷åíèêîâ
ñ îäíîé ñòîðîíû è Ï.Ñ. Íîâèêîâà, ñ äðóãîé. Â íà÷àëå 1952 ã. Êîëìîãîðîâ ñôîðìóëèðîâàë ñâîå
çíàìåíèòîå îáùåå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà â âèäå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçìå÷åííûõ êîìïëåêñîâ,
êîòîðîå çàòåì áûëî îïóáëèêîâàíî â [6]. Ýòî îïðåäåëåíèå Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë ñâîåìó ó÷å-
íèêó, òîãäà ñòóäåíòó V êóðñà Â.À. Óñïåíñêîìó, â êà÷åñòâå òåìû äëÿ íàïèñàíèÿ äèïëîìíîé
ðàáîòû.

Ðàáîòà Â.À. Óñïåíñêîãî "Îáùåå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè è àëãîðèò-
ìè÷åñêîé ñâîäèìîñòè"(äèïëîì çàùèùåí â 1952 ã.). ñîäåðæèò êðèòèêó ðàíåå ñóùåñòâîâàâøèõ
îïðåäåëåíèé ×åð÷à, Êëèíè è äð., à òàêæå - âåñüìà ïîäðîáíóþ ïðîðàáîòêó îïðåäåëåíèÿ Êîë-
ìîãîðîâà, çàïèñü íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ â åãî òåðìèíîëîãèè. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü
àëãîðèòìà Êîëìîãîðîâà ñ ðåêóðñèâíûìè ôóíêöèÿìè, äîêàçûâàåòñÿ åãî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñâî-
äèìîñòü.

×óòü ïîçæå óêàçàííîå îïðåäåëåíèå ÿâèëîñü ïðåäìåòîì äîêëàäà Êîëìîãîðîâà íà çàñåäàíèè
Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà â ìàðòå 1953 ã. è ñîâìåñòíîé ñòàòüè À.Í. Êîëìîãîðîâà
è Â.À. Óñïåíñêîãî â 1958 ã. [6]

Îïðåäåëåíèå À.Í. Êîëìîãîðîâà çâó÷àëî ñëåäóþùèì îáðàçîì [5, 6]:
Ìû îòïðàâëÿåìñÿ îò ñëåäóþùèõ íàãëÿäíûõ ïðåäñòàâëåíèé îá àëãîðèòìàõ:
1) Àëãîðèòì Ã, ïðèìåíåííûé êî âñÿêîìó "óñëîâèþ"("íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ") À èç íåêîòî-

ðîãî ìíîæåñòâà D(Ã) ("îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè"àëãîðèòìà Ã), äàåò "ðåøåíèå"("çàêëþ÷èòåëü-
íîå ñîñòîÿíèå") Â

2) Àëãîðèòìè÷åñêèé ïðîöåññ ðàñ÷ëåíÿåòñÿ íà îòäåëüíûå øàãè çàðàíåå îãðàíè÷åííîé ñëîæ-
íîñòè; êàæäûé øàã ñîñòîèò â "íåïîñðåäñòâåííîé ïåðåðàáîòêå"âîçíèêøåãî ê ýòîìó øàãó ñî-
ñòîÿíèÿ S â ñîñòîÿíèå 𝑆* = ΩΓ(𝑆)

3) Ïðîöåññ ïåðåðàáîòêè 𝐴0 = 𝐴 â 𝐴1 = ΩΓ(𝐴
0), 𝐴1 â 𝐴2 = ΩΓ(𝐴

1), 𝐴2 â 𝐴3 = ΩΓ(𝐴
2) è ò. ä.

ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ëèáî íå ïðîèçîéäåò áåçðåçóëüòàòíàÿ îñòàíîâêà (åñëè îïåðàòîð
ΩΓ íå îïðåäåëåí äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ), ëèáî íå ïîÿâèòñÿ ñèãíàë î ïîëó÷åíèè "ðåøå-
íèÿ". Ïðè ýòîì íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü íåîãðàíè÷åííîãî ïðîäîëæåíèÿ ïðîöåññà (åñëè
íèêîãäà íå ïîÿâèòñÿ ñèãíàë î ðåøåíèè).

4) Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïåðåðàáîòêà S â 𝑆* = ΩΓ(𝑆) ïðîèçâîäèòñÿ ëèøü íà îñíîâàíèè èí-
ôîðìàöèè î âèäå çàðàíåå îãðàíè÷åííîé "àêòèâíîé ÷àñòè"ñîñòîÿíèÿ S è çàòðàãèâàåò ëèøü ýòó
àêòèâíóþ ÷àñòü."

Êàê ïîçæå, óæå â êîíöå 80õ ãã, ïèøåò Â.À. Óñïåíñêèé [8], ôîðìóëèðîâêà Êîëìîãîðîâà
ñîäåðæèò äâå ñóùåñòâåííûå èäåè. Ïåðâàÿ èç íèõ - èäåÿ èòåðàòèâíîñòè àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðî-
öåññà, à âòîðàÿ âûðàæåíà â ïîñëåäíåì ïóíêòå ôîðìóëèðîâêè, ýòî èäåÿ ëîêàëüíîñòè êàæäîãî
îòäåëüíîãî øàãà.

Ôîðìóëèðîâêà Êîëìîãîðîâà ïðåäëàãàåò îáùóþ ñõåìó äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
îäíèõ îáúåêòîâ â äðóãèå - ñõåìó, ñîãëàñíî êîòîðîé âñÿêîå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðåçóëüòàò ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îäíîé è òîé æå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé îïåðàöèè
(ó Êîëìîãîðîâà îíà íàçûâàåòñÿ "îïåðàòîðîì"). Ïðè ýòîì ëîêàëüíàÿ îïåðàöèÿ ñîñòîèò â óäà-
ëåíèè çàðàíåå îãðàíè÷åííîãî "êóñêà"îáðàáàòûâàåìîãî îáúåêòà (ñîñòîÿíèÿ) è â çàìåíå ýòîãî
óäàëÿåìîãî "êóñêà"íà äðóãîé "êóñîê îïðåäåëÿåìûé â çàâèñèìîñòè îò ïåðâîãî.

Òàêèì îáðàçîì, Êîëìîãîðîâûì áûëà ïðåäëîæåíà íåêîòîðàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü. Êàê
âûÿñíèëîñü âïîñëåäñòâèè, â 70-å ãîäû, ýòà ìîäåëü åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå
äðóãèå ìîäåëè ñ ëîêàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èíôîðìàöèè. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü Êîëìî-
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ãîðîâà, â îòëè÷èè, íàïðèìåð, îò ìàøèí Òüþðèíãà, ìîæåò â ðåàëüíîå âðåìÿ îñóùåñòâëÿòü
ìîäåëèðîâàíèå âñåõ äðóãèõ èçâåñòíûõ óñòðîéñòâ ñ ëîêàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èíôîðìàöèè.

Äàëüíåéøèå ðàáîòû À.Í. Êîëìîãîðîâà ïî òåîðèè àëãîðèòìîâ áûëè íàïèñàíû íà ñòûêå ñ
åùå îäíîé ìîëîäîé îáëàñòüþ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé - òåîðèåé èíôîðìàöèè. Ïåðâàÿ ðàáîòà,
íàïèñàííàÿ À.Í. Êîëìîãîðîâûì ïî òåîðèè èíôîðìàöèè [9] ñîäåðæàëà âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä.
Íî â äàëüíåéøåì ñàì æå À.Í. Êîëìîãîðîâ âûäåëÿë ó ñåáÿ òðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê äàííîé
îáëàñòè: êîìáèíàòîðíûé, âåðîÿòíîñòíûé è àëãîðèòìè÷åñêèé [10].

Íàèáîëåå ïîëíî À.Í. Êîëìîãîðîâ èçëîæèë ñâîè ðåçóëüòàòû, ëåæàùèå íà ñòûêå òåîðèè
àëãîðèòìîâ è òåîðèè èíôîðìàöèè â ðàáîòå "Êîìáèíàòîðíûå îñíîâàíèÿ òåîðèè èíôîðìàöèè è
èñ÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé"[11] â 1983 ã. Òàì àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
òåîðèè àëãîðèòìîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè èëè ñëîæíîñòè.

Òàêæå, ïîìèìî íåïîñðåäñòâåííîé ðàáîòû íàä ðàçâèòèåì òåîðèè àëãîðèòìîâ, À.Í. Êîë-
ìîãîðîâûì ïðîâîäèëàñü ñåðüåçíàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ðàáîòà â äàííîì íàïðàâëåíèè. È ïåðâûì
ó÷åáíûì ìåðîïðèÿòèåì íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ â îáëàñòè òåîðèè àë-
ãîðèòìîâ ñòàë ñåìèíàð ïî ðåêóðñèâíîé àðèôìåòèêå (ðóêîâîäèòåëè À.Í. Êîëìîãîðîâ, Â.À.
Óñïåíñêèé), ïðîèñõîäèâøèé â 1953/54 ó÷åáíîì ãîäó. Àêòèâíûìè ó÷àñòíèêàìè ýòîãî ñåìèíàðà
áûëè, â ÷àñòíîñòè, Ñ.È. Àäÿí è Þ.Ò, Ìåäâåäåâ. Èìåííî íà ýòîì ñåìèíàðå Êîëìîãîðîâ ïðåä-
ëîæèë îáùèå îïðåäåëåíèÿ íóìåðàöèè è ñâîäèìîñòè íóìåðàöèé, ÷åì ïîëîæèë íà÷àëî òåîðèè
íóìåðàöèé.

È èìåííî ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Í. Êîëìîãîðîâà â 1955 ã. áûëè çàùèùåíû äâå ïåðâûå êàí-
äèäàòñêèå äèññåðòàöèè ïî òåîðèè àëãîðèòìîâ, íàïèñàííûå â ñòåíàõ ÌÃÓ. Ýòî - äèññåðòàöèè
Â.À. Óñïåíñêîãî "Îá îïåðàöèÿõ íàä ïåðå÷èñëèìûìè ìíîæåñòâàìè"è Þ.Ò. Ìåäâåäåâà "Ñòåïå-
íè òðóäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì".
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Â äàëåêîì 1938 ãîäó îäíîâðåìåííî ñ ñîçäàíèåì Òóëüñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà â
÷èñëå ïåðâûõ áûë ñîçäàí ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò. Òóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïå-
äàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò ÿâëÿëñÿ îäíèì èç êðóïíåéøèõ â ÑÑÑÐ. Îí òîëüêî íà 8 ëåò ìîëîæå
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.È. Ëåíèíà (íûíå ÌÏÃÓ).
Ïåðâûé äèðåêòîð èíñòèòóòà Êàðï Èëëàðèîíîâè÷ ×èðâà (ðîä. â 1894 ãîäó), ñòàðûé êîììó-
íèñò, ýíåðãè÷íûé, íàïîðèñòûé, â ïðîøëîì àêòèâíûé ó÷àñòíèê ïàðòèçàíñêîãî äâèæåíèÿ íà
Ñåâåðíîì Êàâêàçå, ïðåîäîëåë áîëüøèå òðóäíîñòè ïî îðãàíèçàöèè èíñòèòóòà â êîðîòêèé ñðîê.

Â íà÷àëå ïåðâîãî 1938-39 ó÷åáíîãî ãîäà â äíåâíîì ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå áûëî âñåãî
175 ñòóäåíòîâ, â òîì ÷èñëå 55 ñòóäåíòîâ ôèçìàòà (2 ãðóïïû). Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé êàôåä-
ðîé è ôàêóëüòåòîì â ýòîì ãîäó ðóêîâîäèë ôèçèê äîöåíò Ïàëüãóíîâ Ïåòð Ïåòðîâè÷, ïðèåç-
æàâøèé èç Ìîñêâû. Îí æå ÷èòàë ëåêöèè ïî îáùåé ôèçèêå è àñòðîíîìèè.

1939-40 ãã. è 1940-41 ãã. (äî 22 èþíÿ) äëÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà áûëè î÷åíü
áëàãîïðèÿòíûìè. Íà ôàêóëüòåò áûëè ïðèãëàøåíû èç Ñàìàðêàíäñêîãî óíèâåðñèòåòà ïèòîìöû
ÌÃÓ, ìîëîäûå ó÷åíûå, êàíäèäàòû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ñóïðóãè Ïàâåë Âàñèëüåâè÷
Ñîëîâüåâ (1906-1943 ãã.) è Âàëåíòèíà Ìèõàéëîâíà Ãóùèíà (1907-2006 ãã.), à òàêæå êàíäèäàò
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ëåâ Ìåéíãàðäîâè÷ Øèôíåð, íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä îêîí÷èâ-
øèé àñïèðàíòóðó ïðè Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ. Õîðîøî óêîìïëåêòîâàííûé ôàêóëüòåò ðàçâîðà-
÷èâàë ñâîþ ðàáîòó. Ïðåêðàñíî ÷èòàëèñü ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì. Óñïåøíî
ðàçâèâàëàñü íàó÷íàÿ ðàáîòà ïðåïîäàâàòåëåé ôàêóëüòåòà. Ë.Ì. Øèôíåð è Ï.Â. Ñîëîâüåâ ãî-
òîâèëè äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè. Ñ.Ò. Çîòîâ ñäàâàë êàíäèäàòñêèå ýêçàìåíû è ãîòîâèëñÿ ê âû-
ïîëíåíèþ êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè. Íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé êàôåäðå ðàáîòàë íàó÷íûé
ñåìèíàð, íà êîòîðîì âûñòóïàëè âñå òâîð÷åñêè ðàáîòàþùèå ÷ëåíû êàôåäðû. Íà ôàêóëüòåòå
ðàáîòàëè ñòóäåí÷åñêèå íàó÷íûå êðóæêè ïîä ðóêîâîäñòâîì Ë.Ì. Øèôíåðà, Ï.Â. Ñîëîâüåâà,
Â.Ì. Ãóùèíîé, Í.Ï. Ïåòðóøêèíà.

Ê êîíöó 1940-41 ó÷åáíîãî ãîäà êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà ïðåâû-
øàëî òûñÿ÷ó. Áîëåå ÷åì â äâà ðàçà óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî ïðåïîäàâàòåëåé. Íî äàëüíåéøèé
ðîñò èíñòèòóòà, à âìåñòå ñ íèì è ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, áûë ïðåðâàí íàïàäå-
íèåì íà íàøó Ðîäèíó ôàøèñòñêîé Ãåðìàíèè 22 èþíÿ 1941 ãîäà. Çàùèùàÿ Ðîäèíó íà ôðîíòàõ,
ïîãèáëî ìíîãî ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé ôàêóëüòåòà, ñðåäè íèõ: äåêàí ôàêóëüòåòà Ïàâåë
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Âàñèëüåâè÷ Ñîëîâüåâ, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü Ñåðãåé Òèìîôååâè÷ Çîòîâ, ñòóäåíòû Ãåîðãèé
Ãðèãîðüåâè÷ Äåìûêèí, Öîé Äþí ×åí, Íèêîëàé Ãàâðèëîâè÷ Ðîæäåñòâåíñêèé, Ìèõàèë Âàñè-
ëüåâè÷ Íàçàðîâ, Âèêòîð Êîíñòàíòèíîâè÷ Ìûçíèêîâ, Åâãåíèé Àëåêñàíäðîâè÷ Òðóñêîâ. Â ýòè
ãîäû äåêàíîì ôàêóëüòåòà ñòàíîâèòñÿ Âàëåíòèíà Ìèõàéëîâíà Ãóùèíà. Îíà ïðîðàáîòàëà â
äîëæíîñòè äåêàíà ïî÷òè 20 ëåò ñ íåáîëüøèìè ïåðåðûâàìè.

Ñ íà÷àëîì âîéíû èíñòèòóò áûë ýâàêóèðîâàí â Êàçàõñòàí. Ñðîê îáó÷åíèÿ áûë ñîêðàùåí
äî 3 ëåò. Ïîñëå ðàçãðîìà ôàøèñòîâ ïîä Ìîñêâîé èíñòèòóò âîçâðàòèëñÿ â Òóëó. Áûëà îðãà-
íèçîâàíà èòîãîâàÿ àòòåñòàöèÿ, íî ñäàâàòü ýêçàìåíû ìîãëè íå âñå, ìíîãèå óøëè íà ôðîíò â
èþíå-àâãóñòå ìåñÿöàõ. Òàêèì îáðàçîì, äèïëîì ïîëó÷èëè òîëüêî 23 ÷åëîâåêà èç 55 ïðèíÿòûõ.
Íåñìîòðÿ íà òðóäíûå ãîäû, ôàêóëüòåò íå íàðóøàë òðàäèöèé. Â 1943 ãîäó íà ôàêóëüòåòå òîð-
æåñòâåííî áûëî îòìå÷åíî 300-ëåòèå Èñààêà Íüþòîíà. Â.Ì. Ãóùèíà äåëàëà âñå, ÷òîáû ðàçæå÷ü
â ñåðäöàõ ñòóäåíòîâ ëþáîâü ê ñâîåé íàóêå. Îíà òâåðäî çíàëà, ÷òî äàæå ïðè ñàìîì çàóðÿäíîì
óìå óâëå÷åíèå ïðåäìåòîì ìíîãîêðàòíî óâåëè÷èâàåò âîçìîæíîñòè ñòóäåíòà.

Â ïîñëåâîåííûå ãîäû èíñòèòóò íà÷àë çàëå÷èâàòü ñâîè ðàíû. Âåðíóëèñü ñ ôðîíòà îñòàâ-
øèåñÿ â æèâûõ ñòóäåíòû. Íåêîòîðûå èç íèõ íà÷àëè ó÷åáó íà äíåâíîì îòäåëåíèè ôàêóëüòåòà,
íåêîòîðûå � íà çàî÷íîì è âå÷åðíåì îòäåëåíèÿõ. Âåðíóëèñü ïðåïîäàâàòåëè. Ñðåäè íèõ Ïåòðóø-
êèí Íèêîëàé Ïàâëîâè÷, êîòîðûé âñêîðå ñòàë çàìåñòèòåëåì äèðåêòîðà, à çàòåì ïðîðåêòîðîì
ïî ó÷åáíîé è íàó÷íîé ðàáîòå è âûïîëíÿë ýòó ðàáîòó â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò. Íèêîëàé Ïàâëîâè÷
ïðîøåë âñþ âîéíó, áûë êîìàíäèðîì ïóëåìåòíîãî âçâîäà, ðîòíûì ïåðåâîä÷èêîì, ïîìîùíèêîì
íà÷àëüíèêà øòàáà.

Â 1957 ãîäó äåêàíîì ôàêóëüòåòà ñòàíîâèòñÿ Åôèìîâà Íèíà Ñåðãååâíà, âûïóñêíèöà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, èìåííàÿ ñòèïåíäèàòêà, êîòîðàÿ óñïåøíî ðàáîòàëà íà
êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñòàðøèì ïðåïîäàâàòåëåì, ÿâëÿÿñü îäíèì èç âåäóùèõ ïðå-
ïîäàâàòåëåé. Â 1957-1958 ó÷åáíîì ãîäó áûëî ââåäåíî â ñòðîé íîâîå îáùåæèòèå íà óë. Ìèðà
ä. 33. Èíñòèòóò óêðåïëÿëñÿ ñ ðîñòîì êàôåäð. Â 1958 ãîäó èíñòèòóòó ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðàÿ
êàòåãîðèÿ. Â ýòîì æå ãîäó ôàêóëüòåò íà÷èíàåò ïðèåì àáèòóðèåíòîâ íà ñïåöèàëüíîñòü "Ìà-
òåìàòèêà è ÷åð÷åíèå" ñðîêîì îáó÷åíèÿ 5 ëåò. Ñ 1960 ïî 1961 ãã. äåêàíîì ôàêóëüòåòà áûëà
Ñîôüÿ Íèêîëàåâíà Ëåâèíà.

Â 1961 ãîäó â Òóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò ïðèåçæàåò îïûòíûé
ìåòîäèñò è ïðåïîäàâàòåëü ñ 25-ëåòíèì ñòàæåì ðàáîòû Ïåòð Àëåêñååâè÷ Áóäàíöåâ. Ñ 1961 ïî
1964 ãîä Ïåòð Àëåêñååâè÷ çàâåäîâàë êàôåäðîé ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè è ìåòîäèêè ïðåïî-
äàâàíèÿ ìàòåìàòèêè, à ñ 1962 ïî 1967 ãîä ðàáîòàë äåêàíîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.

Â 1964 ãîäó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò çíà÷èòåëüíî âûðîñ, íàñòàëî âðåìÿ äëÿ
âûäåëåíèÿ äâóõ îòäåëüíûõ ïîäðàçäåëåíèé â ñòðóêòóðå óíèâåðñèòåòà. Ôàêóëüòåò ðàçäåëèë-
ñÿ íà äâà: ìàòåìàòè÷åñêèé è ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé. Ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó îòîøëè
äâå êàôåäðû: âûñøåé ìàòåìàòèêè è ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Íà ôèçè÷åñêî-òåõíè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå íà÷àëàñü ïîäãîòîâêà ó÷èòåëåé ôèçèêè è òðóäà. Äåêàíîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ñòàë äîöåíò Ãåíðèõ Áîðèñîâè÷ Êóïåðìàí.

Â 1967 ãîäó äåêàíîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà èçáèðàåòñÿ Ãàéäóêîâ Èâàí Èâàíîâè÷, è
ðàáîòàåò íà ýòîì ïîñòó â òå÷åíèå 10 ëåò. Çà ýòî âðåìÿ ôàêóëüòåò ðîñ, ñîçäàâàëàñü õîðîøàÿ
ìàòåðèàëüíàÿ áàçà, ðàçâåðíóëàñü áîëüøàÿ ðàáîòà ñ ó÷èòåëÿìè ãîðîäà è îáëàñòè. Ðàçëè÷íûå
ôîðìû ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé ñâÿçàíû ñ èìåíåì È.È. Ãàéäóêîâà, à òàêæå Áó-
äàíöåâà Ïåòðà Àëåêñååâè÷à è Ñàííèíñêîãî Âëàäèìèðà ßêîâëåâè÷à. Èõ ìåòîäè÷åñêèå òðóäû
æèâóò è ïî ñåé äåíü. Îíè èçâåñòíû äàëåêî çà ïðåäåëàìè ã. Òóëû. Êíèãà È.È. Ãàéäóêîâà "Àá-
ñîëþòíàÿ âåëè÷èíà" ïåðåâåäåíà íà ÿïîíñêèé ÿçûê. Áîëüøèì óñïåõîì ïîëüçóåòñÿ è ó÷åáíèê
"Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå" , îäíèì èç àâòîðîâ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
Â.ß. Ñàííèíñêèé.

Èâàí Èâàíîâè÷ Ãàéäóêîâ, âåòåðàí Âåëèêîé îòå÷åñòâåííîé âîéíû, ñ÷èòàë, ÷òî ¾ãëàâíàÿ
çàäà÷à ìîëîäûõ � äîáðîñîâåñòíî òðóäèòüñÿ, òåì ñàìûì óêðåïëÿÿ ýêîíîìè÷åñêîå è îáîðîííîå
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ìîãóùåñòâî Ðîäèíû. À ÷òîáû õîðîøî òðóäèòüñÿ, íóæíî çíàòü, à ÷òîáû çíàòü, íóæíî óïîðíî
è íàñòîé÷èâî ó÷èòüñÿ¿. Ýòîò ïðèíöèï áûë îñíîâîïîëàãàþùèì äëÿ âñåõ ïîêîëåíèé ñòóäåí-
òîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Îñâîåíèå òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèñöèïëèí, êàê
ôèçèêà è ìàòåìàòèêà, íåâîçìîæíî áåç óïîðñòâà è íàñòîé÷èâîñòè, áåç öåëåóñòðåìëåííîñòè â
ïîçíàíèè èõ çàêîíîâ.

Ñ 1977 ãîäà íà÷èíàåòñÿ öåëàÿ ýïîõà â èñòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Äåêàíîì èç-
áèðàåòñÿ Óñòÿí Àøîò Åíîôîâè÷, îí ðàáîòàåò íà ýòîì ïîñòó 33 ãîäà. Ñ ïåðâûõ äíåé ðàáîòû â
êà÷åñòâå äåêàíà Óñòÿí À.Å. ïîñòàâèë ïåðåä ñîáîé äâå ãëàâíûå çàäà÷è. Ïåðâàÿ � ñîçäàíèå ñèñòå-
ìû ïîäãîòîâêè êàäðîâ âûñøåé êâàëèôèêàöèè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Îí âëîæèë
âñþ ñâîþ íåóåìíóþ ýíåðãèþ â òî, ÷òîáû íà ôàêóëüòåòå ðîñëè ñâîè äîêòîðà íàóê, îòïðàâëÿë
ìîëîäûõ ó÷åíûõ íà ñòàæèðîâêè è êîíôåðåíöèè. Ñ åãî ëåãêîé ðóêè ôàêóëüòåò íà÷àë óñïåøíî
ñîòðóäíè÷àòü ñ èçâåñòíûìè íà âåñü ìèð ó÷åíûìè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Âòîðàÿ ãëàâíàÿ çàäà÷à äëÿ äåêàíà Óñòÿíà À.Å. � ýòî ñòóäåíòû. Îí
ñ÷èòàåò, ÷òî ¾ñâîèõ¿ ñòóäåíòîâ íóæíî èñêàòü, êîãäà îíè åùå íà øêîëüíîé ñêàìüå. Ïîýòîìó
íà ôàêóëüòåòå îðãàíèçóåòñÿ þíîøåñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà, çàòåì ëåòíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
øêîëà äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ.

Ñ 1980 ãîäà íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå íà÷àëàñü ïîäãîòîâêà ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè è
ôèçèêè äëÿ ðåñïóáëèê Êóáà è Àíãîëà. Ñ 1985 ïî 1989 ãã. âûïóñêíèêàìè ôàêóëüòåòà ñòàëè
46 èíîñòðàííûõ ñòóäåíòîâ. Ñ 1990 ïî 1996 ãîäû 27 èíîñòðàííûõ ñòóäåíòîâ ïîëó÷èëè êâàëè-
ôèêàöèþ ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè.

Ê 1996 ãîäó ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò óæå íà ïðîòÿæåíèè 10 ëåò óñïåøíî ðåàëèçóåò
ïîäãîòîâêó ó÷èòåëåé ïî ñïåöèàëüíîñòè Ìàòåìàòèêà ñ Èíôîðìàòèêîé. Â 1996 ãîäó ôàêóëüòåò
ïîëó÷àåò íîâîå íàçâàíèå � ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè. Âûïóñêíèêè ôàêóëüòåòà,
ïîëó÷èâ êà÷åñòâåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó è óâåðåííûå íàâûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
âîñòðåáîâàíû íå òîëüêî â îáðàçîâàòåëüíûõ îðãàíèçàöèÿõ, íî è â ñôåðå ÈÒ. Â 2004 ãîäó, îïåðà-
òèâíî ðåàãèðóÿ íà âíîâü âîçíèêàþùèå ïîòðåáíîñòè, ôàêóëüòåò îòêðûâàåò ïåðâîå íàïðàâëåíèå
ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ äëÿ ÈÒ-ñôåðû � "Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå è àäìèíèñòðèðîâà-
íèå èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì".

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ïðîäîëæàåò ïîäãîòîâêó ó÷èòåëåé ôèçèêè ñ äîïîëíèòåëüíîé ñïå-
öèàëüíîñòüþ ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ýêîíîìèêà. Âîçãëàâëÿåò ôàêóëüòåò Ãîëîâíåâ Þðèé
Ôèëèïïîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð. Â 2006 ãîäó ôàêóëüòåòû âíîâü
îáúåäèíÿþòñÿ è îáðàçóþò ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàòèêè. Ðóêîâîäèò ôàêóëü-
òåòîì äî 2010 ãîäà Óñòÿí À.Å.

Â 2010 ãîäó ýñòàôåòó ðóêîâîäñòâà ôàêóëüòåòîì ïðèíèìàåò Ðåáðîâà Èðèíà Þðüåâíà, âû-
ïóñêíèöà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Â 2011 ãîäó
ðåêòîðîì óíèâåðñèòåòà èçáèðàåòñÿ Ïàíèí Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷, âûïóñêíèê ôèçè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð. Ôàêóëüòåò ïðîäîëæàåò óñïåøíîå
âûïîëíåíèå ñâîåé ïåðâîñòåïåííîé çàäà÷è � ïîäãîòîâêà ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èí-
ôîðìàòèêè. Ðàñøèðÿåòñÿ ñïåêòð è ñî÷åòàíèå ïðîôèëåé ïîäãîòîâêè.

Íàðÿäó ñ ýòèì, ïðîäîëæàåòñÿ ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèå ÈÒ-îòðàñëè, ðàñòåò ïîòðåáíîñòü
â ÈÒ-ñïåöèàëèñòàõ, è â 2011 ãîäó íà ôàêóëüòåòå îòêðûâàåòñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå ïîäãîòîâ-
êè áàêàëàâðîâ "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ èíôîðìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè" , à óæå â
2013 ãîäó åùå îäíî íîâîå íàïðàâëåíèå áàêàëàâðèàòà "Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà". Óñïåøíî
ïðîõîäèò àêêðåäèòàöèÿ âñåõ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè, âêëþ÷àÿ ìàãèñòåðñêèå ïðîãðàììû ïî
êàæäîìó íàïðàâëåíèþ.

Íàì ÷àñòî êàæåòñÿ, ÷òî âîò èìåííî ñåé÷àñ è èìåííî ìû æèâåì â ýïîõó ïåðåìåí, íî ïðîëè-
ñòàâ ñòðàíèöû èñòîðèè ôàêóëüòåòà, ïîíèìàåì, ÷òî íè÷òî íå âå÷íî. Ôàêóëüòåò íà÷àë ðàáîòó,
íàáðàë ñèëó, âûðîñ è íàçðåëà íåîáõîäèìîñòü ðàçäåëåíèÿ êàôåäð, ñîçäàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ
ôàêóëüòåòîâ. À äàëüøå ñíîâà ðîñò, ðàçâèòèå. Â 2022 ãîäó ïðîèçîøëà î÷åðåäíàÿ ðåîðãàíèçàöèÿ,
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èç ñòðóêòóðû ôàêóëüòåòà âûäåëåíî ñàìîñòîÿòåëüíîå ïîäðàçäåëåíèå � Èíñòèòóò ïåðåäîâûõ
èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. À ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, âåðíóâ ñâîå èñòîðè÷å-
ñêîå íàçâàíèå è èñòîðè÷åñêîå ïðåäíàçíà÷åíèå, îòêðûâàåò íîâóþ ñòðàíèöó ñâîåé èñòîðèè.
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Â 2022 ã. ïîñëå áîëåå ÷åì øåñòèäåñÿòèëåòíåãî ïåðåðûâà íåáîëüøèì òèðàæîì (300 ýêç.)
âûøåë â ñâåò ÷åòâåðòûé òîì èçáðàííûõ òðóäîâ Î.Þ. Øìèäòà (1891�1956) [1]. Íè îäèí èç
èñòî÷íèêîâ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ðàáîòàì Øìèäòà ïî èñòîðèè íàóêè, íà÷èíàÿ ñ 1921 ã.,
â òîì ÷èñëå ê åãî êóðñàì ïî èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè, ïðî÷èòàííûì ñíà÷àëà âî 2
ÌÃÓ (1925�1928), à çàòåì íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå 1 ÌÃÓ (1929), â ýòîò òîì
íå ïîïàë. Îäíàêî äëÿ èñòîðèêîâ íàóêè, ÷èòàþùèõ òàêèå êóðñû è â íàøè äíè, ýòè ìàòåðèàëû,
õðàíÿùèåñÿ â ôîíäå Î.Þ. Øìèäòà Àðõèâà ÐÀÍ [2], ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé èíòåðåñ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èç âñåõ ñîõðàíèâøèõñÿ â ÀÐÀÍ ëåêöèé Øìèäòà ïî èñòîðèè åñòå-
ñòâîçíàíèÿ ñâåò óâèäåëà òîëüêî îäíà: â 1990 ã. À.Í. Áîãîëþáîâ (1911�2004) â ñáîðíèêå íà-
ó÷íûõ ñòàòåé ½Î÷åðêè èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè“, èçäàâàåìîì Öåíòðîì èññëåäîâà-
íèé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è èñòîðèè íàóêè òîãäà åùå Àêàäåìèè íàóê Óêðàèíñêîé
ÑÑÐ, îïóáëèêîâàë ëåêöèþ 15, êîòîðóþ íàçâàë (â àðõèâíîé ìàøèíîïèñè òàêîãî íàçâàíèÿ íåò)
½Методологические аспекты науки“ è â êà÷åñòâå ïîäçàãîëîâêà óêàçàë ½Из цикла лекций, чи-
танных в Московском университете в 20-е годы XX ст.“[3, ñ. 95�103]. Ñíàáäèâ åå ñâîèì
êîììåíòàðèåì, À.Í. Áîãîëþáîâ íå ñîîáùèë â íåì, ÷òî ýòî çà ðàáîòà, îòêóäà îíà áûëà ïîëó-
÷åíà è êàêîâà ñóäüáà îñòàëüíûõ ëåêöèé.

Èçó÷åíèå ìàòåðèàëîâ äåëà 276 èç ôîíäà Øìèäòà â Àðõèâå ÐÀÍ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü,
÷òî îïóáëèêîâàííàÿ â [3] ëåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êóðñà, ëåêöèè 5�16 êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ â
ýòîì äåëå. Ñðàâíåíèå òåêñòîâ ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåò ýòîò âûâîä. Äåëî 276 â ÀÐÀÍ ïîèìå-
íîâàíî êàê ½Ïëàí è êóðñ ëåêöèé Øìèäòà Î.Þ., ïðî÷èòàííûõ â 1 ÌÃÓ“. Ïîñêîëüêó íà ñàìèõ
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ìàòåðèàëàõ äåëà íèêàêèõ äàò íå ñòîèò, à ïðîôåññîðîì è çàâåäóþùèì êàôåäðîé àëãåáðû 1-ãî
ÌÃÓ Øìèäò áûë óòâåðæäåí â èþëå 1929 ã., òî èìåííî ýòîò ãîä âûñòàâëåí àðõèâàðèóñîì â
êà÷åñòâå ïðåäïîëàãàåìîé äàòû äîêóìåíòîâ.

Òîò ôàêò, ÷òî Î.Þ. Øìèäò, èçâåñòíûé ñâîèìè âûäàþùèìèñÿ ðåçóëüòàòàìè â îäíîé èç òà-
êèõ ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí êàê àëãåáðà, îáðàòèë âíèìàíèå íà èñòîðèþ íàóêè,
ïåðåñòàåò óäèâëÿòü ïîñëå çíàêîìñòâà ñ áèîãðàôèåé Øìèäòà, íàïèñàííîé Ìàòâååâîé Ë.Â. [4].
Åùå áóäó÷è ñòóäåíòîì Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, îí âûðàáîòàë ñâîé ïîäõîä ê çàíÿòèÿì íàó-
êîé: ïðåæäå âñåãî íóæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñî âñåì ìíîãîîáðàçèåì ñóùåñòâóþùèõ â ìàòåìàòèêå
òåîðèé, ïîýòîìó ñíà÷àëà èçó÷àþòñÿ ñî÷èíåíèÿ ýíöèêëîïåäè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïîñëå ÷åãî �
ðàáîòû ïî èñòîðèè ìàòåìàòèêè, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî � ñïåöèàëüíàÿ íàó÷íàÿ ëèòåðàòóðà. Êàê
ïîçæå Øìèäò ïèñàë îá ýòîì âðåìåíè, îäíà èç òàêèõ ýíöèêëîïåäèé, â êîòîðîé íàðÿäó ñ èçëî-
æåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè ïîíÿòèé è òåîðåì ñîäåðæàëèñü è èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î
íèõ � ½Repertorium der höheren Mathematik“ Ýðíåñòî Ïàñêàëÿ (1865�1940), íåìåöêèé ïåðåâîä
êîòîðîé âûøåë â ñâåò â 1900�1902 ãã., âñåãäà áûëà ó íåãî íàñòîëüíîé êíèãîé [4, ñ. 23].

Íåñîìíåííî, â ýòîì ñêàçàëîñü è âëèÿíèå ïðîôåññîðà Ä.À. Ãðàâå (1863�1939), ïîä ðóêî-
âîäñòâîì êîòîðîãî Øìèäò çàíèìàëñÿ òåîðèåé ãðóïï è â 1912 ã. îïóáëèêîâàë ñâîþ ïåðâóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ ðàáîòó ½Über die Zerlegung endlicher Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren“
[5]. Â òîì æå ãîäó â Êèåâå èç ïå÷àòè âûøëà êíèãà Ãðàâå [6], îäíàêî ïðÿìîãî óêàçàíèÿ íà íåå
â áóìàãàõ Øìèäòà íàéòè íå óäàëîñü.

Ýòîò âîïðîñ âûÿñíåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðóþ èñïîëüçîâàë Î.Þ. Øìèäò ïðè ïîäãî-
òîâêå ñâîèõ ëåêöèé, ñòàë îäíèì èç âàæíûõ âîïðîñîâ, âîçíèêøèõ ïðè çíàêîìñòâå ñ åãî êóðñîì,
ò.ê. òàêîãî ñïèñêà èñòî÷íèêîâ â àðõèâíûõ äîêóìåíòàõ íåò. Òåì íå ìåíåå â îäíîì èç íèõ óïîìè-
íàåòñÿ ôàìèëèÿ Äàííåìàí, ÷òî ïîçâîëèëî îáíàðóæèòü îäèí èç ãëàâíûõ èñòî÷íèêîâ Øìèäòà.

Ôðèäðèõ Äàííåìàí (Johann Friedrich Dannemann, 1858�1936) � íåìåöêèé ôèçèê è èñòîðèê
íàóêè, ïî÷åòíûé ïðîôåññîð çíàìåíèòîãî Áîííñêîãî óíèâåðñèòåòà (ãäå â 1835�36 ãã. ó÷èëñÿ
Ê. Ìàðêñ). Âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ ýíöèêëîïåäè÷åñêèì òðóäàì Äàííåìàíà â íà÷àëå XX âåêà â
Ãåðìàíèè ðåçêî âîçðîñ èíòåðåñ ê îáùåé èñòîðèè íàóêè. Â ñâîåì ïðîèçâåäåíèè îí ïîñòàðàëñÿ
èçëîæèòü èñòîðèþ åñòåñòâåííûõ íàóê êàê ÷àñòü îáùåé ýâîëþöèè êóëüòóðû è ñîçäàòü òàêèì
îáðàçîì êíèãó, ïîëåçíóþ íå òîëüêî äëÿ èñòîðèêà, íî è äëÿ âðà÷à, òåõíèêà, ïåäàãîãà, ñòóäåíòà,
� äëÿ âñåõ, êòî èíòåðåñóåòñÿ ñóäüáîé åñòåñòâîçíàíèÿ. Íàìåðåíèåì àâòîðà áûëî äàòü èñòîðèþ
ðàçâèòèÿ åñòåñòâîçíàíèÿ íå òîëüêî â åãî îñíîâàõ, íî è â åãî îòíîøåíèè ê äðóãèì íàóêàì � â
îñîáåííîñòè ê ôèëîñîôèè, ìàòåìàòèêå, ìåäèöèíå è òåõíèêå.

Âî ìíîãîì ñòðóêòóðà êóðñà Øìèäòà, ñîäåðæàíèå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòå-
ðèàëà ñîâïàäàþò ñ òåì, ÷òî ìû íàõîäèì â ÷åòûðåõòîìíîé ½Истории естествознания“ Äàí-
íåìàíà [7, 8, 9]. Çàìåòèì, ÷òî íà ðóññêîì ÿçûêå èçäàíèå ïåðâûõ òðåõ òîìîâ Äàííåìàíà ïî-
ÿâèëîñü ëèøü â 30-å ãîäû XX ñòîëåòèÿ óæå ïîñëå òîãî, êàê Øìèäò ÷èòàë ñâîè ëåêöèè ïî
èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, è èìåííî Øìèäò âìåñòå ñ
Ì.Ë. Ëåâèíûì (1885�1937, ïåðâûì çàâåäóþùèì êàáèíåòîì èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ â Êîììó-
íèñòè÷åñêîé àêàäåìèè) ñòàë èíèöèàòîðîì è ðåäàêòîðîì ýòîãî èçäàíèÿ. Âîò ÷òî îíè ïèñàëè
îá ýòîì ïðîèçâåäåíèè è åãî àâòîðå â ñâîåì ïðåäèñëîâèè:

«Предлагаемая вниманию наших молодых социалистических кадров книга
научного сотрудника знаменитого „Германского музея образцовых великих
произведений естествознания и техники“ Фридриха Даннемана – сочинение
немарксистское. Автор, подобно большинству буржуазных ученых, занима-
ющихся историей естествознания, колеблется между материализмом и иде-
ализмом. Книга Даннемана, следовательно, не может восполнить пробела
в русской литературе в последовательно-материалистической истории есте-
ствознания в целом. . .

„Четырехтомная история Даннемана“, вышедшая первым изданием в
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1910–1914 гг. – талантливая книга. Она может послужить толчком и отправ-
ной точкой для самостоятельной, опирающейся на марксистско-ленинскую
методологию работы над историей естествознания.

Даннеман – наиболее известный в Германии популяризатор истории есте-
ствознания. Кроме упомянутого четырехтомного сочинения им написан еще
ряд уже менее крупных работ, из них следует упомянуть его „Gründriss
einer Geschichte der Naturwissenschaften“ (1889) и удачно составленный попу-
лярный сборник отрывков из классических сочинений наиболее выдающих-
ся естествоиспытателей, озаглавленный „Aus der Werkstatt grosser Forscher“
4 Aufl. 1922 (имеется на русском языке). Недавно появилось сокращен-
ное издание его четырехтомной истории под названием: „Vom Werden der

naturwisischer Probleme“ (1928 г.). На русском языке имеются также изданная
издательством „Матезис“ (1913) сокращенная „История естествознания“ и
популярная брошюра „Как создавалась наша картина мира“ (изд. „Образо-
вание“, Петроград, 1915), очень поверхностная, а поэтому малоценная» [7,
с. 4–5].

Åùå â îäíîé èç ÷åðíîâûõ çàïèñîê ê ëåêöèÿì ïî èñòîðèè òî÷íûõ íàóê, ïðî÷èòàííûìØìèä-
òîì îñåíüþ 1925 ã. âî 2-ì ÌÃÓ, Øìèäò ïèøåò ½по Тропфке“, èìåÿ â âèäó åãî êíèãó ½История
элементарной математики в систематическом изложении. Òîì 1. Àðèôìåòèêà è àëãåáðà“,
èçäàííóþ â 1914 ã. ïîä ðåäàêöèåé ïðîôåññîðà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà È.È. ×èñòÿêîâà,
ïîñëå Â.Â. Áîáûíèíà ÷èòàâøåãî êóðñ èñòîðèè ìàòåìàòèêè. Îäíàêî íè íà ×èñòÿêîâà, íè íà
Áîáûíèíà ññûëîê â äîêóìåíòàõ Øìèäòà íàéòè íå óäàëîñü.
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Íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ÷åëîâåêà, ëè÷íî èëè êîñâåííî çíàêîìîãî ñ ïåäàãîãè÷åñêîé
èëè íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòüþ Àëåêñàíäðà Ôåäîðîâè÷à Òåðïóãîâà, êîòîðûé áû íå èñïûòûâàë
÷óâñòâà óâàæåíèÿ è âîñõèùåíèÿ ïåðåä åãî äîñòèæåíèÿìè, ïåðåä ìíîãîãðàííîñòüþ åãî ëè÷-
íîñòè, øèðîòîé íàó÷íûõ èíòåðåñîâ è áëèñòàòåëüíîñòüþ òàëàíòà. Òåðïóãîâ Àëåêñàíäð Ôåäî-
ðîâè÷ � ìàòåìàòèê, ðàäèîôèçèê, ïðîôåññîð, çàâåäóþùèé êàôåäðîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Àâòîð ìåòîäà àñèìïòî-
òè÷åñêîãî àíàëèçà ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, àëãîðèòìîâ îöåíêè ôóíêöèè êîððåëÿöèè
è ñïåêòðà ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà ïðè ñëó-
÷àéíûõ ïðîïóñêàõ èçìåðåíèé è ïðè íàëè÷èè àíîìàëüíûõ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ [1]-[5]. Íî ýòî
äîñòàòî÷íî ñóõèå ôàêòû, íå äàþùèå ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ çíà÷èìîñòè ýòîãî ó÷åíîãî äëÿ ñîâðå-
ìåííîé íàóêè. Â ðåàëüíîñòè � ýòî áûë âûäàþùèéñÿ ÷åëîâåê, õàðèçìàòè÷íûé è òàëàíòëèâûé
ïåäàãîã, è ïî ñåé äåíü âåäóùèé çà ñîáîé è ÷åðåç ñâîè òðóäû âëþáëÿþùèé â òåîðèþ ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, óêàçàâøèé ïóòü ê îáøèðíîìó
êëàññó çàäà÷ ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíèêè, íàó÷èâøèé ëþáèòü ìàòåìàòèêó è ñìåëî ïðèíè-
ìàòü ëþáûå âûçîâû è èäòè â íîãó ñî âðåìåíåì, îïåðåæàÿ ïåðåäîâûå òåõíîëîãèè è âíîñÿ âêëàä
â èõ ðàçâèòèå.

Â íàó÷íîé ðàáîòå Àëåêñàíäðà Ô¼äîðîâè÷à ìîæíî âûäåëèòü 4 êðóïíûõ âðåìåííûõ è òåìà-
òè÷åñêèõ ýòàïà [4], [5]. Ïåðâûé ýòàï áûë ïîñâÿù¼í ðåøåíèþ ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè ðàáîòû
ðàäèîëîêàöèîííûõ ñòàíöèé. Îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè åãî èññëåäîâàíèé â òîò ïåðèîä áûëè:
âûáîð âèäà çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà, îáåñïå÷èâàþùåãî õîðîøåå ðàçðåøåíèå öåëåé ïî äàëüíî-
ñòè è ñêîðîñòè, à òàêæå õîðîøóþ îöåíêó ýòèõ âåëè÷èí; íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî âèäà äèà-
ãðàìì íàïðàâëåííîñòè àíòåíí ðàäèîëîêàöèîííûõ ñòàíöèé, äàþùèõ íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü
â îöåíêå óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ öåëè; íàõîæäåíèå àëãîðèòìîâ îáçîðà ïðîñòðàíñòâà àíòåííàìè
ñ ýëåêòðè÷åñêèì êà÷àíèåì ëó÷à, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè áû ñêîðåéøåå îáíàðóæåíèå öåëè â
ïðîñòðàíñòâå. Â 60-ûå ãîäû íàó÷íûé èíòåðåñ ïðîôåññîðà À. Ô. Òåðïóãîâà ñðåäè ïðî÷èõ ñî-
ñòàâëÿëè çàäà÷è ïîèñêà â ìíîãîêàíàëüíûõ ñèñòåìàõ íåïîäâèæíîãî ñèãíàëà, à ïîçäíåå, â ñâÿçè
ñ óñëîæíåíèåì ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, è çàäà÷è ïîèñêà ñèãíàëà, ïåðåìåùàþùåãîñÿ ïî êàíàëàì.
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ïîèñêó íåïîäâèæíîãî ñèãíàëà âîøëè â ìîíîãðàôèþ Ë. Å. Ðàäþê,
À. Ô. Òåðïóãîâ, Ô. À. Øàïèðî ¾Ïîèñê ñèãíàëà â ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìå¿.

Â äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè [6] À. Ô. Òåðïóãîâûì áûë èçëîæåí ðàçðàáîòàííûé èì íîâûé
ìåòîä ñèíòåçà ñëîæíûõ ñèãíàëîâ, ïîçâîëèâøèé ðåøàòü çàäà÷è, íå ïîääàþùèåñÿ ðåøåíèþ
äðóãèìè ìåòîäàìè. Ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå âîïðîñû êàñàëèñü èçìåðåíèé ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí î÷åíü øèðîêîãî äèàïàçîíà, îò ðàäèîâîëí äî ðåíòãåíîâñêèõ.

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ ó÷åíèêîâ Àëåêñàíäðà
Ôåäîðîâè÷à. Íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûì çäåñü îêàçàëñÿ òàê íàçûâàåìûé ¾äâóõýòàïíûé ìåòîä
ïîèñêà¿. Ðåøåíèå ýòèõ ïðîáëåì ñîñòàâèëè îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé
åãî ïåðâûõ ó÷åíèêîâ (Â. Ñ. Òðóñîâ, Ë. Å. Ðàäþê, Â. À. Òîëñòóíîâ).

Íàèáîëåå ïîëíîå ðàçâèòèå èäåÿ äâóõýòàïíîãî ìåòîäà ïîèñêà ïîëó÷èëà â äîêòîðñêîé äèñ-
ñåðòàöèè ó÷åíèêà À. Ô. Òåðïóãîâ Þ. Ì. Òîíêîíîãîâà. Ïðè ðàçðàáîòêå òåîðèè ïîèñêà ñèãíàëà
â ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìå Þ. Ì. Òîíêîíîãîâ ïðåäëîæèë íîâûé ñïîñîá óïðàâëÿåìîãî ïîèñ-
êà äâèæóùèõñÿ ñèãíàëîâ, èñïîëüçóþùèé ïðåðûâàíèå ðåãóëÿðíîãî îñìîòðà. Íà åãî îñíîâå áûë
ñîçäàí êëàññ àëãîðèòìîâ ïîèñêà äâèæóùèõñÿ êàíàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî àíàëèçà Âàëüäà. Âûâîäÿòñÿ íåñòàíäàðòíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî àíàëèçà ïðè ìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ãèïîòåçàõ. Îí ðàçðàáîòàë ìåòîäèêó àíàëèòè÷åñêîãî
ðàñ÷åòà îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê (÷àñòîòà ëîííûõ òðåâîã, ñðåäíåå âðåìÿ ïîèñêà, ðàñïðåäåëå-
íèå âðåìåíè ïîèñêà) àëãîðèòìîâ è ïîëó÷èë àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê.
Ðàçðàáîòàë ìåòîäèêó ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà è ïîëó÷èë ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ ïîèñêà äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ñèãíàëîâ è ñïîñîáîâ îáðàáîòêè.

Âòîðîé ýòàï ðàçâèòèÿ íàó÷íûõ èíòåðåñîâ À. Ô. Òåðïóãîâà áûë ïîñâÿù¼í èññëåäîâàíèþ
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ðàçâèòèþ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî è àäàïòèâ-
íîãî óïðàâëåíèÿ òàêèìè ñèñòåìàìè. Ñîâìåñòíî ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè, ìîäèôèöèðóÿ ìåòîäû
íåëèíåéíîãî è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, Àëåêñàíäð Ôåäîðîâè÷ ðàçðàáîòàë àëãîðèò-
ìû äèíàìè÷åñêèõ ïðèîðèòåòîâ è ôîðìèðîâàíèÿ î÷åðåäåé. Èì áûëè çàëîæåíû îñíîâû ìåòî-
äà àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ â óñëîâèè
áîëüøîé çàãðóçêè. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ èññëåäîâàíèé ðÿä åãî ó÷åíèêîâ çàùèòèëè êàíäèäàòñêèå
äèññåðòàöèè, à åãî ó÷åíèêè À. À. Íàçàðîâ è È. À. Êîðîòàåâ �� äîêòîðñêèå.

Êàê è ðàíåå, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîäîëæèëè ó÷åíèêè Àëåêñàíäðà
Ôåäîðîâè÷à. Îäíèì èç àêòèâíî ðàçâèâàåìûõ íàïðàâëåíèé â êîíöå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòî-
ëåòèÿ ñòàëè óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Èññëåäîâàíèåì òàêèõ ñèñòåì ñ
äèíàìè÷åñêèìè ïðèîðèòåòàìè çàíèìàëñÿ À. À. Íàçàðîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé èì ìîäè-
ôèêàöèè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ÑÌÎ, ôóíêöèîíèðóþùèõ â ñòàöèî-
íàðíûõ ðåæèìàõ. Òîãäà æå áûë ââåäåí òåðìèí àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ, êîãäà â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ïàðàìåòðû ñèñòåìû
è íàçíà÷àòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Ðåøàòü òàêèå çàäà÷è ïðåäëàãàëîñü ñ ïîìîùüþ àâòî-
ìàòîâ ñ öåëåñîîáðàçíûì ïîâåäåíèåì. Òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ êëàññ óïðàâëåíèé ïî êîñâåííûì
íàáëþäåíèÿì, êîãäà îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî èíôîðìàöèè ñòîõàñòè÷åñêè ñâÿçàííîé ñ ñîñòîÿíè-
åì ñèñòåìû.

Áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé è íàó÷íûé èíòåðåñ èìåþò èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ ñî ñëó÷àéíî èëè äåòåðìèíèðîâàíî èçìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè, òàê êàê îíè íàèáîëåå
áëèçêî îïèñûâàþò ðåàëüíûå ñèñòåìû. Ýòîé îáëàñòè ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ È. À. Êîðîòàå-
âà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå È. À. Êîðîòàåâà ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà
õàðàêòåðèñòèê àäàïòèðóþùèõñÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â îäíîëèíåéíîé àäàïòèðóþùåéñÿ ÑÌÎ ñ ðåçåðâ-
íûì ïðèáîðîì. Óïðàâëåíèå âêëþ÷åíèåì-âûêëþ÷åíèåì ðåçåðâíîãî ïðèáîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ
àäàïòåðîì, ïðè ýòîì ñòðóêòóðà àäàïòåðà íå êîíêðåòèçèðóåòñÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ïðè-
áëèæåííîãî ðàñ÷åòà ñðåäíåãî ÷èñëà çàÿâîê â îäíîëèíåéíîé àäàïòèðóþùåéñÿ ÑÌÎ ñ ïåðåìåí-



Ñåêöèÿ 9. Èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè 319

íîé èíòåíñèâíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ è õàðàêòåðèñòèê àäàïòèðóþùåéñÿ ÑÌÎ ñ äèíàìè÷åñêèìè
ïðèîðèòåòàìè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïîñîáû îöåíêè èíòåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà çàÿâîê è àäàïòèâíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ ÷åòûðå àâòîìàòà-
àäàïòåðà. Äëÿ âñåõ àâòîìàòîâ íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ.
Òàê æå ïðåäëàãàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ àäàïòèâíàÿ îöåíêà èíòåíñèâíîñòè äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà. Íàéäåíû õàðàêòåðèñòèêè àâòîìàòîâ-àäàïòåðîâ, íåîáõîäèìûå äëÿ
ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê àäàïòèðóþùèõñÿ ÑÌÎ, èñïîëüçóþùèõ äàííûå àâòîìàòû.

À. À. Íàçàðîâûì áûë ñôîðìóëèðîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ìàðêîâñêèõ è íåìàðêîâñêèõ, íî ìàðêîâèçèðóåìûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, à òàêæå
íåêîòîðûõ êëàññîâ ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ îäíîðîäíûõ ñîáûòèé. Cóòü ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ, îí ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì è
ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñøèðåíèè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîìåð-
íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èõ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì (ìåòîä ìàðêîâè-
çàöèè). Ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ÷àñòè÷íûõ
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé çíà÷åíèé ïîëó÷åííûõ ìíîãîìåð-
íûõ ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Òðåòèé ýòàï èññëåäîâàíèé À. Ô. Òåðïóãîâà ïîñâÿùåí àíàëèçó âðåìåííûõ ðÿäîâè ïîòîêîâ
ñîáûòèé ïðè èçìåðåíèÿõ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè è ïðè íàëè÷èè øóìîâ. Èñõîäÿ èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîòîê ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ëèáî ðåêóððåíòíûì, îí
ïîñòðîèë àëãîðèòìû âûäåëåíèÿ òðåíäîâ âðåìåííûõ ðÿäîâ, îöåíêè ôóíêöèè êîððåëÿöèè è
ñïåêòðà ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Èì áûëè òàêæå ïîñòðîåíû àëãîðèò-
ìû àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà ïðè ñëó÷àéíûõ ïðîïóñêàõ èçìåðåíèé è ïðè íàëè÷èè îøèáîê â
èçìåðåíèÿõ. Áûëè ðàçðàáîòàíû îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ è èõ îáîáùåíèé
â âèäå ïîòîêîâ Êîêñà ïðè àíîìàëüíûõ îøèáêàõ èçìåðåíèé è ïðè íàëè÷èè òàê íàçûâàåìîãî
¾ì¼ðòâîãî âðåìåíè¿. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé ïî ýòîé òåìàòèêå åù¼ ðÿä ó÷åíèêîâ À. Ô. Òåð-
ïóãîâà çàùèùàþò êàíäèäàòñêèå äèññåðòàöèè, à Ê. È. Ëèâøèö, Ô. Ô. Èäðèñîâ è Å. Â. Ãëóõîâà
çàùèùàþò äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè, íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ Àëåêñàíäð
Ô¼äîðîâè÷.

Áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ
è ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì èìåþò ðåçóëüòàòû À. Ô. Òåðïóãîâà è åãî ó÷åíèêîâ â îáëàñòè àíàëè-
çà òðåíäîâ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé òðåíäîâ â îòñóòñòâèå íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé
èëè ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíîñòè ìîìåíòîâ èçìåðåíèé, èëè äàæå íåèçâåñòíîñòè ýòèõ ìîìåíòîâ.
Ðåçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé, ê ïðèìåðó, áûëè èñïîëüçîâàíû â ÎÊÁ ¾Ïîëåò¿ äëÿ ðàçðà-
áîòêè ÏÎ ñèñòåì òåëåìåòðè÷åñêîãî êîíòðîëÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ íàâèãàöèîííûõ
ñïóòíèêîâ.

Íà ÷åòâ¼ðòîì ýòàïå òåìàòèêà èññëåäîâàíèé À. Ô. Òåðïóãîâà ïåðåìåùàåòñÿ â îáëàñòü ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ýêîíîìèêå è àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå, òî åñòü ìàòåìàòèêå ñòðàõîâîãî
äåëà. Èì ïðåäëîæåíà è ñîâìåñòíî ñ ó÷åíèêàìè èçó÷åíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòðàõîâîé
êîìïàíèè, ñóùåñòâåííî îáîáùàþùàÿ êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü, ðàñ÷¼òíûìè ôîðìóëàìè êîòîðîé
ñòðàõîâûå êîìïàíèè ïîëüçóþòñÿ äî ñèõ ïîð. Ìîäåëü Òåðïóãîâà ó÷èòûâàåò ïðèõîä è óõîä êëè-
åíòîâ èç êîìïàíèè, ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð ýòîé äèíàìèêè, ñëó÷àéíîñòü âåëè÷èíû ñòðàõîâûõ
ïðåìèé. Èì æå ïðåäëîæåíà ìîäåëü âëèÿíèÿ ðåêëàìû íà äåÿòåëüíîñòü ñòðàõîâûõ êîìïàíèé.

Â äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Å. Â. Ãëóõîâîé èññëåäîâàëèñü âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâûõ
êîìïàíèé ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâêè è ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé ñ ðàáîòàþùèì êàïèòàëîì.

Íàðÿäó ñ ýòèì îí çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèåì ìîäåëåé èçìåíåíèÿ öåí ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ
íà ôîíäîâîì è ôèíàíñîâîì ðûíêàõ è ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíûì îáîñíîâàíèåì íåêîòîðûõ
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ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ òåõíè÷åñêîãî àíàëèçà ôîíäîâîãî ðûíêà, òàêèõ, êàê ìåòîä ¾ÿïîí-
ñêèõ ñâå÷åê¿. Çäåñü èç åãî ó÷åíèêîâ íàèáîëüøåãî óñïåõà äîáèëñÿ Î. À. Çìååâ, çàùèòèâøèé
äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ.

À. Ô. Òåðïóãîâ áûë ÷ëåíîì ðÿäà äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòîâ, íî åãî ëþáèìûì äåòèùåì áûë
äèññåðòàöèîííûé ñîâåò Ä 212.267.18 ïî çàùèòå äîêòîðñêèõ äèññåðòàöèé, êîòîðûé îí ñôîðìè-
ðîâàë è áûë åãî ïðåäñåäàòåëåì.

Àëåêñàíäð Ô¼äîðîâè÷ ÿâëÿëñÿ àâòîðîì áîëåå 200 íàó÷íûõ ðàáîò, â òîì ÷èñëå 4 ìîíîãðà-
ôèé. Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ � ñâûøå 50 êàíäèäàòîâ íàóê, 13 èç íèõ ñòàëè äîêòîðàìè ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ íàóê è èìåþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ó÷åíèêîâ, òàê-
æå èìåþùèõ ó÷åíûå ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, Àëåêñàíäð Ôåäîðîâè÷ ïî ïðàâó ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâàòåëåì îáøèðíîé è áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ ñîâðåìåííîé íàó÷íîé øêîëû ïî ïðèêëàäíîìó
âåðîÿòíîñòíîìó àíàëèçó.

Åæåãîäíî ïðîâîäèòñÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ èìåíè À. Ô. Òåðïóãîâà ¾Èíôîðìà-
öèîííûå òåõíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (http://itmmconf.tsu.ru/ ) ñ ïîñëåäóþ-
ùèì âûïóñêîì ìàòåðèàëîâ êîíôåðåíöèè â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî òåìàòè÷åñêîãî òîìà ¾Queueing
Theoryand Applications¿ â ðàìêàõ ñåðèè Communications in Computer and Information Science
(CCIS) ¾Queueing Theoryand Applications¿, Springer Verlag, êîòîðàÿ âõîäèò â áàçó öèòèðîâàíèÿ
Scopus.
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Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ ïîñòóïèë íà ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÒÃÏÈ (ñåé÷àñ ÒÃÏÓ) èì.
Ë.Í. Òîëñòîãî â 1962 ãîäó, çàêîí÷èâ ñëóæáó â ðÿäàõ Ñîâåòñêîé Àðìèè. Òðóäîëþáèå è íåäþ-
æèííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè áûñòðî ïîçâîëèëè åìó ñòàòü îäíèì èç ëó÷øèõ ñòóäåíòîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Îí óñïåøíî ó÷àñòâîâàë â îëèìïèàäàõ, ñäàâàë ýêçàìåíû äîñðî÷-
íî è ïîëó÷àë ïîâûøåííóþ ñòèïåíäèþ.

Ïî îêîí÷àíèè èíñòèòóòà Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ íåíàäîëãî ïîêèíóë åãî ñòåíû. Â Òóëó
ïðèåõàë Ìàðòèí Äàâèäîâè÷ Ãðèíäëèíãåð, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê, è
Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ ñòàë ïîñåùàòü åãî íàó÷íûé ñåìèíàð ïî òåîðèè ãðóïï.

Â 1968 ãîäó Ì.Ä. Ãðèíäëèíãåð ïðèãëàñèë Âëàäèìèðà Íèêîëàåâè÷à â àñïèðàíòóðó, îöå-
íèâ ïîòåíöèàë ïîäàþùåãî áîëüøèå íàäåæäû ìîëîäîãî ó÷åíîãî. È ó÷åíèê íå îáìàíóë íàäåæä
ñâîåãî ó÷èòåëÿ.

Â ìàòåìàòèêå âåñüìà âàæíî äîêàçàòü íîâûå òåîðåìû, íî íå ìåíåå, åñëè íå áîëåå âàæíî
ïðåäëîæèòü íîâûé èíñòðóìåíò � ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä, êîòîðûé ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíÿòü
äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ ïðîáëåì.

Åùå â àñïèðàíòóðå Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ ââåë â àëãîðèòìè÷åñêóþ òåîðèþ ãðóïï ïîíÿ-
òèå ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà � ïîíÿòèå, ïîçâîëèâøåå åìó óñïåøíî ðåøèòü ðÿä ñëîæíåéøèõ
ïðîáëåì. Íåñêîëüêî ïîçæå èì áûëè òàêæå îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ñïåöèàëüíîãî ñîêðàùåíèÿ äëÿ
ãðóïï ñ ìàëûì ñîêðàùåíèåì, ïîíÿòèå 𝜋-èçîëÿòîðà, ìåòîä òèïîâ. Îïðåäåëåíû ãðóïïû Àðòèíà
ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé è ñ 𝑛- óãîëüíîé ñòðóêòóðîé.

Îáó÷åíèå â àñïèðàíòóðå çàâåðøèëîñü áëàãîïîëó÷íîé çàùèòîé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè,
è Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ âíîâü ïîêèíóë ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, â ýòîò ðàç ïî÷òè íà 10 ëåò.
Òåì íå ìåíåå îí îñòàâàëñÿ ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì íàó÷íîãî ñåìèíàðà, çàìåñòèòåëåì ðåäàêòîðà,
à ïîòîì è ðåäàêòîðîì æóðíàëà ¾Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû òåîðèè ãðóïï è ïîëóãðóïï¿

Â 1988 ãîäó Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ âîçâðàùàåòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò å. Ñòóäåí-
òàì îí çàïîìíèëñÿ ñâîåé òðåáîâàòåëüíîñòüþ, âûñîêîé ïîðÿäî÷íîñòüþ è ÷åëîâå÷íîñòüþ.

Ïîñëå îòúåçäà Ì.Ä. Ãðèíäëèíãåðà Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ ñòàíîâèòñÿ ðóêîâîäèòåëåì íà-
ó÷íîãî ñåìèíàðà ïî òåîðèè ãðóïï, à ïîçäíåå ðóêîâîäèòåëåì àñïèðàíòóðû. Èì ïîäãîòîâëåíî
8 êàíäèäàòîâ ôèç.-ìàò. íàóê è îäèí äîêòîð. Çà âðåìÿ ðóêîâîäñòâà àñïèðàíòóðîé Âëàäèìèð
Íèêîëàåâè÷ óêðåïèë íàó÷íûå ñâÿçè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è ìåõìàòà ÌÃÓ. Ïðèåçæàë
ïðèíèìàòü êàíäèäàòñêèå ýêçàìåíû ó åãî àñïèðàíòîâ âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê, ïðîôåññîð ÌÃÓ
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Àëüôðåä Ëüâîâè÷ Øìåëüêèí. Òàêæå îí ÿâëÿëñÿ ïåðâûì îïïîíåíòîì ïðè çàùèòå äèññåðòàöèè
àñïèðàíòàìè Âëàäèìèðà Íèêîëàåâè÷à.

Â 1999 ãîäó Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ âïåðâûå â èñòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà âûèã-
ðàë ãðàíò ÐÔÔÈ. Â äàëüíåéøåì âûèãðàë åùå 4 ãðàíòà, â òîì ÷èñëå è ãðàíò ìîëîäûõ ó÷åíûõ.
Â 1999 ãîäó âïåðâûå â èñòîðèè ôàêóëüòåòà çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî ñïåöèàëüíî-
ñòè ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë¿.

Ñ 2000 ïî 2004 ãîä ÿâëÿëñÿ çàâåäóþùèì êàôåäðîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè.
Ñïèñîê åãî íàó÷íûõ òðóäîâ íàñ÷èòûâàåò áîëåå 200 ðàáîò.
Â XX âåêå ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà âûíóæäåíà áûëà ïðèçíàòü, ÷òî íå íà âñå âîçíèêàþùèå

âîïðîñû îíà ìîæåò äàòü îòâåò. Â ñâåòå ïîÿâèâøèõñÿ ïðèìåðîâ àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøè-
ìîñòè ñëó÷àè ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ òåõ èëè èíûõ ïðîáëåì èìåþò îñîáóþ öåííîñòü.

Ê îñíîâíûì íàó÷íûì ðåçóëüòàòàì Âëàäèìèðà Íèêîëàåâè÷à ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå:
I. Исследования проблемы вхождения в свободных конструкциях.

1. Ðåøåíèå ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ îáú-
åäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

2. Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï
ñ îáúåäèíåíèåì ïî êîíå÷íîïîðîæäåííûì ïîäãðóïïàì.

3. Ðåøåíèå ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ îáú-
åäèíåíèåì ïî êîíå÷íîïîðîæäåííûì ïîäãðóïïàì ïðè óñëîâèè, ÷òî îáúåäèíÿåìàÿ ïîä-
ãðóïïà îáëàäàåò óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè.

4. Ðåøåíèå ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â HNN � ðàñøèðåíèÿõ ïðè óñëîâèè, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ
ïîäãðóïïà îáëàäàåò óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè.

5. Ðåøåíèå ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ äëÿ äðåâåñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì ïî
êîíå÷íîïîðîæäåííûì ïîäãðóïïàì ïðè óñëîâèè, ÷òî îáúåäèíÿåìàÿ ïîäãðóïïà îáëàäàåò
óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè.

II. Проблема сопряженности подгрупп.

1. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñâîáîä-
íûõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

2. Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì ïî êîíå÷íîïîðîæäåííûì ïîäãðóïïàì.

3. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñâîáîä-
íûõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì ïî êîíå÷íûì ïîäãðóïïàì.

4. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â HNN � ðàñøèðåíèÿõ ñ àññîöèèðîâàííîé
öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé.

5. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï äëÿ äðåâåñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íûõ
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì.

III. Проблема сопряженности в свободных конструкциях.

1. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè äëÿ äðåâåñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ îáú-
åäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

2. Ðåøåíèå îáîáùåííîé ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñâî-
áîäíûõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.



Ñåêöèÿ 9. Èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè 323

IV. Группы с одним определяющим соотношением.

1. Ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè è ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ñâîáîäíîì ïðîèç-
âåäåíèè ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì ñ êðó÷åíèåì ñ îáúåäèíåíèåì ïî
öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

2. Ðåøåíà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ãðóïïå Ãóðåâè÷à è â åå HNN � ðàñøèðåíèÿõ ñ àññîöèè-
ðîâàííîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé.

3. Ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â HNN � ðàñøèðåíèÿõ ãðóïïû Ãóðåâè÷à ñ àññî-
öèèðîâàííîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé.

4. Äîêàçàíà ãèïåðáîëè÷íîñòü ãðóïïû Ãóðåâè÷à.

5. Äàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Áàõåðçàäå äëÿ ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì.

V. Группы Артина конечного типа.

1. Ðåøåíà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó.

2. Äîêàçàíà òåîðåìà îá îòñóòñòâèè êðó÷åíèÿ.

3. Óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçàòîðà ýëåìåíòîâ.

4. Óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëèçàòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû.

5. Ðåøåíà ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â êðàøåííûõ ïîäãðóïïàõ.

6. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ãðóïï Àðòèíà êîíå÷-
íîãî òèïà ñ îáúåäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

7. Ðåøåíà ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

8. Äîêàçàíà íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï � êîíòðïðèìåð � ãðóïïà
êîñ ñ ÷åòûðüìÿ îáðàçóþùèìè.

Äëÿ ãðóïï Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà ðåøåíà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó,
ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ, ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäå-
íèè äâóõ ãðóïï Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà ñ îáúåäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå. Äîêàçàíà
íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï. Óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçà-
òîðà ýëåìåíòîâ, óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëèçàòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóï-
ïû.

VI. Группы Кокстера.

1. Ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé.

2. Ðåøåíà ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà è
óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëèçàòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû.

3. Ðåøåíà ïðîáëåìà Ìàëüöåâà î ïåðåñå÷åíèè êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ
Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé.

VII. Группы Артина.

1. Ðåøåíà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ Àðòèíà áîëüøîãî òèïà.
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2. Ðåøåíà ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Àðòèíà áîëüøîãî òè-
ïà, óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëèçàòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû.

3. Ðåøåíà ïðîáëåìà ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ è â ãðóïïàõ Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî
òèïà.

4. Ðåøåíà ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ è óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåí-
òðàëèçàòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû.

5. Ðåøåíà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóê-
òóðîé.

6. Ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè è îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â êðàøåííûõ ïîä-
ãðóïïàõ ãðóïïàõ Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé.

7. Äîêàçàíà òåîðåìà î êîììóòèðîâàíèè ýëåìåíòîâ â äðåâåñíîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï Àðòèíà.

8. Ðåøåíà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ Àðòèíà ñ n-óãîëüíîé ñòðóê-
òóðîé ïðè n>3.

9. Ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ äâóïîðîæ-
äåííûõ ãðóïï Àðòèíà ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì.

10. Äîêàçàíà êîãåðåíòíîñòü ãðóïï Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé.

11. Äîêàçàíà êîãåðåíòíîñòü ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï ñ óñëîâèåì êîãåðåíòíîñòè, îáú-
åäèí¼ííûì ïî ïîäãðóïïå ñ óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè.

12. Äîêàçàíà êîãåðåíòíîñòü HNN � ðàñøèðåíèé ãðóïï ñ óñëîâèåì êîãåðåíòíîñòè, îáúåäè-
í¼ííûì ïî ïîäãðóïïå ñ óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè.

VIII. Изоляторы и пересечения подгрупп.

1. Îáîáùåíèå òåîðåìû Íüþìàíà î ïåðåñå÷åíèè ïîäãðóïï â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï.

2. Àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Õàóñîíà äëÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû. (ïðèìåíåí ìåòîä
òèïîâ).

3. Ðåøåíà ïðîáëåìà Õàóñîíà äëÿ HNN-ðàñøèðåíèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ãðóïï è óêàçàí
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ.

4. Äîêàçàíà êîíå÷íîïîðîæäåííîñòü èçîëÿòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû ñâîáîäíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ñ îáúåäèíåíèåì ïî èçîëèðîâàííîé ïîäãðóïïå.

5. Äîêàçàíà êîíå÷íîïîðîæäåííîñòü èçîëÿòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû HNN-ðàñ-
øèðåíèé ñ ïîìîùüþ èçîëèðîâàííîé ïîäãðóïïû ñ óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè.

6. Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíå÷íîïîðîæäåííîñòè ?−èçîëÿòîðà ñâî-
áîäíîé ãðóïïû.

IX. Группы с малым сокращением. 𝐶 (𝑝)&𝑇 (𝑞)

1. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè äëÿ ñëîâà ðàâíîãî åäèíèöå â ýòîé ãðóïïå, ñïåöèàëü-
íîãî ñîêðàùåíèÿ.

2. Äîêàçàíà êîíå÷íîïîðîæäåííîñòü íîðìàëèçàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà.
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3. Ðåøåíà ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

4. Äîêàçàíà êîíå÷íîïîðîæäåííîñòü öåíòðàëèçàòîðà êîíå÷íîïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû.

5. Ðåøåíà ïðîáëåìà ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ è ñòåïåíè.

6. Ðåøåíà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó.

7. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îáðàçóþùèå îäíîé ãðóïïû â îáðàçóþùèå äðóãîé ïîëó-
÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èçîìîðôèçìà ýòèõ ãðóïï.
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Òåîðèÿ ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà ïðèîáðåëà â ñåðåäèíå 20-ãî âåêà
èçâåñòíóþ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü è èìåëà îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó, êàê îáùåòåîðåòè÷åñêîãî, òàê è
êîíêðåòíîãî ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà. Îäíàêî ðàçðîçíåííûå ðàáîòû ýòîãî íàïðàâëåíèÿ íåëüçÿ
åùå áûëî íàçâàòü åäèíûì ðàçäåëîì ìåõàíèêè. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíäèäàòñêàÿ äèñ-
ñåðòàöèÿ È.À.Òþëèíîé ¾Ðàçâèòèå ìåõàíèêè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà¿
(1951). Â ýòîé ðàáîòå ïðîâåäåí èñòîðè÷åñêèé è ìåòîäîëîãè÷åñêèé àíàëèç ðàçâèòèÿ îñíîâíûõ
ïîíÿòèé, îñíîâíûõ çàêîíîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îñíîâíûõ ôîðì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà.

Â äèññåðòàöèè Òþëèíîé äàí èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðû ñ øèðîêèì
îõâàòîì è àíàëèçîì îòäåëüíûõ ðàçðîçíåííûõ òåîðèé äàííîé îáëàñòè, âûðîñøèõ ïîä âëèÿíèåì
ïîòðåáíîñòåé ïðàêòèêè â ðàçëè÷íîå âðåìÿ, à èìåííî:

1) òåîðèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ãèäðîðåàêòèâíîãî ñóäíà,
2) òåîðèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ãèäðîðåàêòèâíûõ òóðáèí,
3) òåîðèè îòäà÷è àðòèëëåðèéñêîãî îðóäèÿ,
4) òåîðèè äâèæåíèÿ ðàêåòû, ïîëó÷èâøåé ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå òîëüêî â XX âåêå,
5) òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ïåðåìåííîé ìàññû è ò.ä.
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Â ðàçâèòèè êàæäîé èç ýòèõ äèñöèïëèí ñûãðàëè âàæíåéøóþ ðîëü òðóäû ÷ëåíîâ Ïåòåð-
áóðãñêîé Àêàäåìèè íàóê (Ä.Áåðíóëëè, Ýéëåð) è ïðåäñòàâèòåëåé ïåðåäîâîé ðóññêîé øêîëû
ìåõàíèêè (Êîíñòàíòèíîâ, Øèôô, Öèîëêîâñêèé, Ìåùåðñêèé è äð.).

Êîíêðåòíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ìîæíî îïèñàòü òàê.
Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îáùèå õàðàêòåðèñòèêè основных научных абстракций, èñïîëü-

çóåìûõ äëÿ îòðàæåíèÿ ñâîéñòâ äâèæóùåãîñÿ ìàòåðèàëüíîãî òåëà, è îñíîâíûõ научных гипо-
тез îòíîñèòåëüíî ïðè÷èí, âûçûâàþùèõ èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë.
Ïðè ýòîì âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ðàçäåëå ìåõàíèêè èçó÷àþòñÿ òåëà, õàðàêòåðè-
çóþùèåñÿ непостоянством своего ñîñòàâà. Òàêèå ìàòåðèàëüíûå òåëà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà
êëàññà:

1) ìàññà êîòîðûõ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, íåñìîòðÿ íà ïåðåìåííûé ñîñòàâ (íàïðèìåð, ðåàê-
òèâíàÿ òóðáèíà èëè ïðÿìîòî÷íûé ðåàêòèâíûé äâèãàòåëü);

2) ìàññà êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ â ñâÿçè ñ ïåðåìåííîñòüþ ñîñòàâà (íàïðèìåð, ðàêåòà).
Ïîíÿòèå òåëà ïåðåìåííîãî ñîñòàâà øèðå, ÷åì ïîíÿòèå òåëà ïåðåìåííîé ìàññû, òàê êàê

òåëî ïåðåìåííîé ìàññû îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ è òåëîì ïåðåìåííîãî ñîñòàâà ââèäó òåêó÷åñòè
ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ òåëî.

Â ýòîé æå ãëàâå äàåòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè, èñïîëüçîâàííûõ ðàçëè÷íûìè
èññëåäîâàòåëÿìè â ìåõàíèêå ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà.

Íà îñíîâå ìàòåðèàëîâ ïåðâîé ãëàâû îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì äîñòèãíóòü äîñòàòî÷íîé ÿñíî-
ñòè â îïðåäåëåíèè ñàìîãî ïðåäìåòà ìåõàíèêè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà
è åå ñïåöèôè÷åñêèõ îòëè÷èé îò îáû÷íîé òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ïîíèìàåìîé êàê òåîðèÿ
ïðîñòåéøèõ âèäîâ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë íåèçìåííîãî ñîñòàâà. Â ïàðàãðàôå òðè ýòîé
ãëàâû, ïîñâÿùåííîì õàðàêòåðèñòèêå ïðè÷èí, âûçûâàþùèõ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ
òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà, äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ è ìåõàíèêè ðåàêòèâíîãî
äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ развитие теории поступательного движения гидроре-
активного судна. Ýòà òåîðèÿ âîçíèêëà â ýïîõó ðàñöâåòà ìîðåïëàâàíèÿ è êîðàáëåñòðîåíèÿ
XVIII âåêà (ïåðèîä êîëîíèàëüíûõ çàõâàòîâ ðàçâèâàþùåãîñÿ åâðîïåéñêîãî êàïèòàëèçìà). Â òî
âðåìÿ òåõíèêà ñóäîñòðîåíèÿ íóæäàëàñü â èçîáðåòåíèè íîâîãî, áîëåå ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà
ïåðåäâèæåíèÿ êîðàáëåé áåç ïîìîùè âåòðà è âåñåë.

Â ñåðåäèíå XVIII âåêà â íåêîòîðûõ åâðîïåéñêèõ àêàäåìèÿõ íàóê îáúÿâëÿëèñü êîíêóðñû
èëè ñòàâèëèñü íàó÷íûå ïðîáëåìû î íîâîì ñïîñîáå ïåðåäâèæåíèÿ ñóäîâ.

Âïåðâûå òåîðèþ ãèäðîðåàêòèâíîãî êîðàáëÿ ðàçðàáîòàë Ä. Áåðíóëëè âî âðåìÿ åãî ïðåáû-
âàíèÿ è àêòèâíîé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè íàóê. Íåñêîëüêî ïîçæå
ýòîé ïðîáëåìîé çàíèìàëñÿ äðóãîé çàìå÷àòåëüíûé ó÷åíûé XVIII âåêà, òàêæå äåéñòâèòåëüíûé
÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè íàóê, Ëåîíàðä Ýéëåð.

Â ïîñëåäóþùåì âíèìàíèå èíæåíåðîâ è òåîðåòèêîâ ñíîâà áûëî ïðèâëå÷åíî ê ïðîáëåìå ñî-
çäàíèÿ реактивного, óæå парового, двигателя для судов. Â ðåçóëüòàòå ïî òåîðèè äåéñòâèÿ
òàêîãî äâèãàòåëÿ âîçíèêëà äîâîëüíî îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, êîòîðàÿ è àíàëèçèðóåòñÿ â ðàáî-
òå È. À. Òþëèíîé. Òàê, íàïðèìåð, èçëàãàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî
òåîðèè ãèäðîðåàêòèâíîãî ñóäíà Öåéíåðà, Áóñëåÿ, Ïîãîäèíà, Æóêîâñêîãî, Ìåùåðñêîãî è äð.

Â òðåòüåé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ развитие теории вращательного движения гидрореактивной
турбины. Ýòà òåîðèÿ âîçíèêëà òàêæå íà áàçå ïðàêòè÷åñêèõ çàïðîñîâ ðàçâèâàþùåéñÿ êàïè-
òàëèñòè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè XVIII âåêà. Â òó ýïîõó âîäÿíûå êîëåñà, ñëóæèâøèå îñíîâ-
íûì äâèãàòåëåì ìàíóôàêòóðíîé è ñðåäíåâåêîâîé ïðîìûøëåííîñòè, ïîòðåáîâàëè ñóùåñòâåí-
íîãî óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, ÷òî ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ ãèäðîðåàêòèâíîé òóðáèíû. Ýòîò íîâûé òèï
ãèäðàâëè÷åñêîãî äâèãàòåëÿ ñîõðàíèë è â äàëüíåéøåì ñâîå çíà÷åíèå: â âåê ïàðà è â âåê ýëåê-
òðè÷åñòâà. Ðàçðàáîòêîé òåîðèè ðåàêòèâíûõ òóðáèí çàíèìàëèñü ìíîãèå èíæåíåðû è òåîðåòèêè
XVIII âåêà, êàê, íàïðèìåð, Ýéëåð, ß. Áåðíóëëè. Â äàëüíåéøåì áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå ýòîé
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òåîðèè âíåñëè òðóäû Ïîíñåëå, Âåéñáàõà, Ïðàæèëÿ, Ñòîäîëà, Ïðîñêóðà, Êî÷èíà è äð.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðå÷ü èäåò î развитии теории отдачи артиллерийского орудия. Â íåêî-

òîðûõ ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèíàõ èç îáëàñòè àðòèëëåðèéñêèõ íàóê ñ òîé èëè èíîé öåëüþ èñ-
ñëåäîâàëîñü ÿâëåíèå îòäà÷è èëè îòêàòà îðóäèÿ. Òàê, íàïðèìåð, теория лафетов, âîçíèêøàÿ
â êîíöå XVIII âåêà, èíòåðåñîâàëàñü îòäà÷åé â ñâÿçè ñ ðàñ÷åòîì íà ïðî÷íîñòü îòêàòûâàþùåéñÿ
ïîñëå âûñòðåëà ñèñòåìû è åå ÷àñòåé. Ïîä âëèÿíèåì òåõ èëè èíûõ çàïðîñîâ àðòèëëåðèéñêîé èí-
æåíåðíîé ïðàêòèêè ñòðîèëèñü òåîðèè äâèæåíèÿ îðóäèÿ, ñíàðÿäà è ïîðîõîâûõ ãàçîâ â êàíàëå
ñòâîëà îðóäèÿ.

Â îòëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí, èçó÷àâøèõ óñòàíîâèâøèåñÿ èëè ðàâ-
íîìåðíûå äâèæåíèÿ (äâèæåíèå ðåàêòèâíîãî ñóäíà è äâèæåíèå ðåàêòèâíîé òóðáèíû), òåîðèÿ
îòäà÷è àðòèëëåðèéñêîãî îðóäèÿ èçó÷àåò íåóñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå îòêàòûâàþùåãîñÿ îðó-
äèÿ ñ ëàôåòîì ïîä äåéñòâèåì силы реакции пороховых газов, èñòåêàþùèõ ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ
èç äóëà îðóäèÿ.

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ развитие теории движения пороховых и жидкостных
неуправляемых ракет. Çäåñü àíàëèçèðóþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèå òðóäû äâóõ
çàìå÷àòåëüíûõ ðóññêèõ ó÷åíûõ êîíöà XIX - íà÷àëà XX â.â. Ê.Ý. Öèîëêîâñêîãî, È.Â. Ìåùåð-
ñêîãî ïî òåîðèè äâèæåíèÿ ðàêåòû. Êðîìå òîãî, â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ àíàëèç îñíîâíûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ ïîëîæåíèé íåêîòîðûõ òðóäîâ çàðóáåæíûõ àâòîðîâ ïî òåîðèè äâèæåíèÿ ðàêåò, à òàêæå
òðóäîâ ñîâðåìåííûõ ñîâåòñêèõ èññëåäîâàòåëåé â äàííîé îáëàñòè.

Â øåñòîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ïåðåìåííîé ìàññû,
ÿâëÿþùåéñÿ âàæíîé ÷àñòüþ îáùåé òåîðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà.
Òàê, È.Â. Ìåùåðñêèé èññëåäîâàë äâèæåíèå íåáåñíûõ òåë, ìàññà êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ èç-çà ïà-
äåíèÿ ìåòåîðèòîâ íà èõ ïîâåðõíîñòü. Ôàêòîð ïåðåìåííîé ìàññû � îäíà èç ïðè÷èí âåêîâîãî
óñêîðåíèÿ â äâèæåíèè Ëóíû è äðóãèõ ïëàíåò.

Îñíîâíîé çàäà÷åé ñåäüìîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ описание и анализ развития общей отвлечен-
ной теории реактивного движения тел переменного состава.

Ïåðâûì îïûòîì ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà ÿâèëèñü òðóäû
È.Â. Ìåùåðñêîãî 1897-1904 ãîäîâ [6]. Â ýòîé îáùåé òåîðèè èì âïåðâûå ââåäåíà àáñòðàêòíàÿ
ìîäåëü òâåðäîãî òåëà ïåðåìåííîé ìàññû, âïåðâûå âûâåäåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ òàêèõ òåë è ïðîâåäåí ïîäðîáíåéøèé àíàëèç îñíîâíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ òàêîãî äâè-
æåíèÿ.

Ãëàâíóþ ðîëü ñðåäè êîíêðåòíûõ ïðåäïîñûëîê òåîðèè È.Â. Ìåùåðñêîãî èãðàëè çàäà÷è
íåáåñíîé ìåõàíèêè è êîñìîãîíèè â ñîâîêóïíîñòè ñ òàêèìè çàäà÷àìè òåõíèêè, ãäå ðå÷ü øëà îá
îòäåëåíèè èëè î ïðèñîåäèíè òâåðäûõ ÷àñòèö èëè òâåðäûõ òåë ê äâèæóùåìóñÿ òâåðäîìó òåëó,
ïðè÷åì ïðèñîåäèíåíèå ýòî ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâåðøåííî íåóïðóãèé óäàð.

Íà ïðîòÿæåíèè áîëåå òðèäöàòè ëåò òåîðèÿ Ìåùåðñêîãî îñòàâàëàñü åäèíñòâåííûì îïûòîì
ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîé ìàññû.

Çàðóáåæíûå ó÷åíûå â òå÷åíèå âñåãî ýòîãî âðåìåíè èãíîðèðîâàëè òåîðèþ Ìåùåðñêîãî è
åãî òðóäû. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâèëîñü îòñòàâàíèå çàðóáåæíîé íàóêè â äàííîé îáëàñòè. Ïðåä-
ëîæåííàÿ èòàëüÿíñêèì ó÷åíûì Ëåâè-×èâèòà â 30-õ ãîäàõ òåîðèÿ äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîé
ìàññû ïðè áëèæàéøåì ðàññìîòðåíèè îêàçàëàñü ëèøü ÷àñòíîé ðàçíîâèäíîñòüþ îáùåé òåîðèè
Ìåùåðñêîãî. Òðóäû ïîñëåäóþùèõ çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ â òîé æå îáëàñòè íå äàëè ñóùåñòâåí-
íîãî ïðîäâèæåíèÿ âïåðåä.

Íàñòîÿùàÿ ðàçðàáîòêà íàó÷íîãî íàñëåäñòâà È.Â. Ìåùåðñêîãî è Ê. Ý. Öèîëêîâñêîãî áûëà
íà÷àòà ëèøü ñîâåòñêèìè ó÷åíûìè, äàâøèìè ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ òðóäîâ â îáëàñòè îáùåé
òåîðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ òåë ïåðåìåííîé ìàññû.

Âñå ýòè àñïåêòû äåòàëüíî îñâåùåíû È. À. Òþëèíîé â ýòîé ãëàâå.
Âîïðîñû, ðàññìîòðåííûå â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè, È.À. Òþëèíà ïðîäîëæàëà àêòèâíî

ðàçðàáàòûâàòü è â ñâîèõ ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ [2-5].
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Çà äâà ñòîëåòèÿ äèíàìèêà ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ ñëîæèëàñü ñ ñïåöèàëüíóþ îòðàñëü ìå-
õàíèêè. Çàðîäèâøèñü ïîä âëèÿíèåì çàïðîñîâ òåõíèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ, ýòî ó÷åíèå ñíà÷àëà
ñîñòîÿëî èç ðàçðîçíåííûõ ÷àñòåé, èçó÷àþùèõ äâèæåíèå âîäîìåòíîãî ñóäíà, âîäÿíîé òóðáèíû,
îòäà÷ó îðóäèÿ, äèíàìèêó ðàêåòû, îòäåëüíûå çàäà÷è íåáåñíîé è çåìíîé ìåõàíèêè.
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×åðåç 𝐶𝑛 áóäåì îáîçíà÷àòü плоскую вещественную проективную кривую степени 𝑛, ò. å.
îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 𝑛 íàä R îò îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò (𝑥0 : 𝑥1 : 𝑥2) â âåùåñòâåííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè R𝑃 2, ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ïîñòîÿííîãî ìíî-
æèòåëÿ, à ÷åðåç R𝐶𝑛={(𝑥0 : 𝑥1 : 𝑥2) ∈ R𝑃 2 | 𝐶𝑛(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0} � множество вещественных
точек кривой 𝐶𝑛. Äëÿ êðàòêîñòè ïðè 𝑛 = 2 (ïðè 𝑛 = 3) êðèâàÿ è ìíîæåñòâî å¼ âåùåñòâåííûõ
òî÷åê íèæå íàçûâàþòñÿ коникой (ñîîòâåòñòâåííî, кубикой).

Âîïðîñ î òîïîëîãèè ìíîæåñòâà R𝐶6 â ñëó÷àå неособой1 êðèâîé, âêëþ÷¼ííûé Ä. Ãèëüáåðòîì
â ïåðâóþ ÷àñòü åãî 16-é ïðîáëåìû, áûë ðåø¼í â 1969 ã. Ä.À. Ãóäêîâûì [1]. Òàì æå Ãóäêîâ
ïîñòàâèë çàäà÷ó î òîïîëîãèè ìíîæåñòâà R𝐶6 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êðèâàÿ 𝐶6 ðàñïàäàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå äâóõ M -êðèâûõ2. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ã.Ì. Ïîëîòîâñêèì â [2], à çàòåì è
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîìíîæèòåëåé áîëüøå äâóõ � â [3].

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå èçëàãàþòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû î òîïîëîãèè êðèâûõ ñòåïåíè 7, ðàñïà-
äàþùèõñÿ íà òðè íåîñîáûõ ñîìíîæèòåëÿ.

Öåëü ðàáîòû � íàéòè èçîòîïè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ìíîæåñòâ R𝐶3 ∪ R𝐶2 ∪ R ̃︀𝐶2 â R𝑃 2.
Áåç íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ýòà çàäà÷à òðóäíîîáîçðèìà, ïîýòîìó âñþäó ïðåäïî-
ëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè è îáùåãî ïîëîæåíèÿ:

(i) 𝐶2, ̃︀𝐶2 è 𝐶3 ÿâëÿþòñÿ 𝑀 -êðèâûìè, ò. å. âåùåñòâåííàÿ ñõåìà êàæäîé èç êðèâûõ 𝐶2 è ̃︀𝐶2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí îâàë, à âåùåñòâåííàÿ ñõåìà êðèâîé 𝐶3 ñîñòîèò èç îâàëà è íå÷¼òíîé
âåòâè.

(ii) êðèâûå-ñîìíîæèòåëè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïîïàðíî è òðàíâåðñàëüíî â ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîì ïî òåîðåìå Áåçó ÷èñëå òî÷åê, ò.å.

#(R𝐶3 ∩ R𝐶2) = #(R𝐶3 ∩ R ̃︀𝐶2) = 6,#(R𝐶2 ∩ R ̃︀𝐶2) = 4,

è âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êóáèêè ñ êîíèêàìè ðàñïîëîæåíû íà íå÷¼òíîé âåòâè êóáèêè.
Íî è ïðè ýòîì çàäà÷à îñòà¼òñÿ ñëèøêîì îáú¼ìíîé, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àè äå-

ëÿòñÿ íà ñåðèè, âûäåëÿåìûå óñëîâèÿìè êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü

1Кривая 𝐶𝑛 называется неособой, если первые частные производные многочлена 𝐶𝑛(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) по перемен-
ным 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 не обращаются одновременно в нуль (в C𝑃 2).

2Кривая 𝐶𝑛 называется M -кривой, если R𝐶𝑛 имеет максимально возможное для данной степени 𝑛 число
компонент связности, согласно теореме Харнака равное (𝑛−1)(𝑛−2)

2
+ 1.
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ðàññìàòðèâàåìóþ ñåé÷àñ ñåðèþ, íàïîìíèì èçâåñòíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ
ïàðû êîíèê è íà âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ êóáèêè è êîíèêè.

Ñóùåñòâóþò ðîâíî äâà òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèÿ â R𝑃 2 äâóõ íåîñîáûõ êî-
íèê ñ ÷åòûðüìÿ îáùèìè òî÷êàìè, êîòîðûå ïîêàçàíû íà ðèñ.13. Êàæäàÿ êîíèêà äåëèòñÿ òî÷êà-
ìè ïåðåñå÷åíèÿ ñî âòîðîé êîíèêîé íà ÷åòûðå äóãè; òå äóãè, êîòîðûå ëåæàò âíå âòîðîé êîíèêè,
áóäåì íàçûâàòü внешними, äâå äðóãèå � внутренними.

Ðèñ. 1

Îãðàíè÷åíèÿ íà âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ M -êóáèêè è íåîñîáîé êîíèêè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî
ñóùåñòâóþò ðîâíî òðè ðàñïîëîæåíèÿ â R𝑃 2, â êîòîðûõ íå÷¼òíàÿ âåòâü êóáèêè ïåðåñåêàåò
êîíèêó â øåñòè âåùåñòâåííûõ òî÷êàõ (ðèñ.2).

Ðèñ. 2

Â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (i), (ii) ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ:
(iii) êîíèêè ðàñïîëîæåíû òàê, êàê íà ðèñ.1.á)4.
(iv) ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðàñïîëîæåíèÿ ðèñ.2.à) è ðèñ.2á).
(v) âñå øåñòü îáùèõ òî÷åê íå÷¼òíîé âåòâè êóáèêè ñ îäíîé èç êîíèê 𝐶2 è ̃︀𝐶2 ëåæàò íà

îäíîé èç ÷åòûð¼õ äóã, íà êîòîðûå ýòà êîíèêà äåëèòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñî âòîðîé êîíèêîé,
ïðè÷¼ì ýòà äóãà âíåøíÿÿ; äëÿ äðóãîé êîíèêè øåñòü îáùèõ òî÷åê ñ íå÷¼òíîé âåòâüþ êóáèêè
ëåæàò íà å¼ äâóõ âíåøíèõ äóãàõ.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ñëåäóþùàÿ: ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå
ìîäåëè êðèâûõ äàííîé ñåðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íàëîæåííûì îãðàíè÷åíèÿì, òîïîëîãè÷åñêèì
ñëåäñòâèÿì òåîðåìû Áåçó è ñëåäñòâèÿì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î òîïîëîãèè íåîñîáûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Çàòåì äëÿ êàæäîé ìîäåëè èç ïîëó÷åííîãî ñïèñêà ïûòàåìñÿ äîêàçàòü å¼
íåðåàëèçóåìîñòü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Îðåâêî-
âà, îñíîâàííîãî íà òåîðèè êîñ è çàöåïëåíèé [7].

Теорема 1. Существуют 438 попарно различных расположений кривых вида R𝐶3∪R𝐶2∪
R ̃︀𝐶2, удовлетворяющих условиям (i) � (v). Их них 387 расположений не может быть реали-

3Здесь и ниже на рисунках в качестве модели вещественной проективной плоскости используется круг,
диаметрально противоположные точки граничной окружности которого, изображаемой пунктиром, считаются
отождествлёнными.

4Расположение коник как на рис.1.а) было рассмотрено в [4] – [6]
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зовано кривыми степени 7. Вопрос о реализуемость оставшихся расположений, показанных
на рис.3, остается открытым.

Ðèñ. 3
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Ïóñòü ïîëå 𝑘 õàðàêòåðèñòèêè 0, è 𝑓(𝑥) ∈ 𝑘[𝑥] � ìíîãî÷ëåí ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ ñòåïåíè
2𝑔+1, 𝑔 > 1. È ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ëèíåéíûõ íîðìèðîâàíèÿ: 𝜈+𝑥 è 𝜈−𝑥 ãèïå-
ðýëëèïòè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐿 = 𝑘(𝑥)(

√︀
𝑓(𝑥)), èíäóöèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîì 𝑥. Çàôèêñèðóåì âëî-

æåíèå ïîëÿ 𝐿 â ïîëå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ 𝑘((𝑥)), ñâÿçàííîå ñ 𝜈+𝑥 . Òîãäà ýëåìåíò
√
𝑓

ìîæíî ðàçëîæèòü â íåïðåðûâíóþ äðîáü. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ âëîæåíèÿ ïîëÿ 𝐿
â ïîëå 𝑘((1/𝑥)) (ñì. [2, 3, 4, 5]), ïåðèîäè÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ

√
𝑓 â íåïðåðûâíóþ äðîáü â 𝑘((𝑥))

� ðåäêîå ÿâëåíèå. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â ïî-
ëå 𝐿 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü ýëåìåíòîâ

√
𝑓/𝑥𝑔,

√
𝑓/𝑥𝑔+1. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ 𝑆-åäèíèö â ïîëå 𝐿 äëÿ ìíîæåñòâà íîðìèðîâàíèé 𝑆, ñîñòîÿùåãî
èç áåñêîíå÷íîãî íîðìèðîâàíèÿ è íîðìèðîâàíèÿ 𝜈+𝑥 . ×òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî êëàññ, ïîñòðîåííûé ïî òî÷êå (0,

√︀
𝑓(0)) ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé 𝑦2 = 𝑓(𝑥), ÿâëÿåòñÿ

êëàññîì êðó÷åíèÿ (ñì. [4]).
Â ðàáîòå [6] áûëè íàéäåíû âñå ìíîãî÷ëåíû 𝑓 ñòåïåíè 3 ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì
√
𝑓 â íåïðåðûâíóþ äðîáü â Q((𝑥)). Â ðàáîòå [7] áûëî äàíî

îïèñàíèå ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ñòåïåíè 4 íàä Q ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì
√
𝑓 , ÷òî çàâåðøèëî

îïèñàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ
√
𝑓 â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Â ðà-

áîòàõ [8, 9] ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè îáîáùåíû íà ÷èñëîâûå ïîëÿ êîíñòàíò, è äëÿ êóáè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà ïðîáëåìà ïåðèîäè÷íîñòè

√
𝑓 äëÿ êâàäðàòè÷íûõ è ÷èñ-

ëîâûõ ïîëåé ñòåïåíè 3 íàä Q, à òàêæå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà êîíå÷íîñòè äëÿ ðàñøèðåíèé Q
ñòåïåíè 6 6.

Îòìåòèì, ÷òî àðãóìåíòû è ïîäõîäû ðàáîò [6, 7, 8, 9] ñóùåñòâåííî îïèðàëèñü íà ïàðàìåò-
ðèçàöèþ ïàð: ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è òî÷êà ñ çàäàííûì ïîðÿäêîì êðó÷åíèÿ (ñì. [10, 11]). Â

1Работа выполнена в рамках государственного задания по проведению фундаментальных научных иссле-
дований по проекту № FNEF-2022-0011.
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ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ñòåïåíè 5 è âûøå ïîäîáíûå ïàðàìåòðèçàöèè íåèçâåñòíû, è îïèñàíèå ïå-
ðèîäè÷åñêèõ

√
𝑓 òðåáóåò èíûõ ïîäõîäîâ. Òàê â ðàáîòå [12] áûë ïðåäëîæåí íîâûé ýôôåêòèâíûé

ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ íîðìåííîãî óðàâíåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè áàçèñîâ Ãðåáíåðà. Ñ
åãî ïîìîùüþ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì 𝑘 áûëà ïîêàçàíà êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓
íå÷åòíîé ñòåïåíè îòëè÷íîé îò 11 òàêèõ, ÷òî ýëåìåíò

√
𝑓 ïåðèîäè÷åí, à ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå ïî-

ëå 𝐿 ñîäåðæèò 𝑆-åäèíèöó ñòåïåíè 11. Óêàçàííûé ïîäõîä ïîëó÷èë ñâîå ðàçâèòèå â ðàáîòå [13],
ãäå ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ðåçóëüòàíòîâ è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåò-
ðèçàöèé óäàëîñü ïîëó÷èòü àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá îïèñàíèè êóáè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 íàä Q ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

√
𝑓 â íåïðåðûâíóþ äðîáü. Â äàëüíåéøåì

ïîäõîä ðàáîòû [12] ïîçâîëèë äîêàçàòü, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòü êîíñòàíòîé 11 ñòåïåíü ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíäàìåíòàëüíîé 𝑆-åäèíèöû, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ 𝑑 íå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíà 𝑓
íå÷åòíîé ñòåïåíè 𝑑 íàä ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîâûì ïîëåì 𝑘 ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

√
𝑓

â íåïðåðûâíóþ äðîáü â 𝑘((𝑥)). Ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [14], ãäå áûëè ÿâíî ïðèâåäåíû âñå
ìíîãî÷ëåíû 𝑓 ñ ïåðèîäè÷åñêèì

√
𝑓 ñ óêàçàííûì îãðàíè÷åíèåì íà ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé

𝑆-åäèíèöû.
Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòíîé ñòåïåíè 𝑈 ôóíäàìåíòàëüíîé 𝑆-åäèíèöû ïðè ðîñòå

ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà 𝑓 ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî îïèñàíèå
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ïðîèçâîëüíîé íå÷åòíîé ñòåïåíè 𝑑 ñ ïåðèîäè÷åñêèì

√
𝑓 ïðè óñëîâèè 𝑈 6 20

ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëåì êîíñòàíò 𝑘 ⊆ Q, è äîêàçàíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ÷èñëî
ìíîãî÷ëåíîâ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íå ïðåâîñõîäèò äâóõ äëÿ êàæäîé ïàðû 𝑑, 𝑈 . Îòìåòèì,
÷òî ñëîæíîñòü ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé íå ïîçâîëèëà ïîñòðîèòü ïðèìåð ïàðû 𝑑, 𝑈 ñ ÷èñëîì
ìíîãî÷ëåíîâ áîëåå äâóõ. Îäíàêî èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì íàñòîÿùåé ðàáîòû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ïàðû 𝑑, 𝑈 = 2𝑚 óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè

√
𝑓 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî â âèäå (𝑑− 1)/2

ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. ×èñëî óðàâíåíèé â êàæäîé èç ñèñòåì ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
ïåðåìåííûõ, è îæèäàåìàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàâíà 0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
𝑚. Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâîäèòñÿ â [1].

1. Основные результаты

Ïóñòü íîðìèðîâàíèå 𝜈𝑥 ïîëÿ 𝑘(𝑥) èìååò äâà ïðîäîëæåíèÿ 𝜈+𝑥 è 𝜈−𝑥 íà ïîëå 𝐿 = 𝑘(𝑥)(
√
𝑓).

Çàôèêñèðóåì deg 𝑓 = 2𝑔 + 1 äëÿ 𝑔 > 1, 𝑔 ∈ N, è ñîõðàíèâ îáîçíà÷åíèå 𝜈∞ äëÿ åäèíñòâåííîãî
ïðîäîëæåíèÿ áåñêîíå÷íîãî íîðìèðîâàíèÿ íà ïîëå 𝐿, ïîëîæèì 𝑆 = {𝜈+𝑥 , 𝜈∞}. Ãðóïïà 𝑆-öåëûõ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ 𝐿 íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé 𝑆-åäèíèö. Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà íåòðèâèàëü-
íàÿ 𝑆-åäèíèöà (òî åñòü îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû ïîëÿ 𝑘), òî â îïèñàííîì íàìè ñëó÷àå ãðóïïà
𝑆-åäèíèö ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì 𝑘× è áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Îáðàçóþ-
ùèå ýòîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè 𝑆-åäèíèöàìè. Äëÿ 𝑆-åäèíèöû
𝛼+ 𝛽

√
𝑓 , 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑘(𝑥), âûïîëíåíî 𝛼2 − 𝛽2𝑓 = 𝑏𝑥𝑚, 𝑏 ∈ 𝑘 ∖ {0}, äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî 𝑚, íàçû-

âàåìîãî ñòåïåíüþ 𝑆-åäèíèöû. Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé 𝑆-åäèíèöû ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíüþ
𝑚 ñóùåñòâóåò 𝑘-òî÷êà êðó÷åíèÿ ïîðÿäêà 𝑚 â ÿêîáèàíå ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû ïîëÿ 𝐿 ðàçëàãàþòñÿ â ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû∑︀
𝑗≥𝑠 𝛾𝑗𝑥

𝑗 , ãäå 𝛾𝑗 ∈ 𝑘, åñëè ñóùåñòâóåò âëîæåíèå 𝐿 â ïîëå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ 𝑘((𝑥)).
Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà, ôóíêöèîíàëüíûõ íåïðåðûâíûõ äðîáÿõ è èõ
ñâÿçè ñ 𝑆-åäèíèöàìè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [4].

Ïîä ïåðèîäè÷íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ â íåïðåðûâíóþ äðîáü ìû ïîíèìàåì ïåðèîäè÷íîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëíûõ ÷àñòíûõ. Ïåðèîäè÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ

√︀
𝑓(𝑥) â íåïðåðûâíóþ äðîáü

ðàâíîñèëüíà ïåðèîäè÷íîñòè
√︀
𝑓𝜎(𝑥), ãäå 𝜎 ∈ Aut(k/Q) � àâòîìîðôèçì ïîëÿ 𝑘 ïîñòîÿííûé

íà Q, à òàêæå ïåðèîäè÷íîñòè
√︀
𝑎2𝑓(𝑏𝑥) äëÿ íåêîòîðûõ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑘 ∖ {0}. Ïîýòîìó ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ïðåîáðàçîâàíèÿ-
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ìè, óêàçàííûìè âûøå. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè çàâèñèò îò ïîëÿ 𝑘, è â çàâèñèìîñòè îò
êîíòåêñòà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èëè íàä àëãåáðàè÷åñêèì çà-
ìûêàíèåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q èëè íàä ïîëåì îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà 𝑓 . Ìû áóäåì
íàçûâàòü ïîëåì îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà 𝑓 ìèíèìàëüíîå ïîäïîëå 𝑘 ⊆ Q, ñîäåðæàùåå âñå åãî
êîýôôèöèåíòû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îïèñàíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì êâàäðàò-
íîãî êîðíÿ â íåïðåðûâíóþ äðîáü ïðè åäèíñòâåííîì óñëîâèè íà îãðàíè÷åíèå ñòåïåíè ôóíäà-
ìåíòàëüíîé 𝑆-åäèíèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ïîëÿ.

Теорема 1. С точностью до эквивалентности существует не более одного бесквадрат-
ного многочлена 𝑓𝑑,𝑈 ∈ Q[𝑥], deg 𝑓𝑑,𝑈 = 𝑑 > 1, для которого выполнены следующие условия:

(i) гиперэллиптическое поле Q(𝑥)(
√︀
𝑓𝑑,𝑈 ) содержит фундаментальную 𝑆-единицу степени

𝑈 для 𝑆 = {𝜈∞, 𝜈+𝑥 };

(ii) разложение в непрерывную дробь в Q((𝑥)) элемента
√︀
𝑓𝑑,𝑈 периодично;

где 𝑑 — нечётное число, и 𝑑 < 𝑈 6 12.

Все такие многочлены 𝑓𝑑,𝑈 , удовлетворяющие условиям (i) и (ii), описаны ниже и соот-
ветствуют парам 𝑑, 𝑈 из таблицы 1.

Замечание 1. В случае 𝑑 = 𝑈 для любого 𝑈 > 3 существует единственный с точно-
стью до эквивалентности над Q многочлен 𝑥𝑈 + 1, который удовлетворяет условиям (i)
и (ii) теоремы 1. Если фиксируется поле 𝑘 ⊂ Q, над котором определено отношение эк-
вивалентности, то в случае 𝑑 = 𝑈 возникает семейство 𝑓 = 𝑐𝑥𝑈 + 1, 𝑐 ∈ 𝑘 ∖ {0}. Таких
многочленов 𝑓 нечетной степени 𝑑 > 𝑈 не существует.

Òåîðåìà 1 â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ïðèâîäèòñÿ âïåðâûå, íî å¼ äîêàçàòåëüñòâî ôàêòè÷åñêè
âûòåêàåò èç ðàññóæäåíèé ðàáîò [6, 9, 14, 15]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííîå â òåîðåìå 1 îãðàíè÷åíèå íà
ñòåïåíü ôóíäàìåíòàëüíîé 𝑆-åäèíèöû ìîæíî óâåëè÷èòü äî 20.

Теорема 2. Для любой пары, состоящей из нечётного 𝑑 и чётного 𝑈 таких, что
𝑑 < 𝑈 6 20, с точностью до эквивалентности существует не более двух бесквадратных
многочленов 𝑓𝑑,𝑈 ∈ Q[𝑥], deg 𝑓𝑑,𝑈 = 𝑑, для которых выполнены условия (i) и (ii) теоремы 1.

Все такие многочлены 𝑓𝑑,𝑈 описаны ниже и соответствуют строкам таблицы 3.

Â òàáëèöå 1 äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓𝑑,𝑈 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1, ïðèâåäåíû
𝑑 = deg 𝑓𝑑,𝑈 ; 𝑈 � ñòåïåíü ôóíäàìåíòàëüíîé 𝑆-åäèíèöû ïîëÿ 𝐿 = 𝑘(𝑥)(

√︀
𝑓𝑑,𝑈 ); íåïðèâîäèìûé

íàä Q ìíîãî÷ëåí 𝐹𝑑,𝑈 (𝑡) ∈ Q[𝑡], çàäàþùèé 𝑘 = Q[𝑡]/𝐹𝑑,𝑈 (𝑡) � ïîëå îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
𝑓𝑑,𝑈 .

Ñòðîêè òàáëèöû 3 ñîîòâåòñòâóþò âñåì ìíîãî÷ëåíàì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì òåîðå-
ìû 2. Ìíîãî÷ëåíû, îòâå÷àþùèå ïàðå 𝑑, 𝑈 , èíäåêñèðóþòñÿ deg 𝑑1, ãäå 𝑑1 îïðåäåëÿåòñÿ èç
íîðìåííîãî óðàâíåíèÿ. Â òàáëèöå äëÿ ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì√︀
𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 , ïðèâåäåíû åãî ñòåïåíü 𝑑 = 𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 ; 𝑈 � ñòåïåíü ôóíäàìåíòàëüíîé 𝑆-åäèíèöû

ïîëÿ 𝐿 = 𝑘(𝑥)(
√︀
𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1); è íåïðèâîäèìûé íàä Q ìíîãî÷ëåí 𝐹𝑑,𝑈,deg 𝑑1(𝑡) ∈ Q[𝑡], çàäàþùèé

𝑘 = Q[𝑡]/(𝐹𝑑,𝑈,deg 𝑑1(𝑡)) � ïîëå îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 . Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ïàðû
𝑑, 𝑈 òàêîé ìíîãî÷ëåí åäèíñòâåíåí, èíäåêñ deg 𝑑1 îïóñêàåòñÿ.

Êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó 𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 , óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèÿì òåîðåìû 2, ñîîòâåòñòâóåò
ñòðîêà â òàáëèöå 3. Ïðèâåäåì ìíîãî÷ëåíû 𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 â ÿâíîì âèäå. Êàê è ïðåæäå, â ñëó÷àå,
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Òàáëèöà 1: Òàáëèöà ïàð 𝑑, 𝑈 è ìíîãî÷ëåíîâ 𝐹𝑑,𝑈 , çàäàþùèõ ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
𝑓𝑑,𝑈 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1

𝑑 𝑈 ìíîãî÷ëåí 𝐹𝑑,𝑈

3 5 𝑡

3 7 𝑡2 − 21

3 8 𝑡

3 9 𝑡3 − 𝑡2 + 1
2 𝑡−

1
12

3 10 𝑡

3 11 𝑡5 − 𝑡4 − 4𝑡3 + 3𝑡2 − 35
3 𝑡+ 21

3 12 𝑡3 − 2

5 7 𝑡

5 9 𝑡3 − 27𝑡− 51

5 11 𝑡7 − 𝑡6 − 53𝑡5 − 133𝑡4 + 195𝑡3 + 1000𝑡2 + 1165𝑡+ 955

5 12 𝑡

7 9 𝑡

7 11 𝑡4 − 2𝑡3 − 81𝑡2 − 303𝑡− 321

9 11 𝑡

åñëè äëÿ ïàðû 𝑑, 𝑈 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òàêîé ìíîãî÷ëåí, òî èíäåêñ deg 𝑑1 îïóñêàåòñÿ.

𝑓5,14 =− 24(𝑧 + 1)𝑥5 +
28

3
(𝑧 + 1)𝑥4 − 4

21
(𝑧 + 55)𝑥3−

− (
59

12
𝑧 − 185

21
)𝑥2 − 10

21
(𝑧 − 5)𝑥− 25

7
(𝑧 − 3),

𝑓5,16,1 =
1

9
(919𝑧4 + 29𝑧3 − 9992𝑧2 + 10170𝑧 − 71118)𝑥5−

− 7

18
(148𝑧4 − 664𝑧3 + 907𝑧2 − 2832𝑧 − 711)𝑥4+

+
1

3
(29𝑧4 + 40𝑧3 + 347𝑧2 + 144𝑧 + 1152)𝑥3−

− 1

45
(22𝑧4 − 178𝑧3 + 421𝑧2 − 852𝑧 + 1107)𝑥2+

+
2

45
(2𝑧4 + 𝑧3 + 44𝑧2 − 12𝑧 + 153)𝑥+ 1,

𝑓5,16,3 =(89𝑧 − 475)𝑥5 − 7

3
(11𝑧 − 51)𝑥4 + 4(6𝑧 − 31)𝑥3 + (6𝑧 − 23)𝑥2 + 12𝑥+ 36,

𝑓5,18,4 =
4

7
𝑥5 +

2

3
𝑥4 − 50

147
𝑥3 +

65

196
𝑥2 − 25

63
𝑥+

25

9
,

𝑓7,16 =8𝑥7 − 9𝑥6 + 10𝑥5 − 11𝑥4 + 12𝑥3 − 13𝑥2 + 14𝑥+ 49,

𝑓7,18 =
289

49
(613𝑧2 + 4684𝑧 + 8809)𝑥7 +

64

49
(51𝑧2 + 358𝑧 + 599)𝑥6−

− 16

49
(852𝑧2 + 6931𝑧 + 13943)𝑥5 − 4

49
(384𝑧2 + 2433𝑧 + 3202)𝑥4+

+ 2(12𝑧 + 53)𝑥3 +
1

28
(128𝑧 + 535)𝑥2 − 𝑥+ 1,
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Òàáëèöà 3: Òàáëèöà ïàð 𝑑, 𝑈 è ìíîãî÷ëåíîâ 𝐹𝑑,𝑈,deg 𝑑1 , çàäàþùèõ ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ 𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2

𝑑, deg 𝑑1 𝑈 ìíîãî÷ëåí 𝐹𝑑,𝑈,deg 𝑑1

3 14 𝑡3 + 𝑡2 − 2𝑡− 9
2

3 16 𝑡6 + 2
7 𝑡

5 − 9
7 𝑡

4 − 12
7 𝑡

3 − 15
7 𝑡

2 − 30
7 𝑡−

15
7

3 18 𝑡6 − 39
7 𝑡

5 + 96
7 𝑡

4 − 136
7 𝑡

3 + 114
7 𝑡

2 − 15
2 𝑡+

10
7

3 20 𝑡10− 175
18 𝑡

9+ 395
9 𝑡

8− 365
3 𝑡

7+ 2050
9 𝑡6− 2684

9 𝑡5+275𝑡4− 1585
9 𝑡3+ 2030

27 𝑡
2−

175
9 𝑡+

7
3

5 14 𝑡2 − 𝑡− 5

5, deg 𝑑1 = 1 16 𝑡5 − 𝑡4 + 10𝑡3 + 6𝑡2 + 18𝑡+ 54

5, deg 𝑑1 = 3 16 𝑡2 − 30

5, deg 𝑑1 = 2 18 𝑡10−5𝑡9−27𝑡8+135𝑡7+486𝑡6−2340𝑡5−4020𝑡4+23700𝑡3+4680𝑡2−
113680𝑡+ 119840

5, deg 𝑑1 = 4 18 𝑡

5, deg 𝑑1 = 1 20 𝑡15 − 10𝑡13 + 45𝑡11 − 50𝑡10 − 10𝑡9 + 330𝑡8 − 950𝑡7 + 320𝑡6 + 2592𝑡5 −
4040𝑡4 + 80𝑡3 + 4800𝑡2 − 4480𝑡+ 1344

5, deg 𝑑1 = 3 20 𝑡10−5𝑡9−10𝑡8+60𝑡7+125𝑡6−201𝑡5+290𝑡4+500𝑡3−410𝑡2−270𝑡+172

7 16 𝑡

7 18 𝑡3 − 45𝑡− 114

7, deg 𝑑1 = 1 20 𝑡7 − 2𝑡6 + 𝑡5 − 10𝑡4 + 35𝑡3 − 8𝑡2 + 31𝑡− 128

7, deg 𝑑1 = 3 20 𝑡5 − 90𝑡3 − 280𝑡2 + 885𝑡+ 3312

9 20 𝑡

𝑓9,20 =10𝑥9 − 11𝑥8 + 12𝑥7 − 13𝑥6 + 14𝑥5 − 15𝑥4 + 16𝑥3 − 17𝑥2 + 18𝑥+ 81.

Âûøå äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑑,𝑈,deg 𝑑1 ýëåìåíò 𝑧 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìíîãî÷ëåíà 𝐹𝑑,𝑈,deg 𝑑1 èç òàáëèöû 3. Ìíîãî÷ëåíû ñ èíäåêñîì 𝑑 = 3 îïèñàíû â ðàáîòå [15],
à ìíîãî÷ëåíû 𝑓5,18,2, 𝑓5,20,1, 𝑓5,20,3, 𝑓7,20,1, 𝑓7,20,3 íå ïðèâîäÿòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå â âèäó
ãðîìîçäêîñòè èõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé â âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâ-
íîé ïëîñêîñòè R𝑃 2 äâóõ 𝑀 -êðèâûõ ñòåïåíè 4, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, è ÿâëÿåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé [1], [2].

1. Постановка задачи. Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåîñîáûõ ïëîñêèõ âåùå-
ñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñôîðìóëèðîâàíà â ïåðâîé ÷àñòè 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà
[3]. Íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíà êëàññèôèêàöèÿ íåîñîáûõ êðèâûõ äî ñåäüìîé ñòåïåíè âêëþ-
÷èòåëüíî.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå â âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè äâóõ êðèâûõ ñòåïåíè 4 ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ìàêñèìàëüíîñòè è îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:
1. Ýòè äâå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ 𝑀 -êðèâûìè.
2. Âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ ëåæàò íà îäíîì îâàëå îäíîé êðèâîé è íà îäíîì îâàëå
äðóãîé êðèâîé.
3. Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, ò. å. 4 · 4 = 16.
4. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ââåäåì òèï ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé, êîòîðûé íàçîâ¼ì ¾çìåÿ, îáâèâàþùàÿñÿ âîêðóã îâàëà¿.
Определение 1. Ïóñòü îâàë 𝑂 öåëèêîì ëåæèò â àôôèííîé ïëîñêîñòè2. Ðàññìîòðèì

íåçàìêíóòóþ äóãó áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, òîæå öåëèêîì ëåæàùóþ â àôôèííîé ïëîñêîñòè è
ïåðåñåêàþùóþ îâàë 𝑂 â âîñüìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Ýòó äóãó áóäåì íàçûâàòü обра-
зующей дугой. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì 𝜀 ãðàíèöà 𝜀-îêðåñòíîñòè ýòîé äóãè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äðóãîé îâàë, êîòîðûé ïåðåñåêàåò èñõîäíûé îâàë 𝑂 â 16 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ýòîò âòî-
ðîé îâàë áóäåì íàçûâàòü змеёй, à òàêîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ îâàëîâ áóäåì íàçûâàòü
ïåðåñå÷åíèåì âåòâåé òèïà “змея, обвивающаяся вокруг овала”.

Определение 2. Ïóñòü â âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè R𝑃 2 èìååì ïåðåñå÷åíèå
äâóõ îâàëîâ òèïà �çìåÿ, îáâèâàþùàÿñÿ âîêðóã îâàëà� òàêîå, ÷òî îäèí (а, значит, и второй)
конец образующей дуги лежит в овале 𝑂. Отвечающую такой дуге змею назовём “змеёй с
концом внутри овала”.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì èññëåäîâàòü �çìåè ñ êîíöîì âíóòðè îâàëà�.
Ïîñêîëüêó ìîäåëåé êðèâûõ, ïîäëåæàùèõ èññëåäîâàíèþ, î÷åíü ìíîãî, âûäåëèì ïîäêëàññ,

ñîäåðæàùèé 700 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ èçâåñòíûì
ôàêòàì î òîïîëîãèè íåîñîáûõ êðèâûõ è òîïîëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì òåîðåìû Áåçó.

Öåëü íàøåãî èññëåäîâàíèÿ � íàéòè èçîòîïè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ
ñòåïåíè 8, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1�4, èìåþùèõ ïåðåñå÷åíèå îâàëîâ èìååò òèï �çìåÿ ñ
êîíöîì âíóòðè îâàëà� è ïðèíàäëåæàùåå âûäåëåííîìó ïîäêëàññó.

2. Основной результат. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ ñòåïåíè 8 ðàññìàòðè-
âàåìîãî êëàññà, êîòîðóþ îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Существуют только 7 изотопических типов кривых степени 8 типа “змея
с концом внутри овала”, принадлежащих выделенному подклассу, показанные на рис. 1 � 7.

1The author is partially supported by Laboratory of Dynamical Systems and Applications NRU HSE, of the
Ministry of science and higher education of the RF grant ag. No 075-15-2022-1101

2Для овала 𝑀 -кривой степени 4 этого всегда можно добиться, выбрав в качестве бесконечно удаленной
прямой аффинной плоскости слегка сдвинутую двойную касательную к этой кривой.
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Çàïðåòû äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áåçó è ìåòîäà Îðåâêîâà [4], îñíîâàííîãî íà
òåîðèè êîñ è çàöåïëåíèé. Ïîñòðîåíèÿ îñóùåñòâëåíû ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà.
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Ðàñøèðåííóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü 𝐻2 ðàññìàòðèâàåì â ïðîåêòèâíîé èíòåðïðåòà-
öèè Êýëè �Êëåéíà êàê ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü 𝑃2 ñ ôèêñèðîâàííîé íà íåé îâàëüíîé ëèíèåé
𝛾. Ïðîåêòèâíûå àâòîìîðôèçìû ëèíèè 𝛾 îáðàçóþò фундаментальную группу 𝐺 ïëîñêîñòè
𝐻2. Íà âíóòðåííåé (âíåøíåé) îòíîñèòåëüíî 𝛾 îáëàñòè ïëîñêîñòè 𝑃2 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà
ãåîìåòðèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî Λ2 (ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ̂︀𝐻 ïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-
íû). Ëèíèþ 𝛾 íàçûâàþò абсолютом êàæäîé èç ïëîñêîñòåé 𝐻2, Λ2 è ̂︀𝐻 è ñ÷èòàþò áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé [1, 2].

Îðèöèêë ïëîñêîñòè 𝐻2 ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòðè÷åñêè, ïîçèöèîííî èëè ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ãðóïïû 𝐺 (ñì., íàïðèìåð, [2, 3, 4, 5]). Ñîãëàñíî ïîçèöèîííîìó îïðåäåëåíèþ îðèöèêë
ÿâëÿåòñÿ îâàëüíîé ëèíèåé, ó êîòîðîé ñîâïàäàþò âñå ÷åòûðå îáùèå òî÷êè ñ àáñîëþòîì. Â çà-
âèñèìîñòè îò îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ ðàçëè÷àþò îðèöèêëû ïëîñêîñòè Λ2 èëè ̂︀𝐻. Îðèöèêë ñ
òî÷êîé 𝐾 íà àáñîëþòå, íàçûâàåìîé центром îðèöèêëà, ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ëèíèåé ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ãðóïïû 𝐺 ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé 𝐾. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàþò орицикли-
ческим поворотом âîêðóã òî÷êè 𝐾 èëè сдвигом вдоль параболической прямой, êàñàþùåéñÿ
àáñîëþòà è îðèöèêëà â òî÷êå 𝐾 è íàçûâàåìîé базой îðèöèêëà.

Подерой ëèíèè 𝜉 îòíîñèòåëüíî òî÷êè 𝐴 íàçûâàþò ìíîæåñòâî îñíîâàíèé ïåðïåíäèêóëÿðîâ,
îïóùåííûõ èç 𝐴 íà âñåâîçìîæíûå êàñàòåëüíûå ê ëèíèè 𝜉 [6, 7, 8]. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå
äëÿ äàííîãî îáúåêòà èñïîëüçóþò òåðìèí "pedal curve".
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Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïîäåðàìè ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå çàìå÷à-
òåëüíûå êðèâûå (ñì. [6, 8]). Íàïðèìåð, óëèòêà Ïàñêàëÿ ïðåäñòàâëÿåò ïîäåðû îêðóæíîñòè, à
ïîäåðàìè ïàðàáîëû ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå öèðêóëÿðíûå êðèâûå òðåòüåãî ïîðÿäêà [6]. Ñâîé-
ñòâà ïîäåð êîíèê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàõîäÿò ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêå, àðõèòåêòóðå, òåõíè-
êå, ãåîäåçèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíî íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêèõ êðèâûõ,
íî è êîíñòðóèðîâàíèå ìåõàíèõìîâ èõ âû÷åð÷èâàíèÿ [9].

Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèå çàìå÷àòåëüíûõ êðèâûõ â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìû îò-
êðûâàåì öèêë ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîäåðàì îâàëüíûõ ëèíèé ðàñøèðåííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè. Ïðèâåäåì êðàòêî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîäåð îðèöèêëîâ.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.23) èç [10] è ïåðåõîä îò êàíîíè÷åñêîãî ðåïåðà 𝑅 âòîðîãî òèïà ïëîñ-
êîñòè 𝐻2 ê êàíîíè÷åñêîìó ðåïåðó 𝑅* ïåðâîãî òèïà, ìû ïðåäâàðèòåëüíî íàõîäèì êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå îðèöèêëà 𝜔 ñ öåíòðîì 𝑆(−1 : 0 : 1) è ïðèíàäëåæàùåé åìó òî÷êîé 𝑄(1− 𝑞 : 0 : 1+ 𝑞)
â ðåïåðå 𝑅*:

(𝑞 + 1)𝑥21 + 𝑥22 + (𝑞 − 1)𝑥23 + 2𝑞𝑥1𝑥3 = 0, 𝑞 ∈ R. (1)

Ïðè óñëîâèè 𝑞 > 0 èëè 𝑞 < 0 îðèöèêë 𝜔 (1) ëåæèò â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî èëè ñî-
îòâåòñòâåííî â ïëîñêîñòè ̂︀𝐻. Ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 𝑞 îðèöèêë 𝜔 (1) ñîâïàäàåò ñ
àáñîëþòîì ïëîñêîñòè.

Åñëè â êà÷åñòâå òî÷êè 𝐴 â îïðåäåëåíèè ïîäåðû âûáðàòü òî÷êó êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé 𝐴1𝐴3

ðåïåðà 𝑅*, ïðèñâîèâ åé êîîðäèíàòû (𝑎 : 0 : 1), ãäå 𝑎 ∈ R, òî ïîäåðó 𝜎 îðèöèêëà 𝜔 îòíîñèòåëüíî
òî÷êè 𝐴 ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

−(1 + 𝑞)𝑥41 +
(︀
𝑎2 − 1− 𝑞(𝑎+ 1)2

)︀
𝑥42 + 𝑎2(1− 𝑞)𝑥43 + 2(𝑎− 𝑞 + 𝑎𝑞)𝑥31𝑥3

−2𝑎(1− 𝑞 + 𝑎𝑞)𝑥1𝑥
3
3 +

(︀
𝑎2 − 2𝑎𝑞 − 2𝑞 − 2

)︀
𝑥21𝑥

2
2 +

(︀
4𝑎𝑞 − 𝑞 + 1− 𝑎2(1 + 𝑞)

)︀
𝑥21𝑥

2
3

+
(︀
2𝑎𝑞 + 1 + 2𝑎2(𝑞 − 1)

)︀
𝑥22𝑥

2
3 + 2

(︀
𝑎− 𝑞 + 𝑎2𝑞

)︀
𝑥1𝑥

2
2𝑥3 = 0. (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäåðà îðèöèêëà ïëîñêîñòè𝐻2 ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íå âûøå ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà. Ïî óðàâíåíèþ (2) ïðîâîäèì êëàññèôèêàöèþ ïîäåð îðèöèêëîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ
îðèöèêëà ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå 𝐴. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Теорема 1. Пусть 𝜎 — подера орицикла 𝜔 плоскости Λ2
(︁ ̂︀𝐻)︁ относительно точки 𝐴.

Если поляра точки 𝐴 относительно абсолюта плоскости Λ2
(︁ ̂︀𝐻)︁ касается орицикла 𝜔, то 𝜎

является крунодальной (акнодальной) кубической кривой. Если точка 𝐴 совпадает с центром
орицикла 𝜔, то 𝜎 распадается на орицикл 𝜔 и его дважды взятую базу.
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Êàê õîðîøî èçâåñòíî [1], îñíîâíûì èíâàðèàíòîì ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (𝑀𝑛, 𝑔)
ÿâëÿåòñÿ òåíçîð Âåéëÿ 𝑊 êîíôîðìíîé êðèâèçíû, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå

𝑊 (𝑋,𝑌 )𝑍 = 𝑅(𝑋,𝑌 )𝑍 +
1

𝑛− 2
{⟨𝑋,𝑍⟩ 𝑟𝑖𝑐𝑌 − ⟨𝑌,𝑍⟩ 𝑟𝑖𝑐𝑋 + 𝑆(𝑋,𝑍)𝑌 − 𝑆(𝑌,𝑍)𝑋}+

+
𝑟

(𝑛− 1)(𝑛− 2)
(⟨𝑌, 𝑍⟩𝑋 − ⟨𝑋,𝑍⟩𝑌 ), (1)

èëè, â òåðìèíàõ ñâîèõ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò,

𝑊𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +
1

𝑛− 2
(𝑆𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 + 𝑆𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 − 𝑆𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 − 𝑆𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘)+

+
𝑟

(𝑛− 1)(𝑛− 2)
(𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 − 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘). (2)
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Çäåñü 𝑟𝑖𝑐𝑋 � îïåðàòîð Ðè÷÷è. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî𝑊 � àëãåáðàè÷åñêèé òåíçîð
êðèâèçíû. Ïîñêîëüêó 𝑊 � òåíçîð òèïà (3,1), îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû 81 ýëåìåíòà
ñïåêòðà, ò.å. òåíçîðîâ òîãî æå òèïà (3,1), êîìïëåêñíî-ëèíåéíûõ, êîìïëåêñíî-àíòèëèíåéíûõ,
ëèáî âåùåñòâåííûõ ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Ýëåìåíòû ñïåêòðà òåíçîðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñàì
òåíçîð è ýíäîìîðôèçì Φ, êîòîðûé, î÷åâèäíî, êîíôîðìíî-èíâàðèàíòåí. Òåíçîðû, ñîñòàâëÿ-
þùèå ñïåêòð òåíçîðà 𝑊 , ñàìè ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíûìè èíâàðèàíòàìè, è èõ ñîâîêóïíîñòü
îáðàçóåò ñèñòåìó îñíîâíûõ êîíôîðìíûõ èíâàðèàíòîâ ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ.

Определение 1. AC-структура называется приближенно транссасакиевой (короче,
NTS-) структурой, если ее линейное расширение принадлежит классу 𝑊1 ⊕𝑊4 почти эр-
митовых структур в классификации Грея-Хервеллы. AC-многообразие, снабженное NTS-
структурой, называется NTS-многообразием [2].

Определение 2. NTS-структура с замкнутой контактной формой называется соб-
ственной NTS-структурой [2, 3].

Определение 3. Собственное NTS-многообразие с гармонической контактной формой
называется гармоническим, а число 𝜒 = − 1

2𝑛𝛿𝜂 — его характеристикой [2, 3].

Ïóñòü òåïåðü 𝑀2𝑛+1 � ãàðìîíè÷åñêîå 𝑁𝑇𝑆-ìíîãîîáðàçèå. Ñóùåñòâåííûìè íåíóëåâûìè
êîìïîíåíòàìè òåíçîðà Âåéëÿ íà ïðîñòðàíñòâå ïðèñîåäèíåííîé G-ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå êîìïîíåíòû:

1)𝑊0𝑎0�̂� = 𝑅0𝑎0�̂� −
1

2𝑛− 1
(𝑆00𝛿

𝑏
𝑎 − 𝑆𝑎�̂�) +

𝑟

2𝑛(2𝑛− 1)
𝛿𝑏𝑎 =

= −𝜒2𝛿𝑏𝑎 +
1

2𝑛− 1
{𝐴𝑏𝑐

𝑎𝑐 − 3𝐶𝑏𝑐𝑑𝐶𝑑𝑐𝑎}+
𝑟

2𝑛(2𝑛− 1)
𝛿𝑏𝑎;

2)𝑊𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑 = −2𝐶𝑎𝑏[𝑐𝑑];

3)𝑊𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑 +
1

2𝑛− 1
(𝑆𝑎𝑑𝑔𝑏𝑐 + 𝑆𝑏𝑐𝑔𝑎𝑑 − 𝑆𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 − 𝑆𝑏𝑑𝑔𝑎𝑐)+

+
𝑟

2𝑛(2𝑛− 1)
(𝑔𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 − 𝑔𝑎𝑑𝑔𝑏𝑐) == 2𝐶𝑎𝑏ℎ𝐶

ℎ𝑐𝑑 − 2𝜒2𝛿[𝑐𝑎 𝛿
𝑑]
𝑏 +

+
1

2𝑛− 1
{(𝐴𝑑ℎ

𝑎ℎ − 3𝐶𝑑ℎ𝑔𝐶𝑔ℎ𝑎 − 2𝑛𝜒2𝛿𝑑𝑎)𝛿
𝑐
𝑏 + (𝐴𝑐ℎ

𝑏ℎ − 3𝐶𝑐ℎ𝑔𝐶𝑔ℎ𝑏−

−2𝑛𝜒2𝛿𝑐𝑏)𝛿
𝑑
𝑎 − (𝐴𝑐ℎ

𝑎ℎ − 3𝐶𝑐ℎ𝑔𝐶𝑔ℎ𝑎 − 2𝑛𝜒2𝛿𝑐𝑎)𝛿
𝑑
𝑏−

−(𝐴𝑑ℎ
𝑏ℎ − 3𝐶𝑑ℎ𝑔𝐶𝑔ℎ𝑏 − 2𝑛𝜒2𝛿𝑑𝑏 )𝛿

𝑐
𝑎}+

𝑟

2𝑛(2𝑛− 1)
(𝛿𝑐𝑎𝛿

𝑑
𝑏 − 𝛿𝑑𝑎𝛿𝑐𝑏);

4)𝑊𝑎�̂�𝑐𝑑 = 𝑅𝑎�̂�𝑐𝑑 +
1

2𝑛− 1
(𝑆𝑎𝑑𝑔𝑏𝑐 + 𝑆𝑏𝑐𝑔𝑎𝑑)−

𝑟

2𝑛(2𝑛− 1)
𝑔𝑎𝑑𝑔𝑏𝑐 =

= −𝐴𝑏𝑑
𝑎𝑐 + 𝐶𝑏𝑑ℎ𝐶ℎ𝑎𝑐 + 𝜒2𝛿𝑏𝑐𝛿

𝑑
𝑎 +

1

2𝑛− 1
{(𝐴𝑑ℎ

𝑎ℎ − 3𝐶𝑑ℎ𝑔𝐶𝑔ℎ𝑎 − 2𝑛𝜒2𝛿𝑑𝑎)𝛿
𝑏
𝑐+

+(𝐴𝑏ℎ
𝑐ℎ − 3𝐶𝑏ℎ𝑔𝐶𝑔ℎ𝑐 − 2𝑛𝜒2𝛿𝑏𝑐)𝛿

𝑑
𝑎} −

𝑟

2𝑛(2𝑛− 1)
𝛿𝑑𝑎𝛿

𝑏
𝑐.

Èìåííî ýòè âûðàæåíèÿ (è èì ñîïðÿæåííûå) è çàäàþò êîìïîíåíòû íåíóëåâûõ îñíîâíûõ êîí-
ôîðìíûõ èíâàðèàíòîâ ãàðìîíè÷åñêîãî 𝑁𝑇𝑆-ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî 𝑁𝑇𝑆-ìíîãîîáðàçèÿ íå áîëåå ÷åòûðåõ èç îñíîâíûõ êîíôîðìíûõ èí-
âàðèàíòîâ ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ, à èìåííî, êîíôîðìíûå èíâàðèàíòû: 𝒲1 = 𝑊⏟ ⏞ 

11

ñ

êîìïîíåíòàìè {𝑊0𝑎0�̂�,𝑊0�̂�0𝑏}; 𝒲2 = 𝑊⏟ ⏞ 
40

ñ êîìïîíåíòàìè {𝑊𝑎𝑏𝑐𝑑,𝑊�̂��̂�𝑐𝑑}; 𝒲3 = 𝑊⏟ ⏞ 
44

ñ êîìïî-

íåíòàìè {𝑊𝑎𝑏𝑐𝑑,𝑊�̂��̂�𝑐𝑑}; 𝒲4 = 𝑊⏟ ⏞ 
50

ñ êîìïîíåíòàìè {𝑊𝑎�̂�𝑐𝑑,𝑊�̂�𝑏𝑐𝑑}.
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Определение 4. Гармоническое NTS-многообразие для которого 𝒲𝑖 = 0, будем назы-
вать гармоническим NTS-многообразием класса 𝒲𝑖,i=1,2,3,4.

Õîðîøî èçâåñòåí ñìûñë îáðàùåíèÿ â íóëü òåíçîðà Âåéëÿ𝑊 ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
ðàçìåðíîñòè ñâûøå òðåõ: ýòî ðàâíîñèëüíî êîíôîðìíîé ïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ [1]. Íàïîì-
íèì, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (𝑀, 𝑔) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíî ïëîñêèì, åñëè ìåòðèêà
𝑔 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè 𝑚 ∈ 𝑀 äîïóñêàåò êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå â
ïëîñêóþ ìåòðèêó. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå êîíôîðì-
íî ïëîñêî.

Теорема 1. Конформно-плоское гармоническое NTS-многообразие ненулевой характери-
стики либо является пространством постоянной отрицательной кривизны, либо является
образом многообразия 𝑆6 ×R при каноническом конциркулярном преобразовании.
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Òåîðèÿ äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí íàõîäèò ñåãîäíÿ âñ¼ áîëüøå îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ,
÷òî òðåáóåò ðàçðàáîòêè âñ¼ íîâûõ è áîëåå òî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàññåÿíèÿ çâóêà.
Àêòóàëüíîñòü äàííîé ïðîáëåìû ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìíîãèå ðåàëüíî íàáëþäàåìûå ïðîÿâëåíèÿ
äèôðàêöèè âîëí òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ èõ îñîáåííîñòè. Òàê êàê ïðè
ðåàëüíûõ äèôðàêöèîííûõ ïðîöåññàõ âîçäåéñòâèå àêóñòè÷åñêîãî èìïóëüñà äëèòñÿ íà ïðîòÿ-
æåíèè îãðàíè÷åííîãî âðåìåííîãî îòðåçêà, ñòàöèîíàðíûå (òî åñòü, ãàðìîíè÷åñêèå) êîëåáàíèÿ
íå âñåãäà ìîãóò èãðàòü ðîëü àäåêâàòíîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì, òåîðèÿ äèôðàêöèè ãàðìîíè÷åñêèõ
âîëí ïðîðàáîòàíà ñóùåñòâåííî áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ íåñòàöèîíàðíûìè: â ÷èñëî ðàáîò ïî-
ñëåäíèõ ëåò, ïîñâÿù¼ííûõ ïðÿìûì çàäà÷àì äèôðàêöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, âõîäÿò, ê ïðèìå-
ðó, [5], [6]; îáðàòíûì çàäà÷àì � [9]. Íåñòàöèîíàðíûì âîëíàì [11] òàêæå ïîñâÿù¼í ðÿä ðàáîò: â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè [1], [2], [3], [4], [7], [8]. Â äàííûõ ðàáîòàõ çâóêîâîé èìïóëüñ
ðàññåèâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé óïðóãîé îáîëî÷êîé, ðàçäåëÿþùåé æèäêèå ñðåäû. Ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ òàêæå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ íà óïðóãèõ
òåëàõ, ïîêðûòûõ íåîäíîðîäíûìè àíèçîòðîïíûìè ñëîÿìè. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ òåë òàêîãî
òèïà ìîãóò ñëóæèòü îäíîðîäíûé øàð ñ íåîäíîðîäíûì ïîêðûòèåì èëè îäíîðîäíûé öèëèíäð ñ
íåîäíîðîäíûì ïîêðûòèåì. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäíèé â êà÷åñòâå ïðèìåðà.
Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Â ïðîñòðàíñòâî ñî ââåä¼ííîé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò 𝑟, 𝜙, 𝑧, çàïîëíåííîå èäå-
àëüíîé æèäêîñòüþ (ïëîòíîñòü 𝜌𝑔, ñêîðîñòü çâóêà 𝑐) ïîìåù¼í óïðóãèé îäíîðîäíûé èçîòðîïíûé
öèëèíäð ñ ðàäèóñîì 𝑟0, ïîêðûòûé óïðóãèì ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíûì àíèçîòðîïíûì öèëèí-
äðè÷åñêèì ñëîåì. Ðàäèóñ öèëèíäðà ñ ïîêðûòèåì ðàâåí 𝑟1. Îñü 𝑂𝑧 ÿâëÿåòñÿ îñüþ öèëèíäðà.
Ïëîòíîñòü îäíîðîäíîãî öèëèíäðà ðàâíà 𝜌0, ìîäóëè óïðóãîñòè Ëàìå � 𝜆0 è 𝜇0. Ïëîòíîñòü íåîä-
íîðîäíîãî ïîêðûòèÿ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 𝜌 (𝑟), òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ Λ (𝑟). Íà öèëèíäð ïàäàåò ïëîñêàÿ àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà [1]:

𝜓0 = 𝑠 (𝑐𝑡+ 𝑥) · [𝐻 (𝑐𝑡+ 𝑥)−𝐻 (𝑐 (𝑡− 𝑡0) + 𝑥)] (1)

ãäå 𝑥 = 𝑟cos𝜙; 𝑠 � ïëîòíîñòü ñèãíàëà; 𝑡0 � ïðîäîëæèòåëüíîñòü äåéñòâèÿ èìïóëüñà; 𝐻 �
åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ôðîíò âîëíû äîñòèãàåò ïîâ-òè 𝑟 = 𝑟1 â ìîìåíò 𝑡 = 0. Òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü ðàññåÿííóþ âîëíó 𝜓𝑠. Âñå óðàâíåíèÿ äàëåå çàïèñûâàþòñÿ â áåçðàçìåðíûõ
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âåëè÷èíàõ, ÷òî äîñòèãàåòñÿ äåëåíèåì âñåõ ó÷àñòâóþùèõ â çàäà÷å âåëè÷èí íà õàðàêòåðíûå
âåëè÷èíû òîé æå ðàçìåðíîñòè.

Ðàññåÿííàÿ âîëíà 𝜓𝑠 óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ [12], çàïèñàííîìó â öèëèíäðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì (çäåñü è äàëåå èíäåêñû ïîñëå çàïÿòîé óêàçûâàþò íà
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïàðàìåòðó):

(𝜓𝑠),𝑟𝑟 +
(𝜓𝑠),𝑟
𝑟

+
(𝜓𝑠),𝜙𝜙
𝑟2

− (𝜓𝑠),𝑡𝑡 = 0 (2)

Ïîëå ñìåùåíèé 𝑢 â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ÷àñòè öèëèíäðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíûìè ôóíêöèÿìè Ψ è F ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû 𝑢 = ∇Ψ+∇× (F𝑒𝑧), ïðè÷¼ì Ψ è F òàêæå
óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâûì óðàâíåíèÿì:{︃

Ψ,𝑟𝑟 +
Ψ,𝑟

𝑟 +
Ψ,𝜙𝜙

𝑟2
− Ψ,𝑡𝑡

𝛽2
𝑙

= 0

F,𝑟𝑟 +
F,𝑟

𝑟 +
F,𝜙𝜙

𝑟2
− F,𝑡𝑡

𝛽2
𝜏

= 0
(3)

ãäå 𝛽𝑙 = ((𝜆0 + 2𝜇0)/𝜌0)
0,5, 𝛽𝜏 = (𝜇0/𝜌0)

0,5. Âûðàæàÿ òåíçîð íàïðÿæåíèé 𝜎 â èçîòðîïíîé
÷àñòè öèëèíäðà ÷åðåç äåôîðìàöèè 𝜀 ïîñðåäñòâîì çàêîíà Ãóêà 𝜎 = 𝜆0𝑡𝑟 (𝜀)+2𝜇0𝜀, äåôîðìàöèè
𝜀 � ÷åðåç ñìåùåíèÿ 𝑢 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû 𝜀 = ∇𝑢, è ñìåùåíèÿ ÷åðåç Ψ è F, ïîëó÷àåì ôîðìó-
ëû, âûðàæàþùèå êîìïîíåíòû 𝜎𝑟𝑟 è 𝜎𝑟𝜙 â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì öèëèíäðå ÷åðåç ïîòåíöèàëû
Ψ è F.

Â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì ïîêðûòèè âåêòîð ñìåùåíèé 𝑢 (èìåþùèé òîëüêî 2 íåíóëå-
âûå êîìïîíåíòû 𝑢𝑟 è 𝑢𝜙) è òåíçîð íàïðÿæåíèé 𝜎 óäîâëåòâîðÿþò îáùèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ
ñïëîøíîé ñðåäû Div (𝜎) + 𝜌𝑢,𝑡𝑡 = 0. Òàêæå, â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì ïîêðûòèè âûïîë-
íÿåòñÿ çàêîí Ãóêà: 𝜎 = Λ · ∇𝑢.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè, îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ÷àñòåé öèëèíäðà äîïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿìè (ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ óñòàíàâëèâàþò ðàâåíñòâî
íóëþ ðàññåÿííîé âîëíû 𝜓𝑠 è âñåõ êîìïîíåíò ñìåùåíèé 𝑢 (â ëþáîé ÷àñòè öèëèíäðà) è èõ ïðî-
èçâîäíûõ ïî âðåìåíè â ìîìåíò 𝑡 = 0. Íà ïîâ-òè ìåæäó âíóòðåííèì öèëèíäðîì è ïîêðûòèåì
(𝑟 = 𝑟0) ãðàíè÷íîå óñëîâèå îòðàæàåò íåïðåðûâíîñòü êîìïîíåíò ñìåùåíèé 𝑢𝑟, 𝑢𝜙 è íàïðÿæåíèé
𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝑟𝜙. Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ìåæäó öèëèíäðîì è æèäêîñòüþ (𝑟 = 𝑟1) èìåþò ôîðìó⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(𝑢𝑟),𝑡

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟1

= (𝜓0),𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟1

+ (𝜓𝑠),𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟1

𝜎𝑟𝑟|𝑟=𝑟1
= 𝜌𝑔

(︂
(𝜓0),𝑡

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟1

+ (𝜓𝑠),𝑡

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟1

)︂
𝜎𝑟𝜙|𝑟=𝑟1

= 0

(4)

Òàêæå ââîäèòñÿ óñëîâèå èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè [1].
Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé, â äàííîì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íûì èñêëþ÷åíèå âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [10]. Êàæäàÿ âåëè÷èíà 𝑞 (à òàêæå êàæäîå óðàâ-
íåíèå è ãðàíè÷íîå óñëîâèå) çàìåíÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì, ïîëó÷àåìûì ïðèìåíåíèåì óïîìÿíóòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ: 𝑞 (𝑟, 𝜙, 𝜔) =

∫︀ +∞
−∞ 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑞 (𝑟, 𝜙, 𝑡) 𝑑𝑡.

Ñèìâîë âîëíû íàä âåëè÷èíîé (îðèãèíàëîì) îáîçíà÷àåò å¼ èçîáðàæåíèå. Â îòëè÷èå îò îðè-
ãèíàëà, çàâèñÿùåãî îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè 𝑡, èçîáðàæåíèå çàâèñèò îò áåçðàçìåðíîé ÷à-
ñòîòû 𝜔. Çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò 𝑟, 𝜙 ó îðèãèíàëà è èçîáðàæåíèÿ èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ,
îäèíàêîâûé õàðàêòåð. Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèå
ïðîèçâîäíîé ̃︀𝑞,𝑡 = 𝑖𝜔𝑞. Òàêèì îáðàçîì ïð-èå Ôóðüå ïîçâîëÿåò çàìåíèòü âñå ïðîèçâîäíûå âå-
ëè÷èí ïî âðåìåíè, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè, èçîáðàæåíèÿ âîëíîâûõ
óðàâíåíèé åñòü óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.



Ñåêöèÿ 11. Ìíîãîìàñøòàáíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ôèçèêå 347

Èçîáðàæåíèå ïàäàþùåé âîëíû 𝜓0 ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû ñëîæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïðèíèìàåò âèä

𝜓0 =
+∞∑︁

𝑛=−∞
(−𝑖)𝑛𝑠 (𝜔) 𝐽𝑛 (𝜔𝑟) 𝑒𝑖𝑛𝜙 (5)

ãäå 𝐽𝑛 � ô-ÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà 𝑛. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê âîëíîâûì óðàâíåíèÿì
îòíîñèòåëüíî 𝜓𝑠, Ψ, F è ðåøàÿ ïîëó÷åííûå óð-èÿ Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí â âèäå áåñêîíå÷íûõ ñóìì ñ íåèçâåñòíûìè
êîýôôèöèåíòàìè 𝐴(𝑚)

𝑛 :

�̃�(𝑚) (𝑟, 𝜙, 𝜔) =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴(𝑚)

𝑛 (𝜔) (−𝑖)𝑛𝑠 (𝜔)𝐶(𝑚)
𝑛 (𝜔𝑟) 𝑒𝑖𝑛𝜙 (6)

ãäå �̃�(1) = 𝜓𝑠; �̃�(2) = ̃︀Ψ; �̃�(3) = ̃︀F; 𝐶(1)
𝑛 (𝜔𝑟) = 𝐻𝑛 (𝜔𝑟); 𝐶

(2)
𝑛 (𝜔𝑟) = 𝐽𝑛 (𝜔𝑟/𝛽𝑙);

𝐶
(3)
𝑛 (𝜔𝑟) = 𝐽𝑛 (𝜔𝑟/𝛽𝜏 ); 𝐻𝑛 � ô-ÿ Õàíêåëÿ 1-îãî ðîäà ïîðÿäêà 𝑛. Ôóíêöèè �̃�𝑟, �̃�𝜙, �̃�𝑟𝑟, �̃�𝑟𝜙,

ÿâëÿÿñü ïåðèîäè÷åñêèìè ïî 𝜙, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â àíàëîãè÷íîì âèäå:

𝑌 (𝑚) (𝑟, 𝜙, 𝜔) =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑈 (𝑚)
𝑛 (𝑟, 𝜔) (−𝑖)𝑛𝑠 (𝜔) 𝑒𝑖𝑛𝜙 (7)

ãäå 𝑌 (1) = �̃�𝑟; 𝑌 (2) = �̃�𝜙; 𝑌 (3) = �̃�𝑟𝑟; 𝑌 (4) = �̃�𝑟𝜙; 𝑈
(𝑚)
𝑛 � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàíîâ-

êà áåñêîíå÷íûõ ñóìì â èçîáðàæåíèÿ îáùèõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû è çàêîíà
Ãóêà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óð-èé îòíîñèòåëüíî 𝑈 (𝑚)

𝑛 (𝑟, 𝜔).

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 𝑈 (𝑚)
𝑛 óð-èÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü èçîáðà-

æåíèÿìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòÿõ ïîêðûòèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
èçîáðàæåíèå ïåðâîãî ãðàí. óñëîâèÿ íà âíåøíåé ïîâ-òè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò
ðàçëîæåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ðàññåÿííîé âîëíû ïî èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ñìåùåíèÿ:

𝐴(1)
𝑛 (𝜔) = (𝑖 · 𝑈 (1)

𝑛 (𝑟1, 𝜔)− 𝐽
′
𝑛 (𝑟1𝜔))(𝐻

′
𝑛 (𝑟1𝜔))

−1 (8)

Èçîáðàæåíèÿ óñëîâèé êîíòàêòà, ñâÿçàííûå ñî ñìåùåíèÿìè, ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü çíà÷åíèÿ
𝑈

(𝑚)
𝑛 (𝑟0, 𝜔), 𝑚 = 1, 2, ñî çíà÷åíèÿìè 𝐴(2)

𝑛 , 𝐴(3)
𝑛 . Àíàëîãè÷íî, èçîáðàæåíèÿ óñëîâèé êîíòàêòà,

ñâÿçàííûå ñ íàïðÿæåíèÿìè, ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü çíà÷åíèÿ 𝑈 (𝑚)
𝑛 (𝑟0, 𝜔), 𝑚 = 3, 4, ñî çíà÷åíèÿìè

𝐴
(2)
𝑛 , 𝐴(3)

𝑛 . Ñðàâíèâàÿ äàííûå óñëîâèÿ, ìîæíî èñêëþ÷èòü 𝐴(2)
𝑛 , 𝐴(3)

𝑛 , âûðàçèâ 𝑈 (3)
𝑛 è 𝑈 (4)

𝑛 ÷åðåç
𝑈

(1)
𝑛 è 𝑈 (2)

𝑛 . Òàêèì îáðàçîì â êðàåâîé çàäà÷å ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå îäíîðîäíîé ÷àñòè öèëèíäðà
áåç íåîáõîäèìîñòè å¼ ó÷àñòèÿ â êðàåâîé çàäà÷å.

Êðàåâàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ 𝑈 (𝑚)
𝑛 (𝑟0, 𝜔), 𝑚 = 1, 2, 3, 4 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè ïðè 𝑟 = 𝑟0 è 𝑟 = 𝑟1 ìîæåò áûòü ðåøåíà ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê 2 çàäà÷àì Êîøè ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ïðè 𝑟 = 𝑟0. Çàäà÷è Êîøè, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü ðåøåíû ëþáûì ÷èñëåííûì
ìåòîäîì, ê ïðèìåðó, ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû. Ðåøèâ êðàåâóþ çàäà÷ó è îïðåäåëèâ 𝑈 (1)

𝑛 (𝑟1, 𝜔)
äëÿ êàæäîãî 𝑛 è 𝜔, ìîäåì âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ðàññåÿííîé
âîëíû 𝐴

(1)
𝑛 (𝜔). Òàêèì îáðàçîì, èçîáðàæåíèå 𝜓𝑠 èçâåñòíî. Èñêîìûé îðèãèíàë 𝜓𝑠 íàõîäèòñÿ

ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

𝜓𝑠 (𝑟, 𝜙, 𝑡) =

∫︁ +∞

−∞

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝐴(1)
𝑛 (𝜔) (−𝑖)𝑛𝑠 (𝜔)𝐻𝑛 (𝜔𝑟) 𝑒

𝑖𝑛𝜙−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 (9)



348 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå çàïèñàííîé ôîðìóëû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïî-
ýòîìó ñóììèðîâàíèå ïî 𝑛 îãðàíè÷èâàåòñÿ íåêîòîðûìè äîñòàòî÷íî áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè 𝑛𝑚𝑎𝑥,
à èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî îòðåçêó [𝜔𝑚𝑖𝑛;𝜔𝑚𝑎𝑥]. Äàííûé îòðåçîê îïðåäåëÿåòñÿ èç òîãî
ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî èçîáðàæåíèå ïëîòíîñòè ñèãíàëà 𝑠 (𝜔) ñóùåñòâåííî îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî
â íåêîòîðîì äèàïàçîíå.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå îïèñàíà îáùàÿ èäåÿ è àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íåñòà-
öèîíàðíîé âîëíû íà óïðóãîì òåëå ñ íåîäíîðîäíûì àíèçîòðîïíûì ïîêðûòèåì. Ïðè ïðîâåäå-
íèè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàëè÷èå íåîäíîðîäíîñòè, àíèçîòðîïèè è
èõ òèï ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîëí êàê â áëèæíåé, òàê
è â äàëüíåé çîíàõ.
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Ñðåäè ðàçíîîáðàçíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò òàê íàçûâàåìûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äàííûé ìåòîä
äà¼ò óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ íå òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, íî è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðèêëàäíîé
ôèçèêè. Êëàññè÷åñêèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (èëè, ñîêðàù¼ííî,
ÌÊÝ) � ýòî ãèäðîäèíàìèêà, ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà, ýëåêòðîäèíàìèêà, çà-
äà÷è òåïëîîáìåíà. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ÌÊÝ â ãèäðîàêóñòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò, ê ïðèìåðó, [3], [4], [5].

Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ åãî ïîìîùüþ
îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íûå ïîäîáëàñòè � ñîáñòâåííî, ýëåìåíòû. ×àùå âñåãî ýëåìåíòû
èìåþò ôîðìó ìíîãîìåðíûõ (ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà) ìíîãîãðàííèêîâ,
âåðøèíû êîòîðûõ íàçûâàþòñÿ óçëàìè. Ñîâîêóïíîñòü óçëîâ è ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò êîíå÷íî-
ýëåìåíòíóþ ñåòêó. Íàðÿäó ñ ãëîáàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé
(óñëîâíî {𝑥𝑖}𝑖𝑚𝑎𝑥

𝑖=1 , ãäå 𝑖𝑚𝑎𝑥 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà) â êàæäîì ýëåìåíòå ââîäèòñÿ ëî-
êàëüíàÿ â îáùåì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà {𝑒𝑖}𝑖𝑚𝑎𝑥

𝑖=1 è ñîâîêóïíîñòü êîîð-
äèíàòíûõ ôóíêöèé {𝑓𝑛 (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑖𝑚𝑎𝑥 )}𝑠𝑙𝑜𝑐𝑛=1 (𝑠𝑙𝑜𝑐 � êîëè÷åñòâî óçëîâ ýëåìåíòà; êîîðä. ô-ÿ
ìîæåò èìåòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî â òî÷êàõ ýëåìåíòà). Ïðîèçâîëüíîå ïîëå 𝑢 (𝑟) âíóòðè
ýëåìåíòà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïî çàêîíó

𝑢 (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑖𝑚𝑎𝑥 ) =
𝑠∑︁

𝑛=1

𝑢(𝑛)𝑓𝑛 (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑖𝑚𝑎𝑥 ) (1)

ãäå 𝑢(𝑛) � çíà÷åíèå ïîëÿ 𝑢 â 𝑛−îì óçëå äàííîãî ýëåìåíòà (𝑛 � ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ óçëîâ
ýëåìåíòà). Â êà÷åñòâå 𝑢 â ïåðâóþ î÷åðåäü âûñòóïàåò èñêîìàÿ íåèçâåñòíàÿ êðàåâîé çàäà÷è.

Óçëîâûå çíà÷åíèÿ
{︀
𝑢(𝑚)

}︀𝑆𝑔𝑙𝑜𝑏

𝑚=1
(𝑆𝑔𝑙𝑜𝑏 � îáùåå ÷èñëî óçëîâ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêå; 𝑚 �

ãëîáàëüíàÿ íóìåðàöèÿ óçëîâ ñåòêè) íàõîäÿòñÿ ïóò¼ì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, çíà÷åíèÿ 𝑢 â äðóãèõ òî÷êàõ (âíóòðè ýëåìåíòîâ) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
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îïèñàííîé ïðîöåäóðû èíòåðïîëÿöèè. Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îïèñàí, ê ïðèìåðó, â [1], [2], [6]: ìàòðèöà ñèñòåìû ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè
óçëîâûõ çíà÷åíèÿõ 𝑢(𝑛).

Äàëåå ïðèâåä¼ì îïèñàíèå çàäà÷è äèôðàêöèè è å¼ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå èëè òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðà-
íè÷åííîå), çàïîëíåííîå èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, ñ ïîìåù¼ííûìè â íå¼ êîíå÷íûìè ïî ðàçìåðó
ëèíåéíî óïðóãèìè òåëàìè {𝑇𝑞}. Äàííûå òåëà â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè è àíè-
çîòðîïíûìè. Â æèäêîñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ çâóêîâàÿ âîëíà, õàðàêòåðèçóåìàÿ
âîëíîâûì ÷èñëîì 𝑘 è öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé 𝜔. Â êà÷åñòâå âîëíîâîãî ïîëÿ ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå 𝑝, ïîòåíöèàë ñìåùåíèé èëè ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèä-
êîñòè: âñå òðè äàííûå âåëè÷èíû â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îòëè÷àþòñÿ ïîñòîÿííûì
ìíîæèòåëåì, âñëåäñòâèå ÷åãî ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ïàäàþùóþ âîëíó îáîçíà÷èì
𝑝0. Ðàçíîñòü ìåæäó ðåçóëüòèðóþùèì 𝑝 è ïàäàþùèì 𝑝0 âîëíîâûìè ïîëÿìè åñòü èñêîìîå ðàñ-
ñåÿííîå ïîëå 𝑝𝑠.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàòü ÌÊÝ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì äèôðàêöèè.
Äàííûå ñïîñîáû ðàçëè÷àþòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì äàëüíåé çîíû àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ. Â çîíå âáëè-
çè òåë {𝑇𝑞} âûäåëÿåòñÿ øàð (èëè êðóã, â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå)𝐷, ñîäåðæàùèé âñå ðàññåèâàþùèå
òåëà. Äëÿ äàííîãî øàðà âûïîëíÿåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ. Ïðîñòðàíñòâî çà ïðåäåëàìè øàðà ñ÷èòà-
åòñÿ äàëüíåé çîíîé, â êîòîðîé è èùåòñÿ ðàññåÿííîå ïîëå. Â ïåðâîì ñïîñîáå âíåøíåå ïðîñòðàí-
ñòâî òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà ýëåìåíòû, íî ÿâëÿþùèåñÿ áåñêîíå÷íûìè (ýòîò ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèåé ÌÊÝ); âî âòîðîì æå ñïîñîáå êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî
îáëàñòüþ 𝐷, à ñâÿçü ïîëÿ â íåé ñ ïîëåì â äàëüíåé îáëàñòè çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷àåìûõ
äàííûìè äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â äàííîì æå èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî âòîðîé ñïîñîá.

Èñêîìûå óçëîâûå çíà÷åíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèôðàêöèè ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ÿâëÿåòñÿ âåê-

òîð íåèçâåñòíûõ
(︁
𝑝(𝑛), 𝑢

(𝑛)
𝑥 , 𝑢

(𝑛)
𝑦 , 𝑢

(𝑛)
𝑧

)︁
. 𝑝(𝑛) � ðåçóëüòèðóþùåå àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå â 𝑛−îì

óçëå, îòëè÷íîå îò íóëÿ òîëüêî â òî÷êàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê æèäêîñòè; 𝑢(𝑛)𝑥 , 𝑢
(𝑛)
𝑦 , 𝑢

(𝑛)
𝑧 � êîìïîíåíòû

ñìåùåíèÿ â 𝑛−îì óçëå (â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ îòñóòñòâóåò 𝑢(𝑛)𝑧 ), îòëè÷íûå îò íóëÿ òîëüêî â òî÷-
êàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê óïðóãèì òåëàì {𝑇𝑞}. Â óçëàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöàõ, ïðèñóòñòâóþò
âñå óïîìÿíóòûå íåèçâåñòíûå.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ÌÊÝ íà ðåøå-
íèå çàäà÷è äèôðàêöèè. Â òåçèñå ïåðå÷èñëèì óïîìÿíóòûå ïàðàìåòðû, äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ðàññìîòðèì îòäåëüíûé æèäêèé ýëåìåíò (òî åñòü, ýëåìåíò, ðàñïîëîæåííûé â îáëàñòè
𝐷, íî âíå òåë {𝑇𝑞}), îáîçíà÷àåìûé çäåñü è äàëåå 𝐸. Ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóþò 𝑠𝑙𝑜𝑐 óçëîâ è íà-
áîð êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé {𝑓𝑛 (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑖𝑚𝑎𝑥 )}𝑠𝑙𝑜𝑐𝑛=1. Äàâëåíèå 𝑝 â óçëå àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì, ïî àíàëîãèè ñ (1):

𝑝 =

𝑠∑︁
𝑛=1

𝑝(𝑛)𝑓𝑛 (2)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóþòñÿ è êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ (÷òî èìååò çíà÷åíèå,
åñëè ó÷àñòîê ãðàíèöû ýëåìåíòà ëåæèò íà ãðàíèöå îäíîãî èç òåë {𝑇𝑞}). Ðàññìîòðèì îïèñûâà-
þùåå êîëåáàíèÿ æèäêîñòè â ýëåìåíòå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

△𝑝+ 𝑘2𝑝 = 0 (3)

(△ � îïåðàòîð Ëàïëàñà) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå îáëàñòè 𝐷 è íà ãðàíèöå
ìåæäó æèäêîñòüþ è 𝑇𝑞. Èñïîëüçóÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [1], [2], [6], ìîæíî ïîëó÷èòü èç (3)
óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå óçëîâûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèé è ñìåùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòó
𝐸:
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∫︁
𝐸

(︀
∇𝑓𝑛 · ∇𝑝− 𝑓𝑛𝑘2𝑝

)︀
𝑑𝑉 −

∫︁
𝜕0𝐸

𝑓𝑛∇𝑝 · 𝜂𝑑𝑆 −
∫︁
𝜕𝑞𝐸

𝑓𝑛𝜌𝜔
2𝑢𝜂𝑑𝑆 = 0 (4)

Çäåñü 𝜕0𝐸 � ó÷àñòîê ãðàíèöû ýëåìåíòà, íàõîäÿùèéñÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå 𝐷, òî åñòü ñîïðè-
êàñàþùèéñÿ ñ äàëüíåé çîíîé (â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òàêîâîãî ó÷àñòêà ñîîòâåòñòâóþùèé èíòå-
ãðàë ðàâåí íóëþ); 𝜕𝑞𝐸 � ó÷àñòîê ãðàíèöû ýëåìåíòà, ëåæàùèé íà ãðàíèöå òåëà 𝑇𝑞 (â ñëó÷àå îò-
ñóòñòâèÿ òàêîâîãî ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ; ïðè íàëè÷èè ãðàíèö ñ íåñêîëüêèìè
òàêèìè òåëàìè ñóììèðóþòñÿ íåñêîëüêî èíòåãðàëîâ ïî êàæäîé ãðàíèöå); 𝑑𝑉 � äèôôåðåíöèàë
îáú¼ìà (â äâóìåðíîì ñëó÷àå � ïëîùàäè) ýëåìåíòà; 𝑑𝑆 � äèôôåðåíöèàë ãðàíèöû ýëåìåíòà;
∇ � îïåðàòîð íàáëà; 𝜂 � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ýëåìåíòà; 𝑢𝜂 = 𝑢 · 𝜂 � ñìåùåíèå âäîëü
âíåøíåé íîðìàëè; 𝜌 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

Â óðàâíåíèè (4) ó÷àñòâóåò êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓𝑛. Âåëè÷èíû 𝑝 è 𝑢𝜂 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
âèäå (2). Êàæäîìó óçëó 𝑛 ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ôóíêöèþ
𝑓𝑛 è îïðåäåëÿþùåå ñòðîêó ëîêàëüíîé ìàòðèöû ýëåìåíòà. ß÷åéêè ñòðîêè çàïîëíÿþòñÿ êîýô-
ôèöèåíòàìè, ñòîÿùèìè â óðàâíåíèè ïðè íåèçâåñòíûõ 𝑝(𝑛), 𝑢

(𝑛)
𝑥 , 𝑢

(𝑛)
𝑦 , 𝑢

(𝑛)
𝑧 . Ñâîáîäíûå ÷ëåíû

óðàâíåíèé îáðàçóþò ïðàâóþ ÷àñòü ëîêàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà: â ýòîì ñëó-
÷àå èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ íå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà, à îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðå-
äû è îáîáù¼ííûé çàêîí Ãóêà. Èç ëîêàëüíûõ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ äëÿ âñåõ æèäêèõ è óïðóãèõ
ýëåìåíòîâ, ñîáèðàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âñåé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêå.

Ñâîéñòâà îïèñàííîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè, îïðåäåëÿþùèå òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ðå-
çóëüòàòîâ ðåøåíèÿ äèôðàêöèîííîé çàäà÷è, çàâèñÿò îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû
ïîäîáíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïåðâûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð ýëåìåíòîâ ñåòêè. Î÷åâèäíî, ïðè óìåíü-
øåíèè ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ýëåìåíòîâ ðàñò¼ò èõ êîëè÷åñòâî è ÷èñëî óçëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê
áîëüøåé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, íî ñíèæàåò åãî ñêîðîñòü, òàê êàê ðàçìåð ÑËÀÓ íàïðÿìóþ çàâèñèò
îò ÷èñëà óçëîâ ñåòêè (ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí åìó). Â òî æå âðåìÿ, êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ ìàò-
ðèö, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ, ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ñåòêè, è ïðè åãî óâåëè÷åíèè
ðàñò¼ò âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå àëãîðèòìîì íà âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ ìàòðèö.

Êà÷åñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ôîðìà è ïîðÿäîê ýëå-
ìåíòîâ. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ôîðìû ýëåìåíòîâ, ê ïðèìåðó, â äâóìåðíîì ñëó÷àå �
òðåóãîëüíàÿ è ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ. Êàê ôîðìà, òàê è ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ñóùåñòâåííî âëèÿþò
íà âûáîð êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà êîîð-
äèíàòíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè: 𝑓1 = 1 − 𝑒1 − 𝑒2; 𝑓2 = 𝑒1; 𝑓3 = 𝑒2. Ïîâûøåíèå
ïîðÿäêà ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ñòåïåíè êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé è íåîáõîäèìîñòè
ââîäà äîïîëíèòåëüíûõ óçëîâ: åñëè òðåóãîëüíûé ýëåìåíò 1-îãî ïîðÿäêà èìååò 3 óçëà â òî÷êàõ-
âåðøèíàõ, òî äëÿ òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà 2-îãî ïîðÿäêà ââîäÿòñÿ 3 äîïîëíèòåëüíûõ óçëà íà
ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà. Ïîâûøåíèå ïîðÿäêà ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ðå-
øåíèÿ áåç íåîáõîäèìîñòè áîëåå ìåëêîãî ðàçáèåíèÿ ñåòêè. Â òî æå âðåìÿ ïîâûøåíèå ïîðÿäêà
ýëåìåíòîâ âëå÷¼ò çà ñîáîé äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíûõ ìàòðèö. Â
ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå âëèÿíèÿ íà ðåøåíèå çàäà÷è (êàê íà ñêîðîñòü,
òàê è íà ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ) óâåëè÷åíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñåòêè è ïîâûøåíèå ïîðÿäêà ýëåìåí-
òîâ.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè óñëîæíåíèÿ ðàáîòû íàä ëîêàëüíûìè ìàòðèöàìè ïðè ïîâûøåíèè ïîðÿä-
êà ýëåìåíòîâ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, íà îñíîâå êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ìàòðèöà æèäêîãî ýëåìåíòà.
Ïåðâûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò ãðàäèåíò êîîðäèíàòíîé ôóíê-
öèè ∇𝑓𝑛 (÷òî ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ äèôðàêöèîííûõ çàäà÷). Õîòÿ 𝑓𝑛 çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò, ïðîèçâîäíûå â äàííîì ñëó÷àå áåðóòñÿ ïî ãëîáàëüíûì êîîðäèíàòàì, ÷òî ïðèâîäèò,
â ÷àñòíîñòè, ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ:



352 XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥

=
∑︁
𝑖

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑒𝑖

𝜕𝑒𝑖
𝜕𝑥

(5)

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑒𝑖

íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝜕𝑒𝑖
𝜕𝑥 íåîáõîäè-

ìî âûðàçèòü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ÷åðåç ãëîáàëüíûå. Â ñëó÷àå ýëåìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà
òðåáóåìîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøàÿ ÑËÀÓ, òàê êàê êîîðäèíàòíûå
ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Â ñëó÷àå ýëåìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè óæå ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòè÷åñêèìè, è âûðàæåíèå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ÷åðåç ãëîáàëüíûå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-
íîé çàäà÷åé. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, ê ïðèìåðó, ìåòîä Íüþòîíà.
Îäíàêî ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò òàêæå è ê íåîáõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ 𝜕𝑒𝑖

𝜕𝑥 , ÷òî äîïîëíèòåëüíî óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåèìóùåñòâî ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ âìåñòî óâåëè÷åíèÿ èõ êîëè÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ äà-
ëåêî íå î÷åâèäíûì.

Â êà÷åñòâå äðóãèõ âàæíûõ ïàðàìåòðîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àëãîðèòìà ìîæíî ïðèâåñòè
êîëè÷åñòâî è ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê èíòåãðèðîâàíèÿ â ýëåìåíòå è íà åãî ãðàíèöàõ; ðàçìåð øàãà
äëÿ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òàêîâîãî â àëãîðèòìå,
ê ïðèìåðó, â ýëåìåíòàõ âûñîêîãî ïîðÿäêà) è ò.ä. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïîäîáíûõ ïàðàìåòðîâ
ïîçâîëèò îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìîäåëåé ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ äèôðàêöèè.
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Â ðÿäå ïðåäûäóùèõ ïóáëèêàöèé, íàïðèìåð, [1, 2], àâòîðû ðàññìàòðèâàëè âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ êðèâîëèíåéíûì ïðîõîæäåíèåì ñâåòà â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Äàííàÿ òåìà ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ âåñüìà èíòåðåñíîé, ïîñêîëüêó òàêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà, îïèñûâàåìîå õîðîøî èçâåñòíûì
çàêîíîì Ñíåëëèóñà, ñîïðîâîæäàåòñÿ ðÿäîì ëþáîïûòíûõ è ýôôåêòíûõ ÿâëåíèé, çíàêîìñòâî
ñ êîòîðûìè ñòóäåíòîâ ïåäâóçîâ è äðóãèõ ëþäåé, èíòåðåñóþùèõñÿ ôèçèêîé, áóäåò ïîëåçíûì.
Ê òàêèì ÿâëåíèÿì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òàêèå øèðîêî èçâåñòíûå è ïîïóëÿðíûå ïðèðîäíûå
ÿâëåíèÿ êàê ìèðàæè (ôð. mirage�âèäèìîñòü) è ðåôðàêöèÿ (ëàò. refraction�ïðåëîìëåíèå) [3].

Â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ áûëè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû êàê ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû, òàê
è ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòà â ïðîñòðàíñòâåííî
íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, îáëàäàþùèõ äåêàðòîâîé ñèììåòðèåé. Ýòî íàèáîëåå òðàäèöèîííûå ñëó-
÷àè ñèììåòðèè ñðåä, êîãäà ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé èç äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò. Èñêðèâëåíèå òðàåêòîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à â ñðåäå ñ òàêèì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ
ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü, â ÷àñòíîñòè, âîçíèêíîâåíèå ìèðàæåé, è ïîýòîìó ÷àùå âñåãî âñòðå÷àåòñÿ
êàê â ó÷åáíîé, òàê è â íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðå.

Âìåñòå ñ òåì èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü èñêðèâëåíèå ñâåòîâîãî ëó÷à â ñðåäàõ, ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ êîòîðûõ îáëàäàåò êàêîé-ëèáî äðóãîé ñèììåòðèåé, íàïðèìåð, öåíòðàëüíîé. Âîç-
ìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî
ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòà â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäå, îáëàäàþùåé öåíòðàëü-
íîé ñèììåòðèåé è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåé ìîäåëè: âñ¼ âåðõíåå (Ðèñ.1) ïîëóïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî
ñðåäîé, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîé â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà çàâèñèò òîëüêî îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ äàííîé òî÷êè äî íåêîòîðîé òî÷êè, êîòîðóþ ïðèìåì çà íà÷àëî êîîðäèíàò, òî åñòü
𝑛 = 𝑛(𝑟) , è ïî íîðìàëè íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè 𝑟0 â ýòó ñðåäó âõîäèò ëó÷ ñâåòà.

Äëÿ îïèñàíèÿ äàëüíåéøåãî ïóòè ëó÷à åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò, ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó åãî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêî-
ñòè, äëÿ åãî îïèñàíèÿ áóäåò äîñòàòî÷íî òîëüêî äâóõ êîîðäèíàò (𝑟, 𝜃) . Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå
ýòè êîîðäèíàòû, è áóäåò óðàâíåíèåì òðàåêòîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à.

Áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ((äð.-ãðå÷. 𝜀𝜄𝜅𝜔𝜈 � èçîáðàæåíèå) � ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëÿþùàÿ îïòè÷åñêóþ äëèíó ïóòè ëó÷à ñâåòà ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè) [4, ñ.118].
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Ðèñ. 1: Òðàåêòîðèÿ ëó÷à â ñðåäå ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé. Ê âûâîäó óðàâíåíèé (9) è (10).

(∇𝐿)2 = 𝑛2(�⃗�), (1)

ãäå 𝑛(�⃗�) � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, ∇ � íàáëà-îïåðàòîð (îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà), à âå-
ùåñòâåííàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ 𝐿(�⃗�) è íàçûâàåòñÿ ýéêîíàëîì. Âîëíîâîé ôðîíò ÿâëÿåòñÿ ïî-
âåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèè 𝐿(�⃗�) , óðàâíåíèå êîòîðîé 𝐿(�⃗�) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , è, ïîñêîëüêó âåêòîð ∇𝐿
îðòîãîíàëåí ê âîëíîâîìó ôðîíòó, òî ãåîìåòðè÷åñêè ñâåòîâûå ëó÷è áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ êàê
ëèíèè, îðòîãîíàëüíûå ê âîëíîâûì ôðîíòàì 𝐿(�⃗�) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , êàñàòåëüíûå ê êîòîðûì â êàæäîé
òî÷êå ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì ∇𝐿. Ïðè ýòîì ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
äâèæåíèå ñâåòîâîé ýíåðãèè ïî ëó÷àì [4, ñ. 120].

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñâåòîâûõ ëó÷åé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ñâåòà �⃗� = �⃗�(𝑠) , ãäå 𝑠 � äëèíà äóãè ëó÷à, îò-
ñ÷èòûâàåìàÿ îò íåêîòîðîé âçÿòîé íà íåé íà÷àëüíîé òî÷êè. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ åñòåñòâåííûì
ñïîñîáîì îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ

�⃗�𝐿 =
𝑑�⃗�

𝑑𝑠
=
∇𝐿
|∇𝐿|

(ò.ê.
|𝑑�⃗�|
𝑑𝑠

= 1) (2)

- åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ëèíèè ëó÷à, îðòîãîíàëüíûé ê ïîâåðõíîñòè âîëíîâîãî
ôðîíòà. Èç (2) ñ ó÷¼òîì (1) èìååì

𝑛(�⃗�)
𝑑�⃗�

𝑑𝑠
= ∇𝐿. (3)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (3) ïî 𝑠 , ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ è
ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà ∇ , ñîîòíîøåíèå (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑑

𝑑𝑠
(𝑛(�⃗�)

𝑑�⃗�

𝑑𝑠
) = ∇𝑛(�⃗�). (4)

Ýòî è åñòü âåêòîðíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ ëó÷à ïðè çàäàííîì ïî-
êàçàòåëå ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû 𝑛(�⃗�) .

Â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñðåäû ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé äàííîå
óðàâíåíèå ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ âäîëü ëó÷à
âåêòîð ⌈�⃗�, 𝑛(𝑟)�⃗�𝐿⌉ . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åãî ïî 𝑠 , ñ ó÷¼òîì (2), è çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëÿ
ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû òîëüêî îò ìîäóëÿ ðàäèóñ�âåêòîðà 𝑛(�⃗�) = 𝑛(𝑟) , èìååì
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𝑑

𝑑𝑠
⌈�⃗�, 𝑛(𝑟)�⃗�𝐿⌉ = ⌈

𝑑�⃗�

𝑑𝑠
, 𝑛(𝑟)�⃗�𝐿⌉+ ⌈�⃗�,

𝑑

𝑑𝑠
𝑛(𝑟)�⃗�𝐿⌉ = 0. (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü ñâåòîâîãî ëó÷à

⌈�⃗�, 𝑛(𝑟)�⃗�𝐿⌉ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → |⌈�⃗�, 𝑛(𝑟)�⃗�𝐿⌉| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝑟𝑛(𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (6)

ãäå 𝜙 - óãîë ìåæäó ðàäèóñ � âåêòîðîì �⃗� ïðîèçâîëüíîé òî÷êè íà òðàåêòîðèè ëó÷à è êàñàòåëüíîé
ê ýòîé òðàåêòîðèè â äàííîé òî÷êå (Ðèñ. 1).

×òîáû ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèå ñâåòîâûõ ëó÷åé â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ñðå-
äå, èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå óãîë ìåæäó ðàäèóñ � âåêòîðîì òî÷êè
íà ïëîñêîé êðèâîé, ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû êîòîðîé (𝑟, 𝜃) è êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå [5, ñ. 310]

𝑠𝑖𝑛𝜙 =
𝑟(𝜃)√︁

𝑟2(𝜃) + (𝑑𝑟(𝜃)𝑑𝜃 )2
. (7)

Èç (7) è ñîîòíîøåíèÿ (6), êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå (Ðèñ.1) çàïèøåòñÿ â âèäå

𝑟𝑛(𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜙 = 𝑟0𝑛(𝑟0), (8)

ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

𝑑𝑟

𝑑𝜃
=

𝑟

𝑛(𝑟0)𝑟0

√︁
𝑛2(𝑟)𝑟2 − 𝑛2(𝑟0)𝑟20, (9)

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ëó÷åé â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé
ñðåäå [4, ñ. 128]

𝜃 = 𝑛(𝑟0)𝑟0

𝑟∫︁
𝑟0

𝑑𝑟

𝑟
√︀
𝑛2(𝑟)𝑟2 − 𝑛2(𝑟0)𝑟20

. (10)

Â êà÷åñòâå íåêîòîðîãî òåñòà ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñðåäû, êîãäà 𝑛(𝑟) = 𝑛(𝑟0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , òîãäà êàê âèäíî èç (10),
𝑛(𝑟0) ñîêðàùàþòñÿ, à âû÷èñëåíèå ñàìîãî èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ äà¼ò

𝜃 = 𝑟0

𝑟∫︁
𝑟0

𝑑𝑟

𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑟20

= −

𝑟0
𝑟∫︁

1

𝑑𝜉√︀
1− 𝜉2

= −𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝜉
⃒⃒⃒⃒ 𝑟0

𝑟

1

= −𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑟0
𝑟

+
𝜋

2
, (11)

îòêóäà ïîëó÷àåì

𝑟0
𝑟

= 𝑐𝑜𝑠𝜃 → 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑟0. (12)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ 𝑟 è 𝜃 𝑥 = 𝑟0, òî åñòü óðàâíåíèå ïðÿìîé (Ðèñ. 1), ÷òî è äîëæíî
ðåàëèçîâûâàòüñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ïðîâîäèòü åù¼ êàêèå-ëèáî ðàñ÷¼òû ïî ôîðìóëå (10), ïîäñòàâëÿÿ ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûå ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, çäåñü íå áóäåì, ïîñêîëüêó äàííûå çàâè-
ñèìîñòè ìîãóò îêàçàòüñÿ î÷åíü äàë¼êèìè îò ðåàëüíîñòè. Â äàëüíåéøåì óðàâíåíèå (10) áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ òðàåêòîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå. Îïèñà-
íèå äàííîãî ýêñïåðèìåíòà è åãî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå áóäóò ðàññìîòðåíû â íàøèõ
ñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ.
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Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â òåîðèè
ïëàçìû ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà-Âëàñîâà [1]. Âàæíûì
ýòàïîì â äàííîé ïðîöåäóðå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ñ ñàìîñî-
ãëàñîâàííûì ïîëåì â ïîñòàíîâêå êàê íà÷àëüíîé, òàê è ãðàíè÷íîé çàäà÷. Èñïîëüçîâàíèå äëÿ
ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ (ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà) òðàäèöèîííûõ ìå-
òîäîâ [2], ñòàëêèâàåòñÿ ñ áîëüøèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè, à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îêà-
çûâàåòñÿ âîîáùå íåâîçìîæíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ
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ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà èíîãî ïîäõîäà, íàçûâàåìîãî ¾ìåòî-
äîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì¿, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè
îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî íà÷àëüíûì äàííûì ôàçîâûõ (êî-
îðäèíàòà � èìïóëüñ) òðàåêòîðèé ÷àñòèö [3]. Ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé
ýëåêòðîäèíàìèêè ïëàçìû è ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà ïðèìåðå âûâîäà óðàâíå-
íèé äâóõïó÷êîâîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåé äîñòàòî÷íî îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïó÷êîâî-ïëàçìåí-
íîé ñèñòåìû, êîòîðîé ïðèñóùè âñå íàèáîëåå õàðàêòåðíûå ÷åðòû ÿâëåíèÿ ïó÷êîâîé íåóñòîé-
÷èâîñòè â ïëàçìå. Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêèé ìåòàëëè÷åñêèé âîëíîâîä ñ ïðîèçâîëüíûì îä-
íîñâÿçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ áåñêîíå÷íî òîíêèå â ïîïåðå÷íîì ñå÷å-
íèè (�èãîëü÷àòûå�) ñîâìåù¼ííûå íåðåëÿòèâèñòñêèå ýëåêòðîííûå ïó÷êè. Âîëíîâîä ïîìåùåí â
ïðîäîëüíîå ñèëüíîå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, ïðåïÿòñòâóþùåå ïîïåðå÷íûì äâèæåíèÿì ýëåê-
òðîíîâ ïó÷êîâ.

Ïîòåíöèàëüíûå (ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå) âîçìóùåíèÿ â òàêîé ñèñòåìå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè óðàâíåíèÿìè [1]:

(Δ⊥ +
𝜕2

𝜕𝑧2
)𝜙 = −4𝜋𝑒𝛿(�⃗�⊥ − �⃗�𝑏)

∑︁
𝛼

𝑆𝛼

∫︁
𝑓𝛼(𝑡, 𝑧, 𝑣)𝑑𝑣,

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑡

+ 𝑣
𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑧

+
𝑒

𝑚
(−𝜕𝜙

𝜕𝑧
)
𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑣

= 0.

(1)

Çäåñü 𝜙 - ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë, 𝛼 - íîìåð ïó÷êà (𝛼 =1,2), z - êîîðäèíàòà â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè âîëíîâîäà, �⃗�⊥ - êîîðäèíàòà â åãî ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè, Δ⊥ - ïîïåðå÷íàÿ ÷àñòü
îïåðàòîðà Ëàïëàñà, 𝑣 - ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè âäîëü ïðîäîëüíîé îñè âîëíîâîäà 0Z , e è m
- çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà, 𝑓𝛼(𝑡, 𝑧, 𝑣) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà íîìåð 𝛼 , 𝑆𝛼 -
ïëîùàäü åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, à �⃗�𝑏 - ñðåäíÿÿ êîîðäèíàòà ïó÷êîâ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè
âîëíîâîäà. Ïðè íàïèñàíèè óðàâíåíèé (1) ó÷òåíî, ÷òî â ñèëüíîì ïðîäîëüíîì âíåøíåì ìàã-
íèòíîì ïîëå ïîïåðå÷íîå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ çàïðåùåíî, à ïðîäîëüíîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò
ïîä äåéñòâèåì ñèëû 𝐹 = (0, 0,−𝜕𝜙

𝜕𝑧 ) . Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâèìû
â âèäå 𝑃𝛼(�⃗�⊥)𝑓𝛼(𝑡, 𝑧, 𝑣) , ãäå 𝑓𝛼(𝑡, 𝑧, 𝑣) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Âëàñîâà èç ñèñòåìû (1), à
𝑃𝛼(�⃗�⊥) çàäàþò ïðîôèëè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíîâîäà. Äëÿ áåñêî-
íå÷íî òîíêèõ ïó÷êîâ 𝑃𝛼(�⃗�⊥) = 𝑆𝛼𝛿(�⃗�⊥ − �⃗�𝑏) , ãäå 𝛿 - äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà [4]. Êðîìå òîãî,
ïðåäïîëîæåíî, ÷òî â ñëó÷àå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîííîãî ïó÷êà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
ìîæíî îïèñûâàòü â ïîòåíöèàëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Ïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êîâ óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì:

𝑓𝛼(0, 𝑧, 𝑣) = 𝑛𝛼𝑓𝛼0(𝑣). (2)

Çäåñü 𝑛𝛼 - íåâîçìóùåííûå ïëîòíîñòè ÷àñòèö ïó÷êà íîìåð 𝛼 (èìåþò ñìûñë ïðîèçâåäåíèÿ
𝑛𝛼𝑆𝛼 - ïîãîííûå ïëîòíîñòè, âåëè÷èíû èçìåðÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî).

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âëàñîâà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑓𝛼 â âèäå èíòåãðàëà
ïî íà÷àëüíûì äàííûì [3]:

𝑓𝛼(𝑡, 𝑧, 𝑣) =

∫︁ ∫︁
𝑑𝑧0𝑑𝑣𝛼0𝑓𝛼0(𝑣)𝛿(𝑧 − 𝑧𝛼(𝑡, 𝑧0, 𝑣𝛼0))𝛿(𝑣 − 𝑣𝛼(𝑡, 𝑧0, 𝑣𝛼0)). (3)

Çäåñü 𝑧𝛼(𝑡, 𝑧0, 𝑣𝛼0) è 𝑣𝛼(𝑡, 𝑧0, 𝑣𝛼0) - ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡

= 𝑣𝛼,
𝑑𝑣𝛼
𝑑𝑡

= − 𝑒

𝑚

𝜕𝜙

𝜕𝑧
, (4)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
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𝑧𝛼(0) = 𝑧0, 𝑣1(0) = 𝑣10, 𝑣2(0) = 𝑣20. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå (3) â (1), îáîçíà÷àÿ ÷åðåç 𝜙/ = −𝑒𝜙/𝑚 , è ÷åðåç ̃︀𝜔𝛼 = 𝑆𝛼𝜔𝛼 =
𝑆𝛼
√︀

4𝜋𝑒2𝑛𝛼/𝑚 - ëåíãìþðîâñêèå ÷àñòîòû ÷àñòèö ïó÷êà íîìåð 𝛼 , ïðîèçâîäÿ ñ ó÷¼òîì (2),
èíòåãðèðîâàíèå ïî ñêîðîñòÿì, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

(Δ⊥ +
𝜕2

𝜕𝑧2
)𝜙/ = 𝛿(�⃗�⊥ − �⃗�𝑏)

∑︁
𝛼

̃︀𝜔2
𝛼

∫︁ ∫︁
𝑑𝑧0𝑑𝑣𝛼0𝑓𝛼0(𝑣)𝛿(𝑧 − 𝑧𝛼(𝑡, 𝑧0, 𝑣𝛼0)) (6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èìååò õàðàêòåðíûé
ïðîäîëüíûé ðàçìåð (ïåðèîä) L , è, êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè 𝜙𝑚 è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝑘2⊥𝑚 ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà. Òîãäà ïîòåíöèàë
𝜙/ , êàê è âñå âîçìóù¼ííûå âåëè÷èíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåãî äâîéíîãî ðÿäà:

𝜙/ =
1

2

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑚=1

(𝐴𝑛𝑚(𝑡)𝜙𝑚(�⃗�⊥)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑛𝑘𝑧𝑧) + 𝑘.𝑐.), (7)

ãäå 𝑘𝑧 = 2𝜋/𝐿 - îñíîâíîå ïðîäîëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (6) è èñïîëüçóÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòü ñèñòåì ôóíêöèé 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑛𝑘𝑧𝑧) è 𝜙𝑚, áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ 𝐴𝑛𝑚(𝑡) :

𝐴𝑛𝑚(𝑡) =
𝜙𝑚(�⃗�𝑏)

‖ 𝜙𝑚 ‖ (𝑛2𝑘2𝑧 + 𝑘2⊥𝑚)

∑︁
𝛼

̃︀𝜔2
𝛼𝜌𝛼𝑛, (8)

ãäå

𝜌𝛼𝑛 =
𝑘𝑧
𝜋

2𝜋/𝑘𝑧∫︁
0

∫︁
𝑓𝛼0(𝑣)𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝑛𝑘𝑧𝑧𝛼(𝑡, 𝑧0, 𝑣𝛼0))𝑑𝑧0𝑑𝑣𝛼0 (9)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (8) â (7) è çàòåì â (4), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåê-
òðîíîâ ïó÷êîâ

𝑑𝑧1
𝑑𝑡

= 𝑣1,
𝑑𝑣1
𝑑𝑡

= − 𝑖
2

𝜔2
𝑏

𝑘𝑧

∑︁
𝛼

𝛼𝑛

𝑛
{(𝜌1𝑛 + 𝜌2𝑛)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑛𝑘𝑧𝑧1)− 𝑘.𝑐.},

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

= 𝑣2,
𝑑𝑣2
𝑑𝑡

= − 𝑖
2

𝜔2
𝑏

𝑘𝑧

∑︁
𝛼

𝛼𝑛

𝑛
{(𝜌1𝑛 + 𝜌2𝑛)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑛𝑘𝑧𝑧2)− 𝑘.𝑐.}

(10)

Çäåñü

𝛼𝑛𝑚 =
∞∑︁

𝑚=1

𝑛2𝑘2𝑧
𝑛2𝑘2𝑧 + 𝑘2⊥𝑚

𝑆𝛼𝜙
2
𝑚(�⃗�𝑏)

‖ 𝜙𝑚 ‖2
(11)

- áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð. Ââîäÿ äàëåå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû

𝜏 = 𝜔𝑏𝑡, 𝑦𝛼 = 𝑖𝑘𝑧𝑧𝛼, 𝜂𝛼 =
𝑘𝑧
𝜔𝑏
𝑣𝛼, (12)

óðàâíåíèÿ äâóõïó÷êîâîé íåóñòîé÷èâîñòè (óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (10), à òàêæå âûðàæåíèÿ (5)
è (9)) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
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𝑑𝑦1
𝑑𝜏

= 𝜂1,
𝑑𝜂1
𝑑𝜏

= − 𝑖
2

∑︁
𝛼

𝛼𝑛

𝑛
{(𝜌1𝑛 + 𝜌2𝑛)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑛𝑦1)− 𝑘.𝑐.},

𝑑𝑦2
𝑑𝜏

= 𝜂2,
𝑑𝜂2
𝑑𝜏

= − 𝑖
2

∑︁
𝛼

𝛼𝑛

𝑛
{(𝜌1𝑛 + 𝜌2𝑛)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑛𝑦2)− 𝑘.𝑐.},

𝜌𝛼𝑛 =
1

𝜋

2𝜋∫︁
0

∫︁ ̃︀𝑓𝛼0(𝜂𝛼0)𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝑛𝑦𝛼(𝜏, 𝑦0, 𝜂𝛼0))𝑑𝑦0𝑑𝜂𝛼0,
𝑦𝛼(0) = 𝑦0 ∈ ⌈0, 2𝜋⌉, 𝜂𝛼(0) = 𝜂𝛼0.

(13)

Çäåñü ̃︀𝑓𝛼0(𝜂𝛼0) = 𝜔𝑏𝑓𝛼0(𝑣) ∖ 𝑘𝑧 - íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íîðìèðîâàííàÿ íà 1:

2𝜋∫︁
0

∫︁ ̃︀𝑓𝛼0(𝜂𝛼0)𝑑𝑦0𝑑𝜂𝛼0 = 1 (14)

Óðàâíåíèÿ (13) è ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâóõïó÷êîâîé íåóñòîé÷èâîñòè. Êàê âèäíî èç ýòèõ
óðàâíåíèé, èñïîëüçîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
íà÷àëüíûì äàííûì ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó î äâóõïó÷êîâîé íåóñòîé÷èâîñòè â âè-
äå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî åñòü ïðåäñòàâèòü å¼ â ôîðìå,
íå òðåáóþùåé ïðèìåíåíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè òàêîãî âèäà çàäà÷, äîâîëüíî
ñëîæíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (13) â ïîñëåäóþùèõ ðàáî-
òàõ ìû ïðåäïîëàãàåì ðàññìîòðåòü ðÿä ñëó÷àåâ äâóõïó÷êîâîé íåóñòîé÷èâîñòè, â ÷àñòíîñòè
íåóñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âñòðå÷íûì ïó÷êàì.
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Íèçêîìîäóëüíûå ñïëàâû ñèñòåìû Ti-Zr-Nb äëÿ ìåäèöèíñêèõ ïðèìåíåíèé ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ òåõíîëîãèé � ëèòüåì, ìåõàíè÷åñêèì ñïëàâëåíèåì, ïîðîøêîâîé
ìåòàëëóðãèåé [1]. Ïîñëåäíÿÿ îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ñîâðåìåííûõ òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîçâîëÿþùèõ íå òîëüêî ïîëó÷àòü ãîìîãåííûå ñïëàâû, íî è îáåñïå÷è-
âàòü íåîáõîäèìóþ ïîðèñòîñòü èçäåëèé, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå èìïëàíòàòîâ. Âàæíåéøèìè
òåõíîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïîðîøêîâ, îòâåòñòâåííûìè çà êà÷åñòâî ñïå÷åííûõ çàãîòîâîê
èëè èçäåëèé ÿâëÿþòñÿ íàñûïíàÿ ïëîòíîñòü, òåêó÷åñòü, ïðåññóåìîñòü. Âñå ýòè ñâîéñòâà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ìîðôîëîãèåé è ãðàíóëîìåòðè÷åñêèì ñîñòàâîì ïîðîøêà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîðôîëîãèÿ
ïîðîøêîâ çàâèñèò îò ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ ïðè èõ îáðàçîâàíèè. Íàïðèìåð, ïðè ðàñïûëå-
íèè, ãðàíóëÿöèè èëè îñàæäåíèè èç ãàçîâîé ôàçû ãëàâíûì îáðàçîì, îáðàçóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå
èëè îêðóãëûå ÷àñòèöû. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ, ñèíòåçà èëè ðàçëîæåíèÿ ôîð-
ìèðóþòñÿ ãóá÷àòûå ïîðîøêè. Ïðè ïîëó÷åíèè ïîðîøêîâ ìåòîäîì ýëåêòðîëèçà ïîðîøèíêè ïðè-
îáðåòàþò äåíäðèòíóþ ìîðôîëîãèþ, à ïðè ìåõàíè÷åñêîì èçìåëü÷åíèè õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ �
îñêîëî÷íóþ. Â ïðîöåññå ãèäðèäíî-êàëüöèåâîãî ñèíòåçà èññëåäóåìîãî ñïëàâà Ti-18Zr-15Nb, ïî
äàííûì ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè îáðàçóþòñÿ ÷àñòèöû ãóá÷àòîé ìîðôîëîãèè. Ñîñòàâ è ñòà-
òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáðàçóþùåãîñÿ ïîðîøêà îïðåäåëÿþòñÿ òåìïåðàòóðíî-âðåìåííûì
ðåæèìîì ñèíòåçà.

Öåëü ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ïàðàìåòðîâ ãðàíóëîìåòðè÷åñêîãî ñîñòàâà ïîðîøêîâ ñïëàâà
Ti-18Zr-15Nb, ïîëó÷åííûõ ïî ðàçíûì ðåæèìàì ãèäðèäíî-êàëüöèåâîãî âîññòàíîâëåíèÿ èç îê-
ñèäîâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïëàâà Ti-18Zr-15Nb ãîòîâèëè ñìåñü, ñîñòîÿùóþ èç îêñèäîâ TiO2 (ìàðêè
SumTitan); ZrO2 (ìàðêè ÎÑ× 9-2); Nb2O5 (ìàðêè ÒÑ); CaH2 â ñîîòíîøåíèÿõ, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïëàâà Ti-18Zr-15Nb (Ti � 51,38 % ìàññ., Zr � 26,30 % ìàññ., Nb � 22,32 %
ìàññ.). Ïðèãîòîâëåííóþ ñìåñü çàãðóæàëè â ðåàêöèîííóþ êàïñóëó, ïîìåùàëè â êîíòåéíåð, ñî-
çäàâàëè âàêóóì è ïîäàâàëè àðãîí. Âîññòàíîâëåíèå ïðîâîäèëè â øàõòíîé ïå÷è ñîïðîòèâëåíèÿ
ïðè òåìïåðàòóðàõ 900, 1000, 1100 è 1200∘C ïðè ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðåàêöèè áåç èçîòåðìè÷å-
ñêîé âûäåðæêè (𝜏=0 ÷àñ.) è ïðè âûäåðæêå â òå÷åíèå 𝜏=6 ÷àñ.
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Ñòðóêòóðó è ôîðìó ÷àñòèö ïîðîøêîâ èçó÷àëè íà èíâåðòèðîâàííîì îïòè÷åñêîì ìåòàëëî-
ãðàôè÷åñêîì ìèêðîñêîïå ¾AxioObserver. D1m¿ è íà ñêàíèðóþùåì ýëåêòðîííîì ìèêðîñêîïå
JSM7600F (JEOL, Japan) ïðè ðàçíûõ óâåëè÷åíèÿõ.

Ãðàíóëîìåòðè÷åñêèé ñîñòàâ ïîðîøêîâ èññëåäîâàëè íà ëàçåðíîì àíàëèçàòîðå ÷àñòèö
ANALYSETTE 22 MicroTec ôèðìû Fritsch. Â êà÷åñòâå ðàáî÷åé æèäêîñòè â áëîêå äèñïåðãèðî-
âàíèÿ èñïîëüçîâàëè âîäó. Îáúåì ïðîáû äëÿ ãðàíóëîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ñîñòàâëÿë íå ìåíåå
1250 ÷àñòèö. Ïðè àíàëèçå ìåòîäîì ëàçåðíîé äèôðàêöèè ÷àñòèöà óñëîâíî ñ÷èòàåòñÿ èäåàëü-
íîé ñôåðîé, äèàìåòð êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñòðîÿò ãðàôèêè
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì.

Ôàçîâûé ñîñòàâ ïîëó÷åííûõ ïîðîøêîâ îïðåäåëÿëè ñ èñïîëüçîâàíèåì àâòîìàòèçèðîâàííî-
ãî äèôðàêòîìåòðà ÄÐÎÍ-3 â ìîíîõðîìàòè÷åñêîì CuK𝛼 � èçëó÷åíèè (𝜆 = 1, 54178�A). Äëÿ
îáðàáîòêè äèôðàêöèîííûõ ñïåêòðîâ èñïîëüçîâàëè ñïåöèàëèçèðîâàííûé ïàêåò ïðîãðàìì. Îò-
íîñèòåëüíûå îøèáêè îïðåäåëåíèÿ îáúåìíûõ äîëåé ôàç ñîñòàâëÿþò 5 % îá. Äàííûå ðåíòãåíî-
ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà ïîêàçàëè, ÷òî ôàçîâûé ñîñòàâ ñèíòåçèðîâàííûõ ïîðîøêîâ èçìåíÿåòñÿ
â ïðîöåññå ñèíòåçà (òàáë. 1).

Таблица 1. Ôàçîâûé ñîñòàâ ñèíòåçèðîâàííûõ ïîðîøêîâ

Ðåæèì Êîëè÷åñòâî ôàçû, îá.%
𝑇,∘C 𝜏 , ÷àñ TiO2 (Ti2O3) ZrO2 Nb2O5 Nb* Zr* (𝛼 è𝛽) Ti* (𝛼 è𝛽)

900
0 72 20 8
6 3 14 23 (𝛼 è𝛽) 60 (𝛼)

1000
0 36 33 9 2 20
6 18 8 74

1100
0 15 15 70
6 100

1200
0 100
6 100

*- âîññòàíîâëåííûå ìåòàëëû è òâåðäûå ðàñòâîðû íà èõ îñíîâå
Íà ïîðîøêàõ, ïîëó÷åííûõ ïîñëå âñåõ ðåæèìîâ ñèíòåçà ïðîâåëè àíàëèç ãðàíóëîìåòðè÷å-

ñêîãî ñîñòàâà, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîãî ïîñòðîåíû ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàç-
ìåðàì. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû ãèñòîãðàììû ïîñëå íåêîòîðûõ ðåæèìîâ ñèíòåçà.

Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö çàêîíîìåðíî èçìåíÿåòñÿ ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû
è óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ñèíòåçà. Îò ïî÷òè ñèììåòðè÷íîé êðèâîé 𝑑(𝑛) â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ ñèíòåçà âèä ðàñïðåäåëåíèÿ ìåíÿåòñÿ äî àñèììåòðè÷íîé ñ
¾õâîñòîì¿ â ñòîðîíó ìåëêèõ ÷àñòèö ïîñëå ñèíòåçà ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ è áîëüøîé äëè-
òåëüíîñòè ïðîöåññà. Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà áûëà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà
çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ïîêàçàëà, ÷òî ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè äîëæíà
áûòü îòâåðãíóòà äëÿ âñåõ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé (òàáë. 2), ïîñêîëüêó
äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé 𝑃 < 0, 05.

Таблица 2. Ïðîâåðêà íà íîðìàëüíîñòü ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà

Режим 900, 0ч 900, 6ч 1000, 0ч 1000, 6ч 1100, 0ч 1100, 6ч 1200, 0ч 1200, 6ч

Критерий К.-С. 0,007 0,015 0,015 0,002 0,003 0,00005 0,0009 0,009

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåíèþ î òèïè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö
ïîðîøêà ïî ðàçìåðàì ïî ëîãíîðìàëüíîìó çàêîíó. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, êàê ïðèíÿòî â ïîðîøêîâîé ìåòàëëóðãèè, èñïîëüçóþò ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ:
ìåäèàííûé äèàìåòð 𝐷𝑚, ìîäàëüíîå çíà÷åíèå 𝐷𝑚𝑜𝑑, à òàêæå ïàðàìåòðû ðàññåÿíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, â ÷àñòíîñòè, øèðèíó ðàñïðåäåëåíèÿ (ðàçìàõ) w = 𝐷𝑚𝑎𝑥−𝐷𝑚𝑖𝑛. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ
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c d

Ðèñ. 1. Ãèñòîãðàììû: 𝑎− 900∘C, 0÷àñ; 𝑏− 900∘C, 6÷àñ; 𝑐− 1200∘C, 0÷àñ; 𝑑− 1200∘C, 6 ÷àñ.

ñòàòèñòèê ïîêàçàë, ÷òî ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû ñèíòåçà âîçðàñòàþò âñå ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé (òàáë. 3).

Îòìå÷åíî, ÷òî áîëüøèíñòâî êðèâûõ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ìóëüòèìîäàëüíûé õàðàêòåð.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàçäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö íà ïàðöè-
àëüíûå ñîñòàâëÿþùèå. Ïðè ýòîì ðóêîâîäñòâîâàëèñü äàííûìè ðåíòãåíîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà
(òàáë. 1) è ñëåäóþùèìè äîïóùåíèÿìè:

1. Êîëè÷åñòâî ïàðöèàëüíûõ ïèêîâ, íà êîòîðîå ïðîâîäèëè äåëåíèå ñóììàðíûõ êðèâûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé îïðåäåëÿëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôàçîâûì ñîñòàâîì ñèíòåçèðîâàííîãî ïîðîøêà. Ïðè
ýòîì ïîäðàçóìåâàëè, ÷òî ñðàçó ïîñëå çàâåðøåíèÿ õèìè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ îêñèäîâ ïîëó-
÷àåò ðàçâèòèå òâåðäîôàçíàÿ äèôôóçèÿ, ïðèâîäÿùàÿ âíà÷àëå ê îáðàçîâàíèþ òâåðäûõ ðàñòâî-
ðîâ çàìåùåíèÿ íà îñíîâå ãëàâíûõ êîìïîíåíòîâ ñïëàâà.

2. Íà ïåðâûõ ýòàïàõ ñèíòåçà ÷àñòèöû âîññòàíîâëåííûõ ìåòàëëîâ íå ïðåâûøàþò ïî ðàçìåðó
÷àñòèö èñõîäíûõ îêñèäîâ.

3. Ïîñëå ïîëíîãî çàâåðøåíèÿ ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííîå îáîãàùå-
íèå òâåðäîãî ðàñòâîðà íà îñíîâå òèòàíà àòîìàìè öèðêîíèÿ è íèîáèÿ äî äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñ-
íûõ êîíöåíòðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçîâàíèþ 𝛽 - ôàçû.

4. Ïðîöåññû àãëîìåðàöèè ÷àñòèö ïðîèñõîäÿò ãëàâíûì îáðàçîì ïîñëå îáðàçîâàíèÿ òâåðäûõ
ðàñòâîðîâ íà îñíîâå âîññòàíîâëåííûõ ìåòàëëîâ â ðåçóëüòàòå òâåðäîôàçíîé äèôôóçèè.
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Таблица 3. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì

Ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû
Ðåæèìû ñèíòåçà
900∘C 1000∘C 1100∘C 1200∘C
0÷. 6÷. 0÷. 6÷. 0÷. 6÷. 0÷. 6÷.

Ñð. ãåîìåòðè÷. ìåäèàíà 𝐷𝑚, ìêì 3,9 4,0 2,9 12,8 5,7 23,3 19,7 31,6
Ìîäà 𝐷𝑚𝑜𝑑, ìêì 4,2 5,4 2,7 13,6 6,8 34,5 27,3 43,5
Øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ w, ìêì 30,4 38,4 38,3 86,8 48,7 98,1 97,8 123

Â ñëó÷àå, êîãäà ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåòñÿ íåñêîëüêèìè
ëîãíîðìàëüíûìè ôóíêöèÿìè, õàðàêòåðèñòèêàìè êàæäîé èç íèõ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíò 𝐴 �
ïëîùàäü ïîä êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó êðèñòàëëîâ) è äâà ïàðàìåòðà:
𝐷𝑚* � ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðöèàëüíîãî ïèêà è w* � øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ïîñòðîåííîì ñóììàðíîì íåïðåðûâíîì ïîëèìîäàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè êàæäàÿ îòäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ ñ åå ïàðàìåòðàìè îïèñûâàåò îòäåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñëîæíîãî ñîñòàâà, â ôîð-
ìèðîâàíèå êîòîðîé âíîñÿò âêëàä ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé íà
ïàðöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå è ïðîâåäåííûé àíàëèç ïàðàìåòðîâ ãàóññèàíîâ ïîðîøêà ñïëàâà
ïîêàçàëè ñëåäóþùåå.

Ïàðöèàëüíûå ìàêñèìóìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòèöàì ñàìûõ ìåëêèõ ôðàêöèé 2 � 10 ìêì
îòâå÷àþò èñõîäíûì îêñèäàì è ïåðâûì ÷àñòèöàì âîññòàíîâëåííûõ ìåòàëëîâ. Ïðè ïîâûøåíèè
òåìïåðàòóðû ñèíòåçà çíà÷åíèÿ ìîäû ýòèõ ïàðöèàëüíûõ ïèêîâ íåçíà÷èòåëüíî âîçðàñòàþò. Ïî-
ñëå ðåæèìà 1100∘C, 6 ÷àñîâ ýòà ãðóïïà ìàêñèìóìîâ ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò. Íà÷èíàÿ ñ ðåæèìà
1100∘C, 6 ÷àñîâ îñòàþòñÿ òîëüêî ïàðöèàëüíûå ìàêñèìóìû, îòâå÷àþùèå òâåðäûì ðàñòâîðàì
íà îñíîâå òèòàíà. Îäíîâðåìåííî íà ýòîé ñòàäèè â ñóììàðíîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî
âûäåëèòü ïàðöèàëüíûé ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìèðîâàíèþ âòîðè÷íûõ îáðàçîâàíèé � àã-
ëîìåðàòîâ ÷àñòèö. Ïðè îáðàçîâàíèè àãëîìåðàòîâ ðàçâèâàþòñÿ ïðîöåññû êîàëåñöåíöèè. Ïðè
ýòîì îáðàçóåòñÿ åäèíàÿ ÷àñòèöà áîëåå ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè çà ñ÷åò èñ÷åçíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà âñëåäñòâèå ñëèÿíèÿ
÷àñòèö. Ïàðöèàëüíûé ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé àãëîìåðàòàì, ïðè òåìïåðàòóðå 1200∘C óâåëè÷è-
âàåò ïëîùàäü ñ 55 äî 85 % ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè ñèíòåçà äî 6 ÷àñîâ, à ñðåäíèé ðàçìåð
àãðåãàòîâ âîçðàñòàåò ñ 42 äî 48 ìêì. Âìåñòå ñ òåì óâåëè÷èâàåòñÿ øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîäíîðîäíîñòè óñëîâèé ôîðìèðîâàíèÿ ÷àñòèö.
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Â ñòåðæíÿõ ïîëèìåðîâ, áèîïîëèìåðîâ è ïëîòíîóïàêîâàííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ
[1-5] ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàþòñÿ íåêðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå äðîáíûå âèíòîâûå îñè 𝐿/𝑚,
îñóùåñòâëÿþùèå ïîâîðîò íà 𝑚 × 360∘/𝐿. Âèíòîâûå îñè ïîðÿäêà 𝐿 = 2, 3, 4, 6 ïðèíàäëåæàò
êëàññó êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé, âûäåëåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ñèì-
ìåòðèéíîé êîíñòðóêöèè � òðàíñëÿöèîííîé ðåøåòêè êðèñòàëëà. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
íåêðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå äðîáíûå îñè òàêæå ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êëàññó îñåé, íî çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ ñèììåòðèéíîé êîíñòðóêöèè, âûäåëÿþùåé òàêîé êëàññ îñåé, íå ñòàâèëàñü.

Èçâåñòíî, ÷òî ñèììåòðèÿ ñïèðàëüíîé ïîäñòðóêòóðû (íàèáîëåå îáùåé ôîðìû ëèíåéíîé
ïîäñòðóêòóðû) ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ñèììåòðèåé ñïèðàëüíûõ ïîäñòðóêòóð íååâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, à íåêðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå äðîáíûå îñè ñâîéñòâåííû êîíñòðóêöèÿì 𝑛-ìåðíîé 3 <
𝑛 6 8 êðèñòàëëîãðàôèè [6, 7]. Ýòî ïîçâîëèëî íà÷àòü îïðåäåëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðó-
æåííûõ ñïèðàëåé ñ ñîïîñòàâëåíèÿ èì â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 ïåðèîäè÷åñêèõ
àïïðîêñèìàíò ñïèðàëåé èç 4-ìåðíîãî àíàëîãà èêîñàýäðà � ïîëèòîïà {3, 3, 5}, âñå 120 âåðøèí
êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò íååâêëèäîâîìó ïðîñòðàíñòâó 3-ìåðíîé ñôåðû S3 [6, 7]. Äåéñòâèòåëüíî,
íåêðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå äðîáíûå îñè, íàïðèìåð, 30/11, õàðàêòåðíû äëÿ ïîëèòîïà {3, 3, 5},
â êîòîðîì íàìè îïðåäåëåíà 40-âåðøèííàÿ ñïèðàëü èç 7-âåðøèííûõ ÷åòâåðîê, îáúåäèíÿåìûõ
ïî ãðàíÿì ïðàâèëüíûõ òåòðàýäðîâ (òåòðàáëîêîâ) [8]. Äàííàÿ ñïèðàëü ñ îñüþ 20/9 ïîçâîëèëà
îïðåäåëèòü â S3 è E3 ñïèðàëè ñ îñÿìè 40/9, 40/11.

Ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ýêâèâàëåíòîì ôèçè÷åñêîãî òðåáîâàíèÿ ìèíèìóìà
ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû [9], ïîýòîìó ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìóþ ðåàëèçóåìîñòü òà-
êèõ àïïðîêñèìàíò ìîæíî îáúÿñíèòü íåêðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèììåòðèåé, óíàñëåäîâàííîé
èìè îò ïîëèòîïà {3, 3, 5} è ïðîèçâîäíûõ îò íåãî êîíñòðóêöèé. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêóþ ðàñïðî-
ñòðàíåííîñòü íåïåðèîäè÷åñêîé òåòðàýäðè÷åñêîé ñïèðàëè Êîêñåòåðà-Áåðäèéêà (òåòðàãåëèêñà)

1Обоснование структурных моделей выполнено в ИНЭОС в рамках госзадания №075-03-2023-642 Минобр-
науки России. Расчет параметров моделей проведен в МГУ в рамках НИР №АААА-А16-116033010121-7
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ìîæíî îáúÿñíèòü ñèììåòðèåé ïîëèòîïà {3, 3, 5}, ñîäåðæàùåãî ñîîòâåòñòâóþùóþ òåòðàãåëèê-
ñó òîðè÷åñêàÿ ñïèðàëü ñ îñüþ 30/11. Ïðèìåðîì ïîäîáíîé ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ è êðèñòàëë
𝛽-Mn, äîïóñêàþùèé ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñòåðæíåé èç àïïðîêñèìàíò
8/3 òåòðàãåëèêñà 30/11. Â êðèñòàëëå 𝛼-Mn ìîæíî âûäåëèòü àïïðîêñèìàíò 11/4 òåòðàãåëèêñà
30/11 è àïïðîêñèìàíò 7/3 ñïèðàëè 20/9 èç òåòðàáëîêîâ. Ñóùåñòâîâàíèå â êðèñòàëëå 𝛼-Mn
äâóõ òàêèõ ñòåðæíåé îòîáðàæàåò íàëè÷èå ñèììåòðèé 30/11 è 20/9 â ïîëèòîïå {3, 3, 5} [5].
Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû èäåàëüíîé ïðÿìîé 𝛼-ñïèðàëè ðàññìàòðèâàþòñÿ
íàìè êàê ðåàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàíòà ñïèðàëè 40/11, îïðåäåëÿåìîé ïîëèòîïîì 240
� àëìàçîïîäîáíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ ïîëèòîïîâ {3, 3, 5} [4].

Â êà÷åñòâå ñèììåòðèéíî-óñòàíîâëåííîãî êëàññà îñåé, àïðèîðè îïðåäåëÿþùåãî âîçìîæ-
íûå äðîáíûå âèíòîâûå îñè, íàìè âûäåëåíû 50 áàçèñíûõ îñåé. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèòîïîì
{3, 3, 5} è ïðîèçâîäíûìè îò íåãî êîíñòðóêöèÿìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü è ñîñòàâíûå
(îïðåäåëÿåìûå îáúåäèíåíèåì áàçèñíûõ) îñè. Íàïðèìåð, íàèáîëåå áëèçêèé àïïðîêñèìàíò íåïå-
ðèîäè÷åñêîãî òåòðàãåëèêñà � ýòî ñîñòàâíàÿ îñü 71/26, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ
àïïðîêñèìàíò 30/11 è àïïðîêñèìàíòà 11/4 îñè 30/11: 71/26 = (30 + 30 + 11)/(11 + 11 + 4).
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1. Введение

Â êëàññè÷åñêîé (ñèììåòðè÷íîé) òåîðèè óïðóãîñòè òâåðäîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ñïëîøíûì è íå
èìååò êàêîé-ëèáî ñòðóêòðóðû. Íà ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ïîñòðîåíà âñÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ
ñðåä [1]. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèè òåëà è âîçíèêàþùèõ â íåì íàïðÿæåíèé
ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ëþáîå òåëî ïðåäñòàâëÿþò ìíîæåñòâîì òî÷åê, ïîëîæåíèå êî-
òîðûõ â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ èõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè (r1, r2, r3 è ò.ä.) â âûáðàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Â ñëó÷àå äåôîðìàöèè òåëà âñå åãî òî÷êè, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñìåùàþòñÿ. È åñëè ñôî-
êóñèðîâàòü âíèìàíèå íà êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êå 𝑁 òåëà, òî ñìåùåíèå âûáðàííîé òî÷êè
èçîáðàçèòñÿ âåêòîðîì äåôîðìàöèè u. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ââåñòè ñàìóþ ïðîñòóþ ñòåïåíü
ñâîáîäû äâèæåíèÿ òî÷êè � поступательную. Ïîñëå ÷åãî ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òåíçîð äåôîð-
ìàöèè òåëà 𝑢𝑖𝑘 è äàëåå ñèììåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé 𝜎𝑖𝑘.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîëîæåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï íàïðÿ-
æåíèé Ýéëåðà-Êîøè, ñîãëàñíî êîòîðîãî, íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè âíóòðè òåëà äåéñòâèå îäíîé
÷àñòè òåëà íà äðóãóþ ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ðàñïðåäåëåííûõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ïîâåðõíî-
ñòè, ðàçäåëÿþùåé òåëî [2]. Èõ ïîÿâëåíèå â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ ðàâíîäåé-
ñòâóþùåé, ïðèëîæåííîé ê öåíòðó ïëîùàäêè. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîé
ñèñòåìû òàêèõ âåêòîðîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìîìåíòîâ ñèë. Ïðè ýòîì â ìàòåðèàëå âîç-
íèêàþò íå òîëüêî íàïðÿæåíèÿ, íî è ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ, îáðàçóþùèå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåñèììåòðè÷íûå òåíçîðû. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññîâûå ìîìåíòû è ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ
ðàâíû íóëþ, òî â ýòîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ òîëüêî ñèììåòðè÷íûå íàïðÿæåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ
ìîäåëü íå ìîæåò îïèñàòü âñå îñîáåííîñòè óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ òåë è, â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîä ê
íåóïðóãîìó ïîâåäåíèþ (êîãäà ñèììåòðèÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé íàðóøàåòñÿ). Âåäü, â
äåéñòâèòåëüíîñòè, èìåþùèåñÿ ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ íåíóëåâûå, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ
óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ è âîçìîæíûì ïîâîðîòàì áåñêîíå÷íî ìàëûõ îáúåìîâ â ìàòåðèàëå.

Ïåðâûìè, êòî îáðàòèë íà ýòîò âàæíûé ôàêò âíèìàíèå, áûëè áðàòüÿ Êîññåðà (1909). Â ñâî-
åé ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå [3] îíè ïîêàçàëè, ÷òî áîëåå êîððåêòíîå îïèñàíèå ìàòåðèàëà ïðè
åãî äåôîðìàöèè âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âìåñòî ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ðàññìàòðè-
âàòü äèíàìèêó áåñêîíå÷íî ìàëîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåìà. Òàê îíè ââåëè âòîðóþ вращательную
ñòåïåíü ñâîáîäû 𝜙, íàäåëèâ òåì ñàìûì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñâîéñòâàìè òâåðäîãî òåëà. Â êîí-
òèíóóìå Êîññåðà ñïåêòð ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ðàñøèðåí, áëàãîäàðÿ ðîòàöèîííîìó ìåõàíèçìó
äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ñóáñòðóêòóð. Íåêîòîðîå âðåìÿ íà ðàáîòó áðàòüåâ Êîññåðà íå îáðàùàëè
âíèìàíèÿ. Ñâîå ðàçâèòèå èäåÿ óïðóãîãî êîíòèíóóìà, ñîñòîÿùåãî èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òåë-
òî÷åê, íàøëà ïîçäíåå â ðàáîòàõ Àýðî, Íîâàöêîãî, Ýðèíãåíà è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé. Èìè,
ôàêòè÷åñêè, áûëè çàëîæåíû îñíîâû ñîâðåìåííîé (íåñèììåòðè÷íîé) òåîðèè ìèêðîïîëÿðíîé
óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé.

Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãîãî êîíòèíóóìà Êîññåðà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàçâèâàåòñÿ íà îñ-
íîâå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, èçâåñòíîãî åù¼ èç ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Òî æå ñàìîå
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ïðîèñõîäèò è â ñëó÷àå ñ êîíòèíóóìîì Ìàêñâåëëà, ñêàæåì. Èññëåäîâàíèå íåóïðóãîãî êîíòèíó-
óìà Êîññåðà ïðåäïîëàãàåò ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåìåùåíèåì è
ïåðåðàñïðåäåëåíèåì äåôåêòîâ ñòðóêòóðû. Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ Ëàçàðÿ [4].
Ïðè îïèñàíèè ïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå
ïîëó÷èëà ñèñòåìà óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè äëÿ äåôåêòîâ Êîññåñêè è äåÂèòà [5].

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ÿ õîòåë áû ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû
ñ äåôåêòàìè áîëüøîé èíòåðåñ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ, ðàñêðûâàþùèå
îñîáåííîñòè ñëåäà òåíçîðîâ ïîòîêà äèñëîêàöèé è äèñêëèíàöèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà ìåçîñêîïè÷åñêàÿ ìîäåëü òâåðäîãî òåëà.

2. Кинематика микрополярной среды

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ãîâîðèòü î ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ. Ââåä¼ì êèíåìàòè÷åñêèå âåëè-
÷èíû, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîëíóþ (àíãë. Total � ñîêð. T) äåôîðìàöèþ â òåëå. Çàäàäèì тензор
микрополярных деформаций 𝜀𝑇𝑘ℓ, тензор изгиба-кручения 𝜅𝑇𝑚𝑞, линейную скорость ñìåùåíèÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà ñðåäû 𝜐𝑇ℓ è скорость локальных микровращений 𝑤𝑇

𝑞 . Èìåÿ ââèäó,
÷òî ïîëíîå ñìåùåíèå ìàëîãî ýëåìåíòà 𝑢𝑇ℓ , à âðàùåíèå çàäàåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà 𝜙𝑇

𝑞 , èìååì

𝜀𝑇𝑘ℓ = 𝑢𝑇ℓ,𝑘 + 𝜖ℓ𝑘𝑞𝜙
𝑇
𝑞 ,

𝜅𝑇𝑚𝑞 = 𝜙𝑇
𝑞,𝑚 =

1

2
𝜖𝑘ℓ𝑞𝜙

𝑇
ℓ𝑘,𝑚,

𝜐𝑇ℓ = �̇�𝑇ℓ ,

𝑤𝑇
𝑞 = �̇�𝑇

𝑞 =
1

2
𝜖𝑘ℓ𝑞�̇�

𝑇
ℓ𝑘,

(1)

ãäå 𝜖𝑘ℓ𝑞 � òåíçîð Ëåâè - ×åâèòòû. Äàëåå ëåãêî ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

𝜖𝑝𝑚𝑘𝜅
𝑇
𝑘𝑞,𝑚 = 0,

𝑤𝑇
𝑞,𝑚 − �̇�𝑇𝑚𝑞 = 0,

𝜐𝑇ℓ,𝑘 − �̇�𝑇𝑘ℓ − 𝜖𝑘ℓ𝑞𝑤𝑇
𝑞 = 0,

𝜖𝑝𝑚𝑘

(︀
𝜀𝑇𝑘ℓ,𝑚 + 𝜖𝑘ℓ𝑞𝜅

𝑇
𝑚𝑞

)︀
= 0,

(2)

îïèñûâàþùèå ïîëíóþ äåôîðìàöèþ â ëþáûõ òåëàõ.
Êàê èçâåñòíî ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ äåôåêòîâ â ìà-

òåðèàëå è èõ äâèæåíèþ, â òî âðåìÿ êàê óïðóãàÿ îáóñëîâëåíà èñêàæåíèåì êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè è èçìåíåíèåì ñèë ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèé
ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü óïðóãóþ è ïëàñòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùèå

𝜀𝑇𝑘ℓ = 𝜀𝑘ℓ + 𝜀𝑝𝑙𝑘ℓ,

𝜅𝑇𝑘𝑞 = 𝜅𝑘𝑞 + 𝜅𝑝𝑙𝑘𝑞,

𝜐𝑇ℓ = 𝜐ℓ + 𝜐𝑝𝑙ℓ ,

𝑤𝑇
𝑞 = 𝑤𝑞 + 𝑤𝑝𝑙

𝑞 .

(3)

Ïî ìåðå äåôîðìàöèè ïëîòíîñòü äåôåêòîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ, òàê êàê ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ðàçâèâàþòñÿ ïîòîêè äèñëîêàöèé â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ è îáðàçóþòñÿ âèõðè èç äèñêëèíà-
öèé. Ïðîèçâîäÿ ïîäñòàíîâêó ñîîòíîøåíèé (3) â ñèñòåìó ðàâåíñòâ (1) íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
òåíçîðû ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé 𝛼𝑝ℓ è äèñêëèíàöèé 𝜃𝑝𝑞 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

𝛼𝑝ℓ = −𝜖𝑝𝑚𝑘

(︁
𝜀𝑝𝑙𝑘ℓ,𝑚 + 𝜖𝑘ℓ𝑞𝜅

𝑝𝑙
𝑚𝑞

)︁
, 𝜃𝑝𝑞 = −𝜖𝑝𝑚𝑘𝜅

𝑝𝑙
𝑘𝑞,𝑚. (4)
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Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ïîòîêè äèñëîêàöèé 𝐽𝑘ℓ è äèñêëèíàöèé 𝑆𝑘𝑞, à èìåííî

𝐽𝑘ℓ = −𝜐𝑝𝑙ℓ,𝑘 + �̇�𝑝𝑙𝑘ℓ + 𝜖𝑘ℓ𝑞𝑤
𝑝𝑙
𝑞 , 𝑆𝑘𝑞 = −𝑤𝑝𝑙

𝑞,𝑘 + �̇�𝑝𝑙𝑘𝑞. (5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿñíî êàê òåíçîðû, îïðåäåëÿþùèå äåôåêòû è èõ äèíàìèêó ñâÿçàíû ñ
óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè â òåëå

𝜖𝑝𝑚𝑘 (𝜀𝑘ℓ,𝑚 + 𝜖𝑘ℓ𝑞𝜅𝑚𝑞) = 𝛼𝑝ℓ,

𝜖𝑝𝑚𝑘𝜅𝑘𝑞,𝑚 = 𝜃𝑝𝑞,

𝜐ℓ,𝑘 − �̇�𝑘ℓ − 𝜖𝑘ℓ𝑞𝑤𝑞 = 𝐽𝑘ℓ,

𝑤𝑞,𝑘 − �̇�𝑘𝑞 = 𝑆𝑘𝑞.

(6)

Ýòà ñâÿçü âûòåêàåò èç âûðàæåíèé (1) è (3). Â òî æå ñàìîå âðåìÿ íåïðåðûâíîñòü ìèêðîïîëÿð-
íîé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè áàëàíñà è ðàñïðåäåëåíèåì äåôåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå

𝜃𝑝𝑞,𝑝 = 0,

𝜃𝑝𝑞 + 𝜖𝑝𝑚𝑘𝑆𝑘𝑞,𝑚 = 0,

𝛼𝑝ℓ,𝑝 + 𝜖ℓ𝑝𝑞𝜃𝑝𝑞 = 0,

�̇�𝑝ℓ + 𝜖𝑝𝑚𝑘 (𝐽𝑘ℓ,𝑚 + 𝜖𝑘ℓ𝑞𝑆𝑚𝑞) = 0.

(7)

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü îáû÷íîé ïîäñòàíîâêîé çàäàííûõ âåëè÷èí. Â êîíòåêñòå ïðîâîäèìîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñâÿçü ñëåäà êàæäîãî èç òåíçîðîâ 𝐽𝑘ℓ è 𝑆𝑘𝑞 ñ êëàññè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè ñïëîøíîé ñðåäû. Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ñëåä 𝐽𝑘𝑘 ðàâåí

𝐽𝑘𝑘 = 𝜐𝑘,𝑘 − �̇�𝑘𝑘. (8)

Âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (8). Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì åãî â äðóãîì âèäå

𝜕𝜀𝑘𝑘
𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣v = −𝐽𝑘𝑘. (9)

Äëÿ ñâåðòêè òåíçîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà äèñêëèíàöèé àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

𝜕𝜅𝑘𝑘
𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣w = −𝑆𝑘𝑘. (10)

Ïîÿâëåíèå óðàâíåíèÿ (10) â ýòîé öåïî÷êå íåèçáåæíî, òàê êàê êîíòèíóóì îïèñûâàåòñÿ íå
òîëüêî êîîðäèíàòàìè 𝑥, 𝑦, 𝑧 â ïðÿìîóãîëüíîé ñ/ê, îòðàæàþùèìè òðàíñëÿöèîííûå ñìåùåíèÿ,
íî è ëîêàëüíûìè ïîâîðîòàìè 𝜙 îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñðåäû. Òàê êàê äâèæåíèå äåôåêòîâ â
ñòðóêòóðå ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì íåêîòîðûõ ìèêðîðàçðûâîâ ñïëîøíîñòè, íàïðèìåð
ñêîïëåíèåì âàêàíñèé (÷òî õàðàêòåðíî äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñðåä), òî ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøå-
íèé (9) è (10) áóäóò îòëè÷íûìè îò íóëÿ è ðàâíû ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíîãî íåóïðóãîãî èçìåíå-
íèÿ ìàññû (èëè ïëîòíîñòè äåôåêòîâ) â íåêîòîðîì ýëåìåíòàðíîì îáúåìå ñðåäû

𝐽𝑘𝑘 = −𝜐𝑝𝑙𝑘,𝑘 + �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘, 𝑆𝑘𝑘 = −𝑤𝑝𝑙
𝑘,𝑘 + �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘. (11)

Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî ñîñòàâèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ïðîâîäèòü ìîäåëèðîâà-
íèå ýòîé è ïîäîáíûõ åé ñðåä [6]. Данные условия âûòåêàþò èç ñîîòíîøåíèé (11). Åñëè ïðè
äâèæåíèè äåôåêòîâ ýëåìåíòû ñðåäû ïåðåìåùàþòñÿ áåç íàðóøåíèÿ ñïëîøíîñòè, òî

𝐽𝑘𝑘 = 𝑆𝑘𝑘 = 0 è − 𝜐𝑝𝑙𝑘,𝑘 + �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘 = 0, −𝑤𝑝𝑙
𝑘,𝑘 + �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘 = 0. (12)
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Âûïîëíåíèå ýòèõ ðàâåíñòâ âîçìîæíî, åñëè �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘 = 𝜐𝑝𝑙𝑘,𝑘 è �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘 = 𝑤𝑝𝑙
𝑘,𝑘 . Ïðè ýòîì â ÷àñòíîì

ñëó÷àå ïîëàãàåì �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘 = 𝜐𝑝𝑙𝑘,𝑘 = 0, �̇�𝑝𝑙𝑘𝑘 = 𝑤𝑝𝑙
𝑘,𝑘 = 0. Ñîãëàñíî (12) ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (9) è

(10) èñ÷åçàþò
𝜕𝜀𝑘𝑘
𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣v = 0,

𝜕𝜅𝑘𝑘
𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣w = 0. (13)

Ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 𝜙𝑇
𝑞 = 0, 𝜅𝑇𝑘𝑞 = 0 è

𝑆𝑘𝑞 = 0. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (10) ïðîïàäàåò è â ñèñòåìå (13) îñòàåòñÿ îäíî åäèíñòâåííîå
óðàâíåíèå. Ñâåðòêà 𝜀𝑘𝑘 åñòü íè ÷òî èíîå, êàê îòíîñèòåëüíîå óïðóãîå èçìåíåíèå îáúåìà ýëå-
ìåíòà ñðåäû, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîñèòåëüíîìó èçìåíåíèþ å¼ ïëîòíîñòè 𝜀𝑘𝑘 ∼ −𝛿𝜌/𝜌. Ïîñëå
çàìåíû 𝜀𝑘𝑘 â (13) ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ñðåäû

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣𝜌v = 0. (14)

3. Заключение

Èçëîæåííûå óñëîâèÿ (12), ðàñêðûâàþùèå ñìûñë íåïðåðûâíîñòè êîíòèíóóìà Êîññåðà, è ñî-
ñòàâëåííûå óðàâíåíèÿ (13) ìîãóò óïðîñòèòü ïóòü ïîñòðîåíèÿ (èëè ðàçâèòèÿ) ìåçîñêîïè÷åñêîé
ìîäåëè òâåðäîãî òåëà, ñêàæåì, ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè Ìàð÷åíêî � Ìèñáàõà äëÿ àìîðôíûõ ìà-
òåðèàëîâ [7] â ñèëó ñâîåé ïðîñòîòû è ïðååìñòâåííîñòè ïî îòíîøåíèþ ê êîíòèíóàëüíîé òåîðèè
äèñëîêàöèé.
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1. Введение

Âîïðîñ ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðè íàãðóæåíèè èçäåëèé àääèòèâíûõ SLM
òåõíîëîãèé (ÀÒ) è ôèêñàöèè â íèõ àâòîâîëíîâûõ äåôîðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ èçó÷åí íåäîñòà-
òî÷íî ïîëíî [1,2]. Èõ àêòóàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàñòóùèì îáú¼ìîì èçäå-
ëèé SLM, èñïîëüçóåìûõ â îòâåòñòâåííûõ è òÿæåëî-íàãðóæåííûõ óçëàõ ñîâðåìåííûõ ìàøèí
è ìåõàíèçìîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòñóòñòâèåì âñåîáúåìëþùåé èíôîðìàöèè î âëèÿíèè ñòðóê-
òóðíîé íåîäíîðîäíîñòè (àíèçîòðîïèè) íà çàðîæäåíèå ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè â îòäåëüíûõ
ìèêðîîáú¼ìàõ (ëîêàëüíûõ î÷àãàõ ïëàñòè÷íîñòè) è âîëíîâîé õàðàêòåð å¼ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ËÏÄ â ïðîöåññå èõ ýêñïëóàòàöèè. Èññëåäîâàíèÿ òîðìîçèò ìíåíèå îá îòñóòñòâèè íåîáõîäèìî-
ñòè èçó÷åíèÿ âîëíîâîé ïðèðîäû ìàòåðèàëîâ ÀÒ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âîëíîâîé ïðîöåññû äåôîðìà-
öèè ðåàëèçóþòñÿ ïðè íåäîïóñòèìûõ íàãðóçêàõ (àâàðèéíàÿ ñèòóàöèÿ). Àâòîðû ñòàòüè ñ÷èòàþò

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного фонда проект № 23-29-00433:
«Волновая деформация и её взаимосвязь с ортотропией структуры и физико-механических свойств в изделиях
селективного лазерного сплавления».
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ïîäîáíûé ïîäõîä íå âåðíûì. Ðàíåå îíè âûÿâèëè â àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëàõ ÀÒ âîëíîâîé õà-
ðàêòåð ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè [3,4]. Ðàññìàòðèâàëè âîïðîñ äîñòîâåðíîñòè çàôèêñèðîâàí-
íûõ âîëíîâûõ ñïåêòðîâ ñ ó÷¼òîì ïîãðåøíîñòåé, âûÿâëåííûõ ïðè ÀÖÏ è îáðàáîòêå äàííûõ
âèäåîôèêñàöèè ïðîöåññà íàãðóæåíèè.

Цель данной работы � íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ èñïûòàíèé íà ðàñ-
òÿæåíèå ïîäòâåðäèòü ïåðèîäè÷íîñòü âûÿâëåííûõ çàâèñèìîñòåé õàðàêòåðèñòèê âîëíîâîé äå-
ôîðìàöèè è îïðåäåëèòü èõ êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû.

Материал и методики исследования. Îáúåêòû � îáðàçöû ïîðîøêîâîé íåðæàâåþùåé
ñòàëè ìàðêè 03Õ18Í12Ì2 (àíàëîã AISI 316L), èçãîòîâëåííûå ïî SLM -òåõíîëîãèè â äâóõ íà-
ïðàâëåíèÿõ ñêàíèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëàòôîðìû 3d -ïðèíòåðà SLM 280 2.0HL Îáðàçöû ñ
ïðåäâàðèòåëüíî íàíåñåííîé ðàçìåòî÷íîé ñåòêîé ïîäâåðãàëè ðàñòÿæåíèþ (ÃÎÑÒ 1497-84, òèï
I). Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ äî ðàçðóøåíèÿ ôèêñèðîâàëè íà öèôðîâóþ ôîòîêàìåðó Canon EOS
250D â ðåæèìå 4k è ñîõðàíÿëè â ôîðìàòå .mov. Ïîëó÷åííûå èçîáðàæåíèÿ ñ çàäàííûìè âðå-
ìåííûìè èíòåðâàëàìè îáðàáàòûâàëè â ãðàôè÷åñêèõ ðåäàêòîðàõ [5-7]. Îïðåäåëÿëè èçìåíåíèå
äëèíû ýëåìåíòîâ ñåòêè li(ìì) è èõ îòíîñèòåëüíóþ äåôîðìàöèþ - 𝛿. Ñòðîèëè ãðàôèêè çàâèñè-
ìîñòåé èõ ëîêàëüíîé îòíîñèòåëüíîé äåôîðìàöèè (𝛿) ïî äëèíå îáðàçöà (l, ìì) â îïðåäåë¼ííîå
âðåìÿ (t, ñåê) [8,9]. Ïàðàëëåëüíî ïðîâîäèëè ìåòàëëîãðàôè÷åñêèé àíàëèç ñòðóêòóðû îáðàçöîâ
[10].

2. Результаты экспериментов их анализ

Âèä ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé 𝛿=f (l 𝑖), 𝛿=f (t 𝑖) è èõ àíàëèç ïîäòâåðäèë íàëè÷èå èõ ïåðèîäè÷-
íîñòè (ìíîãîñòàäèéíîñòè) ïî âðåìåíè èñïûòàíèé è âîëíîâîãî õàðàêòåðà ëîêàëüíûõ äåôîðìà-
öèé 𝛿 ïî äëèíå îáðàçöà. Â ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ñïåêòðîâ (𝛿=(l𝑖)), ðàçâèâàþùèõñÿ â òå÷åíèè
èñïûòàíèÿ, ôèêñèðîâàëè äâèæåíèå îòäåëüíûõ ìàêñèìóìîâ ëîêàëüíîé äåôîðìàöèè. Îòìåòèëè
ìíîãîñòàäèéíûé ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð óâåëè÷åíèÿ âûñîòû ìàêñèìóìîâ â òå÷åíèè äëèòåëü-
íîñòè íàãðóæåíèÿ îáðàçöà 𝛿=f (t 𝑖) [6].

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âëèÿíèÿ íà ýòè âûâîäû ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííîé ñ àíàëîãîâî-öèôðîâûì
ïðåîáðàçîâàíèåì (ÀÖÏ) îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ðàçìåòî÷íîé ñåòêè, ïðîåöèðóåìîãî íà ìàò-
ðèöó ôîòîêàìåðû, è åãî êîëè÷åñòâåííûì àíàëèçîì â ãðàôè÷åñêèõ ðåäàêòîðàõ [6,7], ïîëó÷åí-
íûå çàâèñèìîñòè (𝛿=f (l 𝑖), 𝛿=f (t 𝑖), ïîäâåðãëè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå. Èç âûñîò ìàêñèìó-
ìîâ âîëíîâûõ ñïåêòðîâ íà çàâèñèìîñòÿõ (𝛿=f (l 𝑖) èñêëþ÷àëè óêàçàííóþ ïîãðåøíîñòü, ñ÷èòàÿ
å¼ íåóñòðàíèìîé [9,10]. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ýòèõ çàâèñèìîñòåé çàêëþ÷àëàñü â ñòàòè-
ñòè÷åñêîé îáðàáîòêå (àïïðîêñèìàöèè) ïîëó÷åííûõ ìàññèâîâ ëîêàëüíûõ äåôîðìàöèé 𝛿=f (l 𝑖)
è 𝛿=f (t 𝑖) íà ó÷àñòêàõ ðàñ÷¼òíîé äëèíû îáðàçöà (l=42 ìì); á - (l=52 ìì) ñ ìàêñèìàëüíîé
ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèåé, ôèêñèðîâàâøåéñÿ âî âðåìÿ èñïûòàíèÿ (t, ñåê). Ñòðîèëè ãðàôèêè
ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïðîòÿæ¼ííîñòè (Δt, ñåê) âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ
äåôîðìàöèè íà óêàçàííûõ ó÷àñòêàõ.

Íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ïîêàçàëà ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè ïðîòÿ-
æ¼ííîñòè (Δt, ñåê) âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèè íà ó÷àñòêå l=52 ìì: y =
-0,0861x6 + 2,6571x5 - 32,319x4 + 195,69x3 - 608,24x2 + 882,33x - 410; RI = 0,9483 è íà ó÷àñòêå
l=42 ìì: y = -0,0174x6 + 0,5268x5 - 5,9436x4 + 30,259x3 - 65,541x2 + 39,53x + 31; RI = 0,6563

Íà âñåõ ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòÿõ íàáëþäàëè ÿâíóþ ïåðèîäè÷íîñòü. Êèíåòè÷åñêèå çàâè-
ñèìîñòè îòðàçèëè íàëè÷èå ìàêñèìóìîâ ñêîðîñòè ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè
íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ äëèíû îáðàçöà, ïîëîæåíèå êîòîðûõ èçìåíÿëîñü â òå÷åíèå íàãðóæåíèÿ
îáðàçöà.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé ñòðîèëè êèíåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòåé âîëíîâîãî ïðîöåññà -
èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ïëàñòè÷íîñòè è ñêîðîñòè äåôîðìàöèè
(d𝛿/dt) è ïîëó÷àëè èõ êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè.
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Ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìàêñèìóìîâ è èõ ëî-
êàëüíîé äåôîðìàöèè (d𝛿/dt) îò äëèòåëüíîñòè èñïûòàíèÿ (t, ñåê) èìåëà âèä äëÿ ó÷àñòêà l=42
ìì: y = 5E-05x6 - 0,0019x5 + 0,0267x4 - 0,1871x3 + 0,6529x2 - 1,0168x + 0,53; RI = 0,5159 è äëÿ
ó÷àñòêà l=52 ìì: y = -8E-14x6 + 5E-11x5 - 1E-08x4 + 1E-06x3 - 7E-05x2 + 0,0018x - 0,0123; RI
= 0,1773.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ óðîâíÿ äîñòîâåðíîñòè àïïðîêñèìàöèè è âå-
ëè÷èíû äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïîçâîëèëè ñòàòèñòè÷åñêè äîñòîâåðíî çàôèêñèðîâàòü ëî-
êàöèþ ìèêðîîáú¼ìîâ ñ ìàêñèìàëüíî âûñîêîé ñêîðîñòüþ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñòðîèëè ãèñòîãðàììû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè äåôîðìàöèè
(d𝛿/dt) íà ó÷àñòêàõ ðàñ÷¼òíîé äëèíû îáðàçöà l=42ìì è l=52ìì ñ ìàêñèìàëüíîé ïëàñòè÷åñêîé
äåôîðìàöèåé îò äëèòåëüíîñòè èñïûòàíèÿ (t, ñåê).

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ãèñòîãðàìì ïîäòâåðäèë íàëè÷èå â îáú¼ìå íàãðóæåííûõ îáðàçöîâ ôîð-
ìèðîâàíèå ãðóïïû î÷àãîâ (ãðóïïû ìàêñèìóìîâ) ëîêàëèçîâàííîé äåôîðìàöèè, ïåðåìåùàþ-
ùèõñÿ ïî äëèíå îáðàçöà ïîä äåéñòâèåì ðàñòóùåé âíåøíåé íàãðóçêè.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ âûâîäîâ äîïîëíèòåëüíî ïîäòâåðäèëè ðåçóëüòàòû àíàëèçà êîì-
áèíàöèè êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ((𝛿 =f (t)) è ïåðèîäè÷åñêèõ (𝛿 =f (l 𝑖)) ôóíêöèè. Äëÿ âûäåëå-
íèÿ ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû óêàçàííûõ ôóíêöèé âîññòàíàâëèâàëè ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-
èíòåðïîëÿöèè [11].

3. Выводы

1. Ñòàòèñòè÷åñêè äîñòîâåðíî ïîäòâåðäèëè íàëè÷èå ðàíåå âûÿâëåííîãî âîëíîâîãî ìíîãî-
ñòàäèéíîãî õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ËÏÄ.

2. Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ïîçâîëèëà óòî÷íèòü êîëè÷åñòâî, ñêîðîñòü è
âðåìåííûå äèàïàçîíû ðàçâèòèÿ ìèêðîîáú¼ìîâ (î÷àãîâ) ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîð-
ìàöèè íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ýòàïàõ èñïûòàíèé è èñêëþ÷èòü âëèÿíèå îòìå÷åííûõ ïîãðåø-
íîñòåé íà äîñòîâåðíîñòü íàëè÷èÿ âîëíîâûõ ñïåêòðîâ ËÏÄ.

3. Îöåíèëè ñêîðîñòü è âðåìåííûå äèàïàçîíû ýâîëþöèîíèðîâàíèÿ ìèêðîîáú¼ìîâ ëîêàëè-
çîâàííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè â îáðàçöàõ 3d òåõíîëîãèè.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного фонда проект
№ 23-29-00433: «Волновая деформация и её взаимосвязь с ортотропией структуры и физико-
механических свойств в изделиях селективного лазерного сплавления».
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