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Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Ñîäåðæàíèå

Ñ îïîðîé, â îñíîâíîì, íà èñòî÷íèêè [5], [4], [1], [6] â íàøåì
îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ:

äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè: óñëîâèÿ ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè C(p) è T (q); äóàëüíûå êàðòû; ôîðìóëû
êðèâèèçíû; òåîðåìû î ïëîùàäè è ñëîå;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî
êëàññà ìàëîñîêðàòèìûõ ãðóïï;

ñïåöèàëüíûå äèàãðàììû äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà: óñëîâèå ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè, ïîíÿòèÿ äåíîâñêîé îáëàñòè è ïîëîñû, èõ ñâÿçü ñ
àëãîðèòìîì Äåíà; R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ
R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ êîëüöåâàÿ ïðèâîäèìîñòü;
êëàññèôèêàöèÿ äèàãðàìì ñîïðÿæåííîñòè;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ
Êîêñòåðà (áîëüøîãî òèïà).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Ñîäåðæàíèå

Ñ îïîðîé, â îñíîâíîì, íà èñòî÷íèêè [5], [4], [1], [6] â íàøåì
îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ:

äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè: óñëîâèÿ ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè C(p) è T (q); äóàëüíûå êàðòû; ôîðìóëû
êðèâèèçíû; òåîðåìû î ïëîùàäè è ñëîå;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî
êëàññà ìàëîñîêðàòèìûõ ãðóïï;

ñïåöèàëüíûå äèàãðàììû äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà: óñëîâèå ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè, ïîíÿòèÿ äåíîâñêîé îáëàñòè è ïîëîñû, èõ ñâÿçü ñ
àëãîðèòìîì Äåíà; R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ
R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ êîëüöåâàÿ ïðèâîäèìîñòü;
êëàññèôèêàöèÿ äèàãðàìì ñîïðÿæåííîñòè;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ
Êîêñòåðà (áîëüøîãî òèïà).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Ñîäåðæàíèå

Ñ îïîðîé, â îñíîâíîì, íà èñòî÷íèêè [5], [4], [1], [6] â íàøåì
îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ:

äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè: óñëîâèÿ ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè C(p) è T (q); äóàëüíûå êàðòû; ôîðìóëû
êðèâèèçíû; òåîðåìû î ïëîùàäè è ñëîå;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî
êëàññà ìàëîñîêðàòèìûõ ãðóïï;

ñïåöèàëüíûå äèàãðàììû äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà: óñëîâèå ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè, ïîíÿòèÿ äåíîâñêîé îáëàñòè è ïîëîñû, èõ ñâÿçü ñ
àëãîðèòìîì Äåíà; R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ
R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ êîëüöåâàÿ ïðèâîäèìîñòü;
êëàññèôèêàöèÿ äèàãðàìì ñîïðÿæåííîñòè;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ
Êîêñòåðà (áîëüøîãî òèïà).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Ñîäåðæàíèå

Ñ îïîðîé, â îñíîâíîì, íà èñòî÷íèêè [5], [4], [1], [6] â íàøåì
îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ:

äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè: óñëîâèÿ ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè C(p) è T (q); äóàëüíûå êàðòû; ôîðìóëû
êðèâèèçíû; òåîðåìû î ïëîùàäè è ñëîå;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî
êëàññà ìàëîñîêðàòèìûõ ãðóïï;

ñïåöèàëüíûå äèàãðàììû äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà: óñëîâèå ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè, ïîíÿòèÿ äåíîâñêîé îáëàñòè è ïîëîñû, èõ ñâÿçü ñ
àëãîðèòìîì Äåíà; R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ
R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ êîëüöåâàÿ ïðèâîäèìîñòü;
êëàññèôèêàöèÿ äèàãðàìì ñîïðÿæåííîñòè;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ
Êîêñòåðà (áîëüøîãî òèïà).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Ñîäåðæàíèå

Ñ îïîðîé, â îñíîâíîì, íà èñòî÷íèêè [5], [4], [1], [6] â íàøåì
îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ:

äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè: óñëîâèÿ ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè C(p) è T (q); äóàëüíûå êàðòû; ôîðìóëû
êðèâèèçíû; òåîðåìû î ïëîùàäè è ñëîå;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî
êëàññà ìàëîñîêðàòèìûõ ãðóïï;

ñïåöèàëüíûå äèàãðàììû äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà: óñëîâèå ìàëîé
ñîêðàòèìîñòè, ïîíÿòèÿ äåíîâñêîé îáëàñòè è ïîëîñû, èõ ñâÿçü ñ
àëãîðèòìîì Äåíà; R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ
R-ïðèâîäèìîñòü, ñïåöèàëüíàÿ êîëüöåâàÿ ïðèâîäèìîñòü;
êëàññèôèêàöèÿ äèàãðàìì ñîïðÿæåííîñòè;

ðåøåíèå ïðîáëåì ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïàõ
Êîêñòåðà (áîëüøîãî òèïà).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ìåæäó ìàëîñîêðàòèìûìè ãðóïïàìè è ãðóïïàìè Êîêñòåðà ñóùåñòâóåò
ãëóáîêàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ðàññìîòðåííûå ìåòîäû
ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðîáëåì. Ñþäà îòíîñÿòñÿ:

ïðîáëåìû ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ìàëîñîêðàòèìûõ ãðóïï
è ãðóïï Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà;

ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà è ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïï
Êîêñòåðà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà;

îöåíêè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè, à òàêæå àäàïòàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
àëãîðèòìîâ äëÿ ïðèìåíåíèÿ â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ
îòêðûòûì êëþ÷îì.
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Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïîíÿòèå ââåäåíî Õ. Êîêñòåðîì (H.S.M. Coxeter) â 1934 ãîäó. Îíî
âîçíèêëî â òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï, ïîðîæäàåìûõ îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé.
Âñÿêàÿ ãðóïïà îòðàæåíèé � ãðóïïà Êîêñòåðà (â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ íàäî âçÿòü îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé,
îãðàíè÷èâàþùèõ åå ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîãðàííèê).
Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå
îòðàæåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïîíÿòèå ââåäåíî Õ. Êîêñòåðîì (H.S.M. Coxeter) â 1934 ãîäó. Îíî
âîçíèêëî â òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï, ïîðîæäàåìûõ îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé.
Âñÿêàÿ ãðóïïà îòðàæåíèé � ãðóïïà Êîêñòåðà (â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ íàäî âçÿòü îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé,
îãðàíè÷èâàþùèõ åå ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîãðàííèê).
Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå
îòðàæåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïîíÿòèå ââåäåíî Õ. Êîêñòåðîì (H.S.M. Coxeter) â 1934 ãîäó. Îíî
âîçíèêëî â òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï, ïîðîæäàåìûõ îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé.
Âñÿêàÿ ãðóïïà îòðàæåíèé � ãðóïïà Êîêñòåðà (â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ íàäî âçÿòü îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé,
îãðàíè÷èâàþùèõ åå ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîãðàííèê).
Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå
îòðàæåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïîíÿòèå ââåäåíî Õ. Êîêñòåðîì (H.S.M. Coxeter) â 1934 ãîäó. Îíî
âîçíèêëî â òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï, ïîðîæäàåìûõ îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé.
Âñÿêàÿ ãðóïïà îòðàæåíèé � ãðóïïà Êîêñòåðà (â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ íàäî âçÿòü îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé,
îãðàíè÷èâàþùèõ åå ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîãðàííèê).
Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå
îòðàæåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà

Ïðèìåð 1

G = 〈a, b, c; a2, b2, c2, (ab)3, (bc)3, (ac)2〉

Ãðàô ýòîé ãðóïïû � òàê íàçûâàåìûé ¾ïîëóãðàííèê Êýëè¿:

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîêàçàòåëè îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà

Ïðèìåð 1

G = 〈a, b, c; a2, b2, c2, (ab)3, (bc)3, (ac)2〉

Ãðàô ýòîé ãðóïïû � òàê íàçûâàåìûé ¾ïîëóãðàííèê Êýëè¿:

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîêàçàòåëè îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà

Ïðèìåð 1

G = 〈a, b, c; a2, b2, c2, (ab)3, (bc)3, (ac)2〉

Ãðàô ýòîé ãðóïïû � òàê íàçûâàåìûé ¾ïîëóãðàííèê Êýëè¿:

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîêàçàòåëè îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà
Ãðàô íà E2

Ïðèìåð 2

G = 〈a, b, c; a2, b2, c2, (ab)3, (bc)3, (ac)3〉

Ôðàãìåíò ãðàôà ãðóïïû:

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà
Ãðàô íà E2

Ïðèìåð 2

G = 〈a, b, c; a2, b2, c2, (ab)3, (bc)3, (ac)3〉

Ôðàãìåíò ãðàôà ãðóïïû:

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Åùå îäíà áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà
Ãðàô � óæå íà H2

Ïðèìåð 3

G = 〈a, b, c; a2, b2, c2, (ab)2, (bc)4, (ac)6〉

Ãðàô ãðóïïû (äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè âçÿòà ìîäåëü
Ïóàíêàðå):

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Åùå îäíà áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà
Ãðàô � óæå íà H2

Ïðèìåð 3

G = 〈a, b, c; a2, b2, c2, (ab)2, (bc)4, (ac)6〉

Ãðàô ãðóïïû (äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè âçÿòà ìîäåëü
Ïóàíêàðå):

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Óñëîâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï Êîêñòåðà
Àïïåëü è Øóïï, 1983 ã.

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò
ïîêàçàòåëåé mij îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ ãðóïïû Êîêñòåðà ìîãóò
áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè:

∀mij = 2 èëè mij =∞ � ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû
(∃mij = 2 � ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé);

∀mij ≥ 3 � ãðóïïû áîëüøîãî òèïà

â ÷àñòíîñòè, åñëè ∀mij ≥ 4 � ãðóïïû ýêñòðàáîëüøîãî òèïà

Çàìåòèì, ÷òî ó êîíå÷íûõ ãðóïï ëèøü íåìíîãèå ïîêàçàòåëè ìîãóò
ïðåâîñõîäèòü 2. Ïîýòîìó ãðóïïû áîëüøîãî (è ýêñòðàáîëüøîãî) òèïà
� áåñêîíå÷íûå.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Óñëîâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï Êîêñòåðà
Àïïåëü è Øóïï, 1983 ã.

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò
ïîêàçàòåëåé mij îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ ãðóïïû Êîêñòåðà ìîãóò
áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè:

∀mij = 2 èëè mij =∞ � ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû
(∃mij = 2 � ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé);

∀mij ≥ 3 � ãðóïïû áîëüøîãî òèïà

â ÷àñòíîñòè, åñëè ∀mij ≥ 4 � ãðóïïû ýêñòðàáîëüøîãî òèïà

Çàìåòèì, ÷òî ó êîíå÷íûõ ãðóïï ëèøü íåìíîãèå ïîêàçàòåëè ìîãóò
ïðåâîñõîäèòü 2. Ïîýòîìó ãðóïïû áîëüøîãî (è ýêñòðàáîëüøîãî) òèïà
� áåñêîíå÷íûå.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Óñëîâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï Êîêñòåðà
Àïïåëü è Øóïï, 1983 ã.

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò
ïîêàçàòåëåé mij îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ ãðóïïû Êîêñòåðà ìîãóò
áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè:

∀mij = 2 èëè mij =∞ � ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû
(∃mij = 2 � ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé);

∀mij ≥ 3 � ãðóïïû áîëüøîãî òèïà

â ÷àñòíîñòè, åñëè ∀mij ≥ 4 � ãðóïïû ýêñòðàáîëüøîãî òèïà

Çàìåòèì, ÷òî ó êîíå÷íûõ ãðóïï ëèøü íåìíîãèå ïîêàçàòåëè ìîãóò
ïðåâîñõîäèòü 2. Ïîýòîìó ãðóïïû áîëüøîãî (è ýêñòðàáîëüøîãî) òèïà
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Óñëîâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï Êîêñòåðà
Àïïåëü è Øóïï, 1983 ã.

Ãðóïïà Êîêñòåðà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ J (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò
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∀mij = 2 èëè mij =∞ � ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû
(∃mij = 2 � ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé);

∀mij ≥ 3 � ãðóïïû áîëüøîãî òèïà

â ÷àñòíîñòè, åñëè ∀mij ≥ 4 � ãðóïïû ýêñòðàáîëüøîãî òèïà
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mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 2.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò
ïîêàçàòåëåé mij îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ ãðóïïû Êîêñòåðà ìîãóò
áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè:
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Çàìåòèì, ÷òî ó êîíå÷íûõ ãðóïï ëèøü íåìíîãèå ïîêàçàòåëè ìîãóò
ïðåâîñõîäèòü 2. Ïîýòîìó ãðóïïû áîëüøîãî (è ýêñòðàáîëüøîãî) òèïà
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Èñòîðèÿ âîïðîñà
Ìàêñ Äåí (Dehn), 1911 ã.

Ïóñòü ãðóïïà çàäàíà ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé:

G = 〈X; R〉
Òîãäà ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ãðóïïû G
âîçíèêàþò òðè ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû:

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà � çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âûÿñíèòü
∀w ∈ G âåðíî ëè, ÷òî w =G 1;
èëè, ÷òî òî æå: ∀w, v ∈ G âåðíî ëè, ÷òî w =G v?

Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè � çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âûÿñíèòü
∀w, v ∈ G ∃?z ∈ G : w =G zvz−1?

Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà � çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âûÿñíèòü
∀G′ = 〈X ′; R′〉 âåðíî ëè, ÷òî G ∼= G′?

Ïîçäíåå áûëè òàêæå âûäåëåíû: ïðîáëåìà ïîðÿäêà, îáîáùåííûå
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè (äëÿ íàáîðîâ ñëîâ), ñëàáàÿ è
ñèëüíàÿ ïðîáëåìû ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â
ïîäãðóïïó (äàííîãî êëàññà) è äð.
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∀G′ = 〈X ′; R′〉 âåðíî ëè, ÷òî G ∼= G′?

Ïîçäíåå áûëè òàêæå âûäåëåíû: ïðîáëåìà ïîðÿäêà, îáîáùåííûå
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè (äëÿ íàáîðîâ ñëîâ), ñëàáàÿ è
ñèëüíàÿ ïðîáëåìû ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â
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Òîãäà ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ãðóïïû G
âîçíèêàþò òðè ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû:

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà � çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âûÿñíèòü
∀w ∈ G âåðíî ëè, ÷òî w =G 1;
èëè, ÷òî òî æå: ∀w, v ∈ G âåðíî ëè, ÷òî w =G v?

Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè � çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âûÿñíèòü
∀w, v ∈ G ∃?z ∈ G : w =G zvz−1?

Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà � çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âûÿñíèòü
∀G′ = 〈X ′; R′〉 âåðíî ëè, ÷òî G ∼= G′?

Ïîçäíåå áûëè òàêæå âûäåëåíû: ïðîáëåìà ïîðÿäêà, îáîáùåííûå
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè (äëÿ íàáîðîâ ñëîâ), ñëàáàÿ è
ñèëüíàÿ ïðîáëåìû ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â
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ïîäãðóïïó (äàííîãî êëàññà) è äð.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
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Íåðàçðåøèìîñòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè
ãðóïï
Ï.Ñ. Íîâèêîâ � 1952-54 ãã., Ñ.È. Àäÿí � 1957 ã.

Äåí ïðåäúÿâèë àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï çàìêíóòûõ
îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé.

Êîíòðïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì,
ïîñòàâëåííûõ Äåíîì, äàæå â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï,
áûëè ïðåäúÿâëåíû Íîâèêîâûì � äëÿ ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè, Àäÿíîì � äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà.
Ïðè ýòîì èç ðåçóëüòàòîâ Àäÿíà ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ïî÷òè ëþáîãî ñâîéñòâà êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïû
� àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâà Íîâèêîâà è Àäÿíà áûëè ïîçäíåå óïðîùåíû
Áðèòòîíîì è Áóíîì (Boone). Èíòåðåñíî, ÷òî íåðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï åùå ðàíåå äîêàçàíà À.À.
Ìàðêîâûì (1947 ã.)
Ñ òåõ ïîð àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî â
êîíêðåòíûõ êëàññàõ ãðóïï.
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Ï.Ñ. Íîâèêîâ � 1952-54 ãã., Ñ.È. Àäÿí � 1957 ã.

Äåí ïðåäúÿâèë àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï çàìêíóòûõ
îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé.
Êîíòðïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì,
ïîñòàâëåííûõ Äåíîì, äàæå â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï,
áûëè ïðåäúÿâëåíû Íîâèêîâûì � äëÿ ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè, Àäÿíîì � äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà.
Ïðè ýòîì èç ðåçóëüòàòîâ Àäÿíà ñëåäóåò, ÷òî

ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ïî÷òè ëþáîãî ñâîéñòâà êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïû
� àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâà Íîâèêîâà è Àäÿíà áûëè ïîçäíåå óïðîùåíû
Áðèòòîíîì è Áóíîì (Boone). Èíòåðåñíî, ÷òî íåðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï åùå ðàíåå äîêàçàíà À.À.
Ìàðêîâûì (1947 ã.)
Ñ òåõ ïîð àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî â
êîíêðåòíûõ êëàññàõ ãðóïï.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Íåðàçðåøèìîñòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè
ãðóïï
Ï.Ñ. Íîâèêîâ � 1952-54 ãã., Ñ.È. Àäÿí � 1957 ã.

Êîíòðïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì,
ïîñòàâëåííûõ Äåíîì, äàæå â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï,
áûëè ïðåäúÿâëåíû Íîâèêîâûì � äëÿ ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè, Àäÿíîì � äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà.
Ïðè ýòîì èç ðåçóëüòàòîâ Àäÿíà ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ïî÷òè ëþáîãî ñâîéñòâà êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïû
� àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâà Íîâèêîâà è Àäÿíà áûëè ïîçäíåå óïðîùåíû
Áðèòòîíîì è Áóíîì (Boone). Èíòåðåñíî, ÷òî íåðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï åùå ðàíåå äîêàçàíà À.À.
Ìàðêîâûì (1947 ã.)
Ñ òåõ ïîð àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî â
êîíêðåòíûõ êëàññàõ ãðóïï.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Íåðàçðåøèìîñòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè
ãðóïï
Ï.Ñ. Íîâèêîâ � 1952-54 ãã., Ñ.È. Àäÿí � 1957 ã.

Êîíòðïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì,
ïîñòàâëåííûõ Äåíîì, äàæå â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï,
áûëè ïðåäúÿâëåíû Íîâèêîâûì � äëÿ ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè, Àäÿíîì � äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà.
Ïðè ýòîì èç ðåçóëüòàòîâ Àäÿíà ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ïî÷òè ëþáîãî ñâîéñòâà êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïû
� àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâà Íîâèêîâà è Àäÿíà áûëè ïîçäíåå óïðîùåíû
Áðèòòîíîì è Áóíîì (Boone). Èíòåðåñíî, ÷òî íåðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï åùå ðàíåå äîêàçàíà À.À.
Ìàðêîâûì (1947 ã.)

Ñ òåõ ïîð àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî â
êîíêðåòíûõ êëàññàõ ãðóïï.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Íåðàçðåøèìîñòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè
ãðóïï
Ï.Ñ. Íîâèêîâ � 1952-54 ãã., Ñ.È. Àäÿí � 1957 ã.

Êîíòðïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì,
ïîñòàâëåííûõ Äåíîì, äàæå â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï,
áûëè ïðåäúÿâëåíû Íîâèêîâûì � äëÿ ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè, Àäÿíîì � äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà.
Ïðè ýòîì èç ðåçóëüòàòîâ Àäÿíà ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ïî÷òè ëþáîãî ñâîéñòâà êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïû
� àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâà Íîâèêîâà è Àäÿíà áûëè ïîçäíåå óïðîùåíû
Áðèòòîíîì è Áóíîì (Boone). Èíòåðåñíî, ÷òî íåðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï åùå ðàíåå äîêàçàíà À.À.
Ìàðêîâûì (1947 ã.)
Ñ òåõ ïîð àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî â
êîíêðåòíûõ êëàññàõ ãðóïï.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà
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C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Äèàãðàììû íàä ãðóïïàìè
Ý. âàí Êàìïåí � 1933 ã., Ð. Ëèíäîí � 1966 ã.

Èññëåäîâàíèÿ Äåíà 1910-õ ãã. îïèðàþòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó
ãðóïï, êîòîðûå îí ðàññìàòðèâàë. Ïîçäíåå ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ
÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû (Â.À. Òàðòàêîâñêèé, Ì.Ä.
Ãðèíäëèíãåð, Æ.Òèòñ è äð.).

Äèàãðàììû ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ãðàôó ãðóïïû � òîëüêî ðåáðà
ïîìå÷åíû, â îáùåì ñëó÷àå, íå îáðàçóþùèìè, à ïîäñëîâàìè
îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Ëåììà âàí Êàìïåíà

∀w ∈ G = F/N áóäåò w ∈F N , èëè, ÷òî òî æå, w =G 1
⇔ ∃ äèñêîâàÿ R-äèàãðàììà M , ìåòêà íà ãðàíèöå êîòîðîé
ϕ(∂M) = w.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Äèàãðàììû íàä ãðóïïàìè
Ý. âàí Êàìïåí � 1933 ã., Ð. Ëèíäîí � 1966 ã.

Èññëåäîâàíèÿ Äåíà 1910-õ ãã. îïèðàþòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó
ãðóïï, êîòîðûå îí ðàññìàòðèâàë. Ïîçäíåå ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ
÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû (Â.À. Òàðòàêîâñêèé, Ì.Ä.
Ãðèíäëèíãåð, Æ.Òèòñ è äð.).
Ñåãîäíÿ äëÿ íàãëÿäíîãî âûâîäà ñëåäñòâèé èç îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé è, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè èñïîëüçóþò äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè:

Äèàãðàììû ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ãðàôó ãðóïïû � òîëüêî ðåáðà
ïîìå÷åíû, â îáùåì ñëó÷àå, íå îáðàçóþùèìè, à ïîäñëîâàìè
îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Ëåììà âàí Êàìïåíà

∀w ∈ G = F/N áóäåò w ∈F N , èëè, ÷òî òî æå, w =G 1
⇔ ∃ äèñêîâàÿ R-äèàãðàììà M , ìåòêà íà ãðàíèöå êîòîðîé
ϕ(∂M) = w.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà
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C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Äèàãðàììû íàä ãðóïïàìè
Ý. âàí Êàìïåí � 1933 ã., Ð. Ëèíäîí � 1966 ã.

Ñåãîäíÿ äëÿ íàãëÿäíîãî âûâîäà ñëåäñòâèé èç îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé è, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì ðàâåíñòâà è
ñîïðÿæåííîñòè èñïîëüçóþò äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè:
Åñëè G = 〈X; R〉 è F = 〈X〉 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, òî, êàê èçâåñòíî,
G ∼= F/N , ãäå N = RF � íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ R â F .

Äèàãðàììû ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ãðàôó ãðóïïû � òîëüêî ðåáðà
ïîìå÷åíû, â îáùåì ñëó÷àå, íå îáðàçóþùèìè, à ïîäñëîâàìè
îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Ëåììà âàí Êàìïåíà

∀w ∈ G = F/N áóäåò w ∈F N , èëè, ÷òî òî æå, w =G 1
⇔ ∃ äèñêîâàÿ R-äèàãðàììà M , ìåòêà íà ãðàíèöå êîòîðîé
ϕ(∂M) = w.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà
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Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Î äàííîé ðàáîòå
Ãðóïïû Êîêñòåðà � îïðåäåëåíèå
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
Ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

Äèàãðàììû íàä ãðóïïàìè
Ý. âàí Êàìïåí � 1933 ã., Ð. Ëèíäîí � 1966 ã.

Åñëè G = 〈X; R〉 è F = 〈X〉 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, òî, êàê èçâåñòíî,
G ∼= F/N , ãäå N = RF � íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ R â F .
Ñîîòâåòñòâåííî,

w =G 1⇔ w ∈ RF ⇔ ∃n ∈ N : w =

n∏
i=1

cir
εi
i c
−1
i , εi = ±1 (1)

Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî w =G 1⇒ w−1 =G 1 è w∗ =G 1, ãäå w∗ �
ëþáîé öèêëè÷åñêèé ñäâèã ñëîâà w.

Äèàãðàììû ñòðîÿòñÿ
àíàëîãè÷íî ãðàôó ãðóïïû � òîëüêî ðåáðà ïîìå÷åíû, â îáùåì
ñëó÷àå, íå îáðàçóþùèìè, à ïîäñëîâàìè îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Ëåììà âàí Êàìïåíà

∀w ∈ G = F/N áóäåò w ∈F N , èëè, ÷òî òî æå, w =G 1
⇔ ∃ äèñêîâàÿ R-äèàãðàììà M , ìåòêà íà ãðàíèöå êîòîðîé
ϕ(∂M) = w.
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Äèàãðàììû íàä ãðóïïàìè
Ý. âàí Êàìïåí � 1933 ã., Ð. Ëèíäîí � 1966 ã.

Ñîîòâåòñòâåííî,

w =G 1⇔ w ∈ RF ⇔ ∃n ∈ N : w =

n∏
i=1

cir
εi
i c
−1
i , εi = ±1 (1)

Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî w =G 1⇒ w−1 =G 1 è w∗ =G 1, ãäå w∗ �
ëþáîé öèêëè÷åñêèé ñäâèã ñëîâà w.

Ïîíÿòèå R-äèàãðàììû

Äèñêîâàÿ R-äèàãðàììà íàä ñâîáîäíîé ãðóïïîé F � ýòî ñâÿçíàÿ
îäíîñâÿçíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êàðòà íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,
ãðàíèöà êàæäîé îáëàñòè êîòîðîé èìååò ìåòêó � ýëåìåíò èç R.

(Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî R ä.á. ñèììåòðèçîâàíî � âñå ýëåìåíòû
öèêëè÷åñêè ïðèâåäåíû + çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ
ñäâèãîâ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî).

Äèàãðàììû ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ãðàôó ãðóïïû � òîëüêî ðåáðà
ïîìå÷åíû, â îáùåì ñëó÷àå, íå îáðàçóþùèìè, à ïîäñëîâàìè
îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ.

Ëåììà âàí Êàìïåíà

∀w ∈ G = F/N áóäåò w ∈F N , èëè, ÷òî òî æå, w =G 1
⇔ ∃ äèñêîâàÿ R-äèàãðàììà M , ìåòêà íà ãðàíèöå êîòîðîé
ϕ(∂M) = w.
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Äèàãðàììû íàä ãðóïïàìè
Ý. âàí Êàìïåí � 1933 ã., Ð. Ëèíäîí � 1966 ã.
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Ëåììà âàí Êàìïåíà
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Êîëüöåâûå äèàãðàììû ñîïðÿæåííîñòè
Ï. Øóïï, 1968 ã.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ èñïîëüçóþòñÿ äèàãðàììû
ñïåöèàëüíîãî âèäà:

Ìåòêè âíóòðåííåé è âíåøíåé ãðàíèö êîëüöåâîé äèàãðàììû �
öèêëè÷åñêèå ñäâèãè ñîïðÿæåííûõ ñëîâ; ìåòêà ïóòè, ñâÿçûâàþùåãî
ãðàíèöû � ñîïðÿãàþùèé ýëåìåíò. Â íàøåì ñëó÷àå:

u1 = u∗, z1 = z∗, bz−1b−1u1 = 1⇒ u1 = bz1b
−1
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âîçìîæíî òîëüêî åñëè åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î
ìíîæåñòâå îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ R.

Îïðåäåëåíèå

Êóñîê � îáùåå íà÷àëî êàêèõ-òî äâóõ ýëåìåíòîâ ñèììåòðèçîâàííîãî
ìíîæåñòâà:
r1, r2 ∈ R, ãäå r1 = cb, r2 = ct, r1 6= r−12 ⇒ c� êóñîê.

ßñíî, ÷òî êóñîê ñîêðàùàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèè r−11 r2.

Óñëîâèå C(p)

Íèêàêîå îïðåäåëÿþùåå ñëîâî íå ñîñòîèò ìåíüøå, ÷åì èç p êóñêîâ.

Óñëîâèå T (q)

Åñëè íå âî âñåõ ÷ëåíàõ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
r1r2, r2r3, . . . , rh−1rh, rhr1 íååäèíè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ
ri ∈ R âîçíèêàþò ñîêðàùåíèÿ (çäåñü 3 ≤ h < q).
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Ñâîéñòâà (p, q)-êàðò

Åñëè ìíîæåñòâî R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(p)&T (q), è åñëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà ïðèâåäåíà, ò.å. íèêàêîé öèêëè÷åñêèé
ïóòü íå ïîìå÷åí ñëîâîì, ñâîáîäíî ïðèâîäèìûì ê 1, ýòî îòðàæàåòñÿ
íà ñòðóêòóðå äèàãðàììû:

Ñòåïåíü ëþáîé âíóòðåííåé îáëàñòè

� íå ìåíüøå p.

Ñòåïåíü ëþáîé âíóòðåííåé âåðøèíû

� íå ìåíüøå q.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà òîãäà íàçûâàåòñÿ (p, q)-êàðòîé (èëè
[p, q]-êàðòîé � åñëè ñòåïåíü ëþáîé îáëàñòè íå ìåíüøå p).
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Åñëè ìíîæåñòâî R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(p)&T (q), è åñëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà ïðèâåäåíà, ò.å. íèêàêîé öèêëè÷åñêèé
ïóòü íå ïîìå÷åí ñëîâîì, ñâîáîäíî ïðèâîäèìûì ê 1, ýòî îòðàæàåòñÿ
íà ñòðóêòóðå äèàãðàììû:

Ñòåïåíü ëþáîé âíóòðåííåé îáëàñòè

� íå ìåíüøå p.

Ñòåïåíü ëþáîé âíóòðåííåé âåðøèíû

� íå ìåíüøå q.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà òîãäà íàçûâàåòñÿ (p, q)-êàðòîé (èëè
[p, q]-êàðòîé � åñëè ñòåïåíü ëþáîé îáëàñòè íå ìåíüøå p).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Ñâîéñòâà (p, q)-êàðò

Åñëè ìíîæåñòâî R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(p)&T (q), è åñëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà ïðèâåäåíà, ò.å. íèêàêîé öèêëè÷åñêèé
ïóòü íå ïîìå÷åí ñëîâîì, ñâîáîäíî ïðèâîäèìûì ê 1, ýòî îòðàæàåòñÿ
íà ñòðóêòóðå äèàãðàììû:

Ñòåïåíü ëþáîé âíóòðåííåé îáëàñòè

� íå ìåíüøå p.

Ñòåïåíü ëþáîé âíóòðåííåé âåðøèíû

� íå ìåíüøå q.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà òîãäà íàçûâàåòñÿ (p, q)-êàðòîé (èëè
[p, q]-êàðòîé � åñëè ñòåïåíü ëþáîé îáëàñòè íå ìåíüøå p).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Ôîðìóëû Ëèíäîíà (1966 ã.)

Îíè ïîëó÷àþòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ãàóññà-Áîííå äëÿ
êóñî÷íî-åâêëèäîâûõ êîìïëåêñîâ èëè ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ ñâÿçíîãî
ãðàôà V − E + F = 1 (â íàøåì ñëó÷àå ýòî êàðòà M ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ äèàãðàììó ãðóïïû):

p(Q− h) = Σ•M [p− d(v)] + Σ◦M [p− d(v)] +
p

q
·ΣM [q − d(D)]− p

q
·E•;

p(Q−h) = Σ•M

[
p

q
+ 2− d(v)

]
+Σ◦M [p− d(v)]+

p

q
·ΣM [q−d(D)]+

p

q
·(V •−E•).

(Ñóììèðîâàíèå Σ•M , Σ◦M âåäåòñÿ ïî ãðàíè÷íûì è âíóòðåííèì
îáëàñòÿì M ñîîòâåòñòâåííî; Q � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò êàðòû, h
� ÷èñëî äûð â íåé).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Ôîðìóëû Ëèíäîíà (1966 ã.)

Îíè ïîëó÷àþòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ãàóññà-Áîííå äëÿ
êóñî÷íî-åâêëèäîâûõ êîìïëåêñîâ èëè ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ ñâÿçíîãî
ãðàôà V − E + F = 1 (â íàøåì ñëó÷àå ýòî êàðòà M ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ äèàãðàììó ãðóïïû):

p(Q− h) = Σ•M [p− d(v)] + Σ◦M [p− d(v)] +
p

q
·ΣM [q − d(D)]− p

q
·E•;

p(Q−h) = Σ•M

[
p

q
+ 2− d(v)

]
+Σ◦M [p− d(v)]+

p

q
·ΣM [q−d(D)]+

p

q
·(V •−E•).

(Ñóììèðîâàíèå Σ•M , Σ◦M âåäåòñÿ ïî ãðàíè÷íûì è âíóòðåííèì
îáëàñòÿì M ñîîòâåòñòâåííî; Q � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò êàðòû, h
� ÷èñëî äûð â íåé).
Â ýòèõ ôîðìóëàõ 1

p + 1
q = 1

2 � ñîîòíîøåíèå, îáóñëîâëåííîå

òîïîëîãèåé E2; ÿñíî, ÷òî ïàðà (p, q) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî
çíà÷åíèÿ (3, 6), (4, 4), (6, 3) � ýòè ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì
C(p) è T (q).

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà
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C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Ôîðìóëû êðèâèçíû
Ð. Ëèíäîí, 1966 ã.

Îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóë Ëèíäîíà äëÿ îäíîñâÿçíîé
[p, q]-êàðòû M (íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì îöåíêó êðèâèçíû ôðàãìåíòà ìîçàèêè íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè):

Σ•M

[
p

q
+ 2− d(v)

]
≥ p

Ïðèâëåêàÿ ïîíÿòèå äóàëüíîé êàðòû M∗, ëåãêî
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó äëÿ
âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ãðàíè÷íûõ îáëàñòåé
(q, p)-êàðòû M∗:

Σ•M∗

[
p

q
+ 2− i(D)

]
≥ p

Çäåñü i(D) � âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü � ÷èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð
ãðàíè÷íîé îáëàñòè D.
Íà ðèñóíêå êàðòà M∗ äóàëüíà ê M ; M1 ïîëó÷åíà èç M óäàëåíèåì
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ è äóàëüíà ê M∗.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Ôîðìóëû êðèâèçíû
Ð. Ëèíäîí, 1966 ã.

Σ•M

[
p

q
+ 2− d(v)

]
≥ p

Ïðèâëåêàÿ ïîíÿòèå äóàëüíîé êàðòû M∗, ëåãêî
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó äëÿ
âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ãðàíè÷íûõ îáëàñòåé
(q, p)-êàðòû M∗:

Σ•M∗

[
p

q
+ 2− i(D)

]
≥ p

Çäåñü i(D) � âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü � ÷èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð
ãðàíè÷íîé îáëàñòè D.
Íà ðèñóíêå êàðòà M∗ äóàëüíà ê M ; M1 ïîëó÷åíà èç M óäàëåíèåì
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ è äóàëüíà ê M∗.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Ôîðìóëû êðèâèçíû
Ð. Ëèíäîí, 1966 ã.

Σ•M

[
p

q
+ 2− d(v)

]
≥ p

Ïðèâëåêàÿ ïîíÿòèå äóàëüíîé êàðòû M∗, ëåãêî
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó äëÿ
âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ãðàíè÷íûõ îáëàñòåé
(q, p)-êàðòû M∗:

Σ•M∗

[
p

q
+ 2− i(D)

]
≥ p

Çäåñü i(D) � âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü � ÷èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð
ãðàíè÷íîé îáëàñòè D.
Íà ðèñóíêå êàðòà M∗ äóàëüíà ê M ; M1 ïîëó÷åíà èç M óäàëåíèåì
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ è äóàëüíà ê M∗.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Òåîðåìà î ïëîùàäè è ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ð. Ëèíäîí, 1966 ã.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè äóàëüíîé êàðòû è ãðàíè÷íîãî ñëîÿ
ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî îáëàñòåé îäíîñâÿçíîé
(p, q)-êàðòû M :

VM ≤
q

p2
[Σ•M (p− d(v))]

2
; FM ≤

p

q2
[Σ•M (q − (D))]

2

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîêàçàòåëü 2 â ôîðìóëàõ.
Êàê ìû âèäåëè âûøå (1), ñëîâî w =G 1 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
ñîïðÿæåííûõ ê ãðàíè÷íûì ìåòêàì îáëàñòåé äèàãðàììû. Äàííàÿ
îöåíêà îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî òàêèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé
îò |w|. Ïîýòîìó áëàãîäàðÿ àëãîðèòìó ïðîñòîãî ïåðåáîðà, âåðíà:

Òåîðåìà Ëèíäîíà

Ïóñòü F � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, R � êîíå÷íîå
ñèììåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû F è N = RF . Åñëè
R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(6) èëè C(4)&T (4), èëè C(3)&T (6), òî
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ â ãðóïïå G = F/N ðàçðåøèìà.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà
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C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Òåîðåìà î ïëîùàäè è ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ð. Ëèíäîí, 1966 ã.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè äóàëüíîé êàðòû è ãðàíè÷íîãî ñëîÿ
ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî îáëàñòåé îäíîñâÿçíîé
(p, q)-êàðòû M :

VM ≤
q

p2
[Σ•M (p− d(v))]

2
; FM ≤

p

q2
[Σ•M (q − (D))]

2

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîêàçàòåëü 2 â ôîðìóëàõ.
Êàê ìû âèäåëè âûøå (1), ñëîâî w =G 1 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
ñîïðÿæåííûõ ê ãðàíè÷íûì ìåòêàì îáëàñòåé äèàãðàììû. Äàííàÿ
îöåíêà îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî òàêèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé
îò |w|. Ïîýòîìó áëàãîäàðÿ àëãîðèòìó ïðîñòîãî ïåðåáîðà, âåðíà:

Òåîðåìà Ëèíäîíà

Ïóñòü F � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, R � êîíå÷íîå
ñèììåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû F è N = RF . Åñëè
R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(6) èëè C(4)&T (4), èëè C(3)&T (6), òî
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ â ãðóïïå G = F/N ðàçðåøèìà.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà
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Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Óñëîâèÿ ìàëîé ñîêðàòèìîñòè
Ôîðìóëû êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè
Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Òåîðåìà î ïëîùàäè è ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ð. Ëèíäîí, 1966 ã.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè äóàëüíîé êàðòû è ãðàíè÷íîãî ñëîÿ
ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî îáëàñòåé îäíîñâÿçíîé
(p, q)-êàðòû M :

VM ≤
q

p2
[Σ•M (p− d(v))]

2
; FM ≤

p

q2
[Σ•M (q − (D))]

2

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîêàçàòåëü 2 â ôîðìóëàõ.
Êàê ìû âèäåëè âûøå (1), ñëîâî w =G 1 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
ñîïðÿæåííûõ ê ãðàíè÷íûì ìåòêàì îáëàñòåé äèàãðàììû. Äàííàÿ
îöåíêà îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî òàêèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé
îò |w|. Ïîýòîìó áëàãîäàðÿ àëãîðèòìó ïðîñòîãî ïåðåáîðà, âåðíà:

Òåîðåìà Ëèíäîíà

Ïóñòü F � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, R � êîíå÷íîå
ñèììåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû F è N = RF . Åñëè
R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(6) èëè C(4)&T (4), èëè C(3)&T (6), òî
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ â ãðóïïå G = F/N ðàçðåøèìà.
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Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Òåîðåìà î ñëîå è ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè
Ï. Øóïï, 1968 ã.

Ãëÿäÿ íà ðèñóíîê êîëüöåâîé [4, 4]-êàðòû,
ìîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
ôóíêöèè îò äëèíû ãðàíè÷íîé ìåòêè
êîëüöåâîé êàðòû, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàëà
áû ÷èñëî åå âåðøèí èëè îáëàñòåé.
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Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Òåîðåìà î ñëîå è ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè
Ï. Øóïï, 1968 ã.

Ãëÿäÿ íà ðèñóíîê êîëüöåâîé [4, 4]-êàðòû,
ìîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
ôóíêöèè îò äëèíû ãðàíè÷íîé ìåòêè
êîëüöåâîé êàðòû, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàëà
áû ÷èñëî åå âåðøèí èëè îáëàñòåé.

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíî
÷èñëî îáëàñòåé â ãðàíè÷íûõ ñëîÿõ
ìíîãîñëîéíîé êîëüöåâîé êàðòû:

max
i=0,k

β(Si, Ti) ≤
q

p
· Σ•M [p− i(D)]
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max
i=0,k

β(Si, Ti) ≤
q

p
· Σ•M [p− i(D)]

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî îöåíèòü
äëèíû ìåòîê íà ãðàíè÷íûõ ñëîÿõ Si, Ti � îíè
îãðàíè÷åíû ôóíêöèåé îò ñóììû äëèí |u|+ |z|
ñîïðÿæåííûõ ñëîâ.
Êðîìå òîãî, äëèíû ïðîìåæóòî÷íûõ
ñîïðÿãàþùèõ ñëîâ îãðàíè÷åíû ÷èñëîì
L/2, L = max

r∈R
|r|.
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max
i=0,k

β(Si, Ti) ≤
q

p
· Σ•M [p− i(D)]

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî îöåíèòü
äëèíû ìåòîê íà ãðàíè÷íûõ ñëîÿõ Si, Ti � îíè
îãðàíè÷åíû ôóíêöèåé îò ñóììû äëèí |u|+ |z|
ñîïðÿæåííûõ ñëîâ.
Êðîìå òîãî, äëèíû ïðîìåæóòî÷íûõ
ñîïðÿãàþùèõ ñëîâ îãðàíè÷åíû ÷èñëîì
L/2, L = max

r∈R
|r|.

Òåîðåìà Øóïïà

Ïóñòü F � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, R � êîíå÷íîå
ñèììåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû F è N = RF . Åñëè
R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(6) èëè C(4)&T (4), èëè C(3)&T (6), òî
ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â ãðóïïå G = F/N ðàçðåøèìà.
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Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
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Äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì

Ãðóïïà Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ I (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 3.

Ñîîòíîøåíèÿ a2i = 1 íå ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü òàêîå çàäàíèå
ìàëîñîêðàòèìûì. Ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñî ñâîáîäíûì
ïðîèçâåäåíèåì.
∀i = 0, k Fi := 〈ai; a2i 〉; F :=

∏n
i=1 ∗Fi � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå

öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà 2. Îòîæäåñòâèì êàæäûé îáðàçóþùèé ai
ãðóïïû F ñ åãî îáðàòíûì a−1i .
Ïóñòü rij = (aiaj)

mij , òîãäà â F ñóùåñòâóþò â òî÷íîñòè äâå
ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè: rij = (aiaj)

mij è rji = (ajai)
mij , i 6= j.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Äèàãðàììû íàä ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì

Ãðóïïà Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

G = 〈ai, i ∈ I, |I| <∞; ∀i, j ∈ I (aiaj)
mij 〉

Çäåñü mij ∈M , ãäå M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà, ó íåå
mii = 1 (ò.å. ïî äèàãîíàëè ñòîÿò 1) è ïðè i 6= j mij ≥ 3.

Îáîçíà÷èì Fij = Fi ∗ Fj , Gij = 〈ai, aj ; a2i , a
2
j , rij , rji〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rij ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ñëîâ,
öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûõ â ñâîáîäíîì ïðîèçâäåíèè Fij è ðàâíûõ 1 â
ãðóïïå Gij . Ýëåìåíò r ∈ Rij � ñîîòíîøåíèå òèïà (i, j).
Òîãäà R = ∪i,j∈IRij � ñèììåòðèçîâàííîå ïîäìíîæåñòâî ñâîáîäíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ F , è ãðóïïà Êîêñòåðà ìîæåò áûòü çàäàíà
êîïðåäñòàâëåíèåì:

G = 〈A; ∀i = 1, n a2i , R〉
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Äèàãðàììû. Äåíîâñêèå îáëàñòè è ïîëîñû
Ê. Àïïåëü � 1984 ã., Â.Í. Áåçâåðõíèé � 1994 ã.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ai = a−1i â F ìîæíî ñòðîèòü R-äèàãðàììû íàä
ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì F òàê æå, êàê íàä ñâîáîäíîé ãðóïïîé.
Ïîýòîìó ∃ ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ïðèâîäèìàÿ äèàãðàììà M ãðóïïû
Êîêñòåðà G áîëüøîãî òèïà ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé w =G 1, îáëàñòÿìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ Rij-äèàãðàììû ñ ìåòêàìè�ñîîòíîøåíèÿìè òèïà
(i, j). Îòñþäà

Óòâåðæäåíèå

Êàæäàÿ ïðèâåäåííàÿ ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ R-äèàãðàììà ãðóïïû
Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(6). Ïðè ýòîì
êóñêàìè ÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûå áóêâû ai ∈ A.
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Äèàãðàììû. Äåíîâñêèå îáëàñòè è ïîëîñû
Ê. Àïïåëü � 1984 ã., Â.Í. Áåçâåðõíèé � 1994 ã.

Îïèðàÿñü íà ôîðìóëû êðèâèçíû, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ãðàíè÷íûé
ñëîé äèàãðàììû ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà ñîäåðæàò îñîáûå
ó÷àñòêè:

Äåíîâñêàÿ îáëàñòü � ó êîòîðîé i(·) ≤ 2.

Ïîëîñà � ãðàíè÷íûé ó÷àñòîê, ñîñòîÿùèé èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ
îáëàñòåé D1, . . . , Dn, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðó, ïðè÷åì

i(D1) = i(Dn) = 3, ∀k = 2, n− 1 i(Dk) = 4
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Àëãîðèòì Òèòñà, 1968 ã.

Ýòî èñòîðè÷åñêè ïåðâûé ïðèìåð ðåøåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé
ïðîáëåìû äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ îáðàçóþùèõ.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì ê äàííîìó ñëîâó êàæäîå èç
ñîîòíîøåíèé rij = rji, ïîêà îíî äàåò ñîêðàùåíèÿ òèïà a

2
i = 1.
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Àëãîðèòì Òèòñà, 1968 ã.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì ê äàííîìó ñëîâó êàæäîå èç
ñîîòíîøåíèé rij = rji, ïîêà îíî äàåò ñîêðàùåíèÿ òèïà a

2
i = 1.

Ïðèìåð

Ïóñòü G = 〈a, b, c; a2, b2, c2 (ab)3 (bc)7 (ac)2〉. Òîãäà:
aba = bab, bcbcbcb = cbcbcbc, ac = ca. Ïðîèçâåäåì ñîêðàùåíèÿ â
ñëîâå (abac(bc)3)7:

(aba cbcbcbc)7 = (ba bcbcbcb c)7 = (bacbcbcb cc)7 =

= (bacbcbcb)7 = b(ac bcbc)7b = b(cabcbc)7b = bc(abcb)7cb =

= bcab(c bab)6cbcb = bcab(ca ba)6cbcb = bcab(acba) 6cbcb =

= bc aba(cb)6 acbcb = bcbab(cb)6cabcb = bcba(bc)7abcb =

= bcbaabcb = bcbbcb = bccb = bb = 1
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Àëãîðèòì Òèòñà, 1968 ã.

Ïðîöåññ ñîêðàùåíèÿ ìîæíî âèäåòü íà ãðàôå ãðóïïû (íà H2):
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Àëãîðèòì Äýíà äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà
Ê. Àïïåëü, Ï. Øóïï � 1983 ã.

Óäàëåíèå äåíîâñêîé îáëàñòè D äèàãðàììû M íàçûâàåòñÿ äåíîâñêèì
ñîêðàùåíèåì, èëè R-ñîêðàùåíèåì; ÿâëÿåòñÿ R-ïðèâåäåííîé, åñëè
îíà íå ñîäåðæèò äåíîâñêèõ îáëàñòåé.
Çàìåíó äèàãðàììû íà äèàãðàììó M1, ïîëó÷åííóþ èç óäàëåíèåì
ïîëîñû, íàçîâåì ñïåöèàëüíûì R-ñîêðàùåíèåì. Åñëè íå ñîäåðæèò
ïîëîñ, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåííîé.
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Àëãîðèòì Äýíà äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà
Ê. Àïïåëü, Ï. Øóïï � 1983 ã.

Ìîæíî äàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ¾àíàëèòè÷åñêèå¿ îïðåäåëåíèÿ äëÿ
ãðóïïîâûõ ñëîâ. Íàïðèìåð:

R-ïðèâîäèìîñòü

Ñëîâî w â ãðóïïå Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà íàçîâåì R-ïðèâîäèìûì,
åñëè w ïðèâåäåíî â F è ñîäåðæèò ïîäñëîâî s, ÿâëÿþùååñÿ
ïîäñëîâîì íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ r ∈ R, r = sb, ãäå |b| ≤ 2.

Î÷åâèäíà ñâÿçü ýòîãî ïîíÿòèÿ ñ ïîíÿòèåì äåíîâñêîé îáëàñòè.
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Àëãîðèòì Äýíà äëÿ ãðóïï Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà
Ê. Àïïåëü, Ï. Øóïï � 1983 ã.

Ìîæíî äàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ¾àíàëèòè÷åñêèå¿ îïðåäåëåíèÿ äëÿ
ãðóïïîâûõ ñëîâ. Íàïðèìåð:

R-ïðèâîäèìîñòü

Ñëîâî w â ãðóïïå Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà íàçîâåì R-ïðèâîäèìûì,
åñëè w ïðèâåäåíî â F è ñîäåðæèò ïîäñëîâî s, ÿâëÿþùååñÿ
ïîäñëîâîì íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ r ∈ R, r = sb, ãäå |b| ≤ 2.

Î÷åâèäíà ñâÿçü ýòîãî ïîíÿòèÿ ñ ïîíÿòèåì äåíîâñêîé îáëàñòè.
Ïîñêîëüêó â õîäå R− è ñïåöèàëüíîãî R-ïðèâåäåíèÿ ñëîâà w
ïîëó÷àåì ñëîâî w′, ó êîòîðîãî |w′| < |w|, òî èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà

Â ãðóïïàõ Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
ñëîâ.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Îáùèé ïîäõîä

Êàê è ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè â C(p)&T (q)-ãðóïïàõ,
çäåñü îñíîâíàÿ èäåÿ � ïîñëåäîâàòåëüíîå îãðàíè÷åíèå äëèí
ïðîìåæóòî÷íûõ ìåæäó u è z ñîïðÿæåííûõ ñëîâ ui:

u = h1u1h
−1
1 ∼ h2u2h−12 ∼ . . . ∼ hnunh−1n = z

Ïóñòü σ, τ � âíåøíèé è âíóòðåííèé öèêëû äèàãðàììû
ñîïðÿæåííîñòè; Kσ, Kτ � åå âíåøíèé è âíóòðåííèé ãðàíè÷íûé ñëîè
ñîîòâåòñòâåííî.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Îáùèé ïîäõîä

Ïóñòü σ, τ � âíåøíèé è âíóòðåííèé öèêëû äèàãðàììû
ñîïðÿæåííîñòè; Kσ, Kτ � åå âíåøíèé è âíóòðåííèé ãðàíè÷íûé ñëîè
ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ïîëîñû ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ñïåöèàëüíîãî ãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Òàêîé ñëîé ñîñòîèò èç
îáëàñòåé Di, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðó, ïðè÷åì ðîâíî ó
îäíîé i(·) = 3, à ó âñåõ îñòàëüíûõ � i(Dj) = 4.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü êîëüöåâàÿ ïðèâåäåííàÿ äèàãðàììà ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî
òèïà ñîäåðæèò ñïåöèàëüíûé ãðàíè÷íûé ñëîé (âíåøíèé èëè
âíóòðåííèé), êàæäàÿ åå ãðàíè÷íàÿ îáëàñòü ïåðåñåêàåòñÿ ëèáî ñ σ,
ëèáî ñ τ , ãðàíè÷íûå ìåòêè ϕ(σ) è ϕ(τ) öèêëè÷åñêè R-ïðèâåäåíû.
Ïóñòü âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ ìåòêè ñïåöèàëüíîãî ãðàíè÷íîãî ñëîÿ
ðàâíû w è v ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà |v| < |w|.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Îáùèé ïîäõîä

Ïóñòü σ, τ � âíåøíèé è âíóòðåííèé öèêëû äèàãðàììû
ñîïðÿæåííîñòè; Kσ, Kτ � åå âíåøíèé è âíóòðåííèé ãðàíè÷íûé ñëîè
ñîîòâåòñòâåííî.
Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå � êîãäà ãðàíè÷íûå ñëîè äèàãðàììû íå
ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè � ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëèíû
ïðîìåæóòî÷íûõ ñîïðÿæåííûõ ñëîâ íå âîçðàñòàþò.
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû êðèâèçíû äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà î ãëàäêîé ãðàíèöå

Ðàññìîòðèì êîëüöåâóþ ïðèâåäåííóþ äèàãðàììó ãðóïïû Êîêñòåðà
áîëüøîãî òèïà áåç ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñëîåâ, òàêóþ, ÷òî êàæäàÿ
åå ãðàíè÷íàÿ îáëàñòü ïåðåñåêàåòñÿ ëèáî ñ σ, ëèáî ñ τ , ãðàíè÷íûå
ìåòêè ϕ(σ) è ϕ(τ) ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåíû. Òîãäà

Σ•σ (4− i(D)) = 0, Σ•τ (4− i(D)) = 0.

Êîëüöåâàÿ äèàãðàììà, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â äàííîé ëåììå,
íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Îáùèé ïîäõîä

Ëåììà î ãëàäêîé ãðàíèöå

Ðàññìîòðèì êîëüöåâóþ ïðèâåäåííóþ äèàãðàììó ãðóïïû Êîêñòåðà
áîëüøîãî òèïà áåç ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñëîåâ, òàêóþ, ÷òî êàæäàÿ
åå ãðàíè÷íàÿ îáëàñòü ïåðåñåêàåòñÿ ëèáî ñ σ, ëèáî ñ τ , ãðàíè÷íûå
ìåòêè ϕ(σ) è ϕ(τ) ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåíû. Òîãäà

Σ•σ (4− i(D)) = 0, Σ•τ (4− i(D)) = 0.

Êîëüöåâàÿ äèàãðàììà, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â äàííîé ëåììå,
íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé.

Ñëåäñòâèå

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíóþ êîëüöåâóþ R-äèàãðàììó ãðóïïû Êîêñòåðà
áîëüøîãî òèïà ñ ãðàíè÷íûìè öèêëàìè σ è τ , σ′ è τ ′ � âíóòðåííèå
ãðàíè÷íûå öèêëû âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ãðàíè÷íûõ ñëîåâ
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

|ϕ(σ′)| ≤ |ϕ(σ)|, |ϕ(τ ′)| ≤ |ϕ(τ)|.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå ñîêðàùåíèå
Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003 ã.

Àëãîðèòì Äýíà äëÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà, êàê ìû âèäåëè âûøå,
îñíîâàí íà ñïåöèàëüíîì R-ïðèâåäåíèè äàííîãî ñëîâà. Äëÿ äàííîãî
ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåííîãî ñëîâà ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü
ñîïðÿæåííîå ñëîâî ìåíüøåé äëèíû.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå ñîêðàùåíèå
Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003 ã.

Àëãîðèòì Äýíà äëÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà, êàê ìû âèäåëè âûøå,
îñíîâàí íà ñïåöèàëüíîì R-ïðèâåäåíèè äàííîãî ñëîâà. Äëÿ äàííîãî
ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåííîãî ñëîâà ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü
ñîïðÿæåííîå ñëîâî ìåíüøåé äëèíû.

Êîëüöåâàÿ ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ îäíîñëîéíàÿ
R-äèàãðàììà, ó êîòîðîé ãðàíè÷íûå ìåòêè
ïðèâåäåíû â F , ïðè÷åì ñëîâî ϕ(σ) R− è
ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåíî, ϕ(τ) � öèêëè÷åñêè
R− è ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåíî, � íàçûâàåòñÿ
îñîáî ñïåöèàëüíîé R-äèàãðàììîé, åñëè â íåé ∃
òîëüêî îäíà îáëàñòü D òàêàÿ, ÷òî
|ϕ(∂D\(∂D ∩ σ))| = 3, à äëÿ îñòàëüíûõ
îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì |ϕ(·)| = 4.

Çàìåíà ñëîâà ϕ(σ) ñëîâîì ϕ(τ) � ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå
R-ñîêðàùåíèå.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå ñîêðàùåíèå
Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003 ã.

Êîëüöåâàÿ ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ îäíîñëîéíàÿ
R-äèàãðàììà, ó êîòîðîé ãðàíè÷íûå ìåòêè
ïðèâåäåíû â F , ïðè÷åì ñëîâî ϕ(σ) R− è
ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåíî, ϕ(τ) � öèêëè÷åñêè
R− è ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåíî, � íàçûâàåòñÿ
îñîáî ñïåöèàëüíîé R-äèàãðàììîé, åñëè â íåé ∃
òîëüêî îäíà îáëàñòü D òàêàÿ, ÷òî
|ϕ(∂D\(∂D ∩ σ))| = 3, à äëÿ îñòàëüíûõ
îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì |ϕ(·)| = 4.

Çàìåíà ñëîâà ϕ(σ) ñëîâîì ϕ(τ) � ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå
R-ñîêðàùåíèå.

Ëåììà

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî öèêëè÷åñêè R− è
ñïåöèàëüíî R-ïðèâåäåííîãî ñëîâà w ãðóïïû G Êîêñòåðà áîëüøîãî
òèïà óñòàíîâèòü, ïðèìåíèìî ëè ê íåìó ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå
R-ñîêðàùåíèå.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

1. Ðàçáèâàåì öèêëè÷åñêîå ñëîâî w (ò.å. çàïèñàííîå íà
îêðóæíîñòè) â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà
ïîäñëîâà:

w = w1w2 . . . wn, ∀s ws ∈ Gisjs .

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

1. Ðàçáèâàåì öèêëè÷åñêîå ñëîâî w (ò.å. çàïèñàííîå íà
îêðóæíîñòè) â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà
ïîäñëîâà:

w = w1w2 . . . wn, ∀s ws ∈ Gisjs .

2. Âûÿñíÿåì, ∃? ws : ws = aisajsais ∨ ws = ajsaisajs â ãðóïïå
Gisjs , ïðè÷åì h = wsaisajsais (h = wsajsaisajs) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

(α) : h � öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîå ñëîâî.

Åñëè äà, ïîëàãàåì k = s è ïåðåõîäèì ê ï. 3, èíà÷å � ê ï.1.

Êó÷åðîâ Èãîðü Èãîðåâè÷ C(p)&T (q)-ãðóïïû è ãðóïïû Êîêñòåðà



Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

1. Ðàçáèâàåì öèêëè÷åñêîå ñëîâî w (ò.å. çàïèñàííîå íà
îêðóæíîñòè) â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà
ïîäñëîâà:

w = w1w2 . . . wn, ∀s ws ∈ Gisjs .

2. Âûÿñíÿåì, ∃? ws : ws = aisajsais ∨ ws = ajsaisajs â ãðóïïå
Gisjs , ïðè÷åì h = wsaisajsais (h = wsajsaisajs) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

(α) : h � öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîå ñëîâî.

Åñëè äà, ïîëàãàåì k = s è ïåðåõîäèì ê ï. 3, èíà÷å � ê ï.1.

3. Ïóñòü wk = aikajkaik , è âûïîëíåíî óñëîâèå (α). Ïåðåõîäèì ê
ï. 3.1 � èíà÷å ê ï. 1.
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Ââåäåíèå
C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

1. Ðàçáèâàåì öèêëè÷åñêîå ñëîâî w (ò.å. çàïèñàííîå íà
îêðóæíîñòè) â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà
ïîäñëîâà:

w = w1w2 . . . wn, ∀s ws ∈ Gisjs .

2. Âûÿñíÿåì, ∃? ws : ws = aisajsais ∨ ws = ajsaisajs â ãðóïïå
Gisjs , ïðè÷åì h = wsaisajsais (h = wsajsaisajs) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

(α) : h � öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîå ñëîâî.

Åñëè äà, ïîëàãàåì k = s è ïåðåõîäèì ê ï. 3, èíà÷å � ê ï.1.

3. Ïóñòü wk = aikajkaik , è âûïîëíåíî óñëîâèå (α). Ïåðåõîäèì ê
ï. 3.1 � èíà÷å ê ï. 1.

3.1. Ïîëàãàåì p = k + 1.
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C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

3.2. Â ñëîâå wp âûäåëÿåì íà÷àëüíîå ïîäñëîâî v ∈ Gikjp ,
ïðèâåäåííîå â F .
Âûÿñíÿåì, áóäåò ëè v = aikajpaikajp . Åñëè äà, ïðîâåðÿåì,
óäîâëåòâîðÿåò ëè h = vaikajpaikajp óñëîâèþ (α) è ïåðåõîäèì ê
ï. 3.3 � èíà÷å ê ï. 1.
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Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

3.2. Â ñëîâå wp âûäåëÿåì íà÷àëüíîå ïîäñëîâî v ∈ Gikjp ,
ïðèâåäåííîå â F .
Âûÿñíÿåì, áóäåò ëè v = aikajpaikajp . Åñëè äà, ïðîâåðÿåì,
óäîâëåòâîðÿåò ëè h = vaikajpaikajp óñëîâèþ (α) è ïåðåõîäèì ê
ï. 3.3 � èíà÷å ê ï. 1.

3.3. Â ñëîâå wp+1 âûäåëÿåì íà÷àëüíîå ïîäñëîâî v ∈ Gipjp ,
ïðèâåäåííîå â F . Âûÿñíÿåì, áóäåò ëè v = aipajpaipajp . Åñëè äà,
ïðîâåðÿåì, óäîâëåòâîðÿåò ëè h = vaipajpaipajp óñëîâèþ (α) è
ïåðåõîäèì ê ï. 3.4 � èíà÷å ê ï. 1.
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Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

3.2. Â ñëîâå wp âûäåëÿåì íà÷àëüíîå ïîäñëîâî v ∈ Gikjp ,
ïðèâåäåííîå â F .
Âûÿñíÿåì, áóäåò ëè v = aikajpaikajp . Åñëè äà, ïðîâåðÿåì,
óäîâëåòâîðÿåò ëè h = vaikajpaikajp óñëîâèþ (α) è ïåðåõîäèì ê
ï. 3.3 � èíà÷å ê ï. 1.

3.3. Â ñëîâå wp+1 âûäåëÿåì íà÷àëüíîå ïîäñëîâî v ∈ Gipjp ,
ïðèâåäåííîå â F . Âûÿñíÿåì, áóäåò ëè v = aipajpaipajp . Åñëè äà,
ïðîâåðÿåì, óäîâëåòâîðÿåò ëè h = vaipajpaipajp óñëîâèþ (α) è
ïåðåõîäèì ê ï. 3.4 � èíà÷å ê ï. 1.

3.4. Çàìåíÿåì p íà p+ 2 è ïåðåõîäèì ê ï. 3.2.
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C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëîâà w ∈ G îñîáî ñïåöèàëüíóþ
R-äèàãðàììó ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(σ) = w.
Øàãè àëãîðèòìà:

3.2. Â ñëîâå wp âûäåëÿåì íà÷àëüíîå ïîäñëîâî v ∈ Gikjp ,
ïðèâåäåííîå â F .
Âûÿñíÿåì, áóäåò ëè v = aikajpaikajp . Åñëè äà, ïðîâåðÿåì,
óäîâëåòâîðÿåò ëè h = vaikajpaikajp óñëîâèþ (α) è ïåðåõîäèì ê
ï. 3.3 � èíà÷å ê ï. 1.

3.3. Â ñëîâå wp+1 âûäåëÿåì íà÷àëüíîå ïîäñëîâî v ∈ Gipjp ,
ïðèâåäåííîå â F . Âûÿñíÿåì, áóäåò ëè v = aipajpaipajp . Åñëè äà,
ïðîâåðÿåì, óäîâëåòâîðÿåò ëè h = vaipajpaipajp óñëîâèþ (α) è
ïåðåõîäèì ê ï. 3.4 � èíà÷å ê ï. 1.

3.4. Çàìåíÿåì p íà p+ 2 è ïåðåõîäèì ê ï. 3.2.
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Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Àëãîðèòì ñïåöèàëüíîãî êîëüöåâîãî R-ñîêðàùåíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû âûÿñíÿåì, ìîæíî
ëè äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ ñëîâà w ïîñòðîèòü ïðèâåäåííóþ
êîëüöåâóþ R-äèàãðàììó M .
Åñëè íåëüçÿ, òî áåðåì äðóãîå ðàçáèåíèå, äëÿ êîòîðîãî ïîâòîðÿåì
óêàçàííûå â ïï. 2 è 3 øàãè.
Åñëè ìû ïîñòðîèëè îñîáî ñïåöèàëüíóþ êîëüöåâóþ R-äèàãðàììó ñ
âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé w è âíóòðåííåé w′, òî |w′| < |w|.
Òîãäà ïûòàåìñÿ ïîâòîðèòü ïðîöåññ äëÿ ñëîâà w′, è ò. ä.
Â ñèëó êîíå÷íîñòè äëèíû èñõîäíîãî ñëîâà w ýòîò ïðîöåññ
ýôôåêòèâåí.
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Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Ñîïðÿæåííîñòü â ïîäãðóïïå

Ëåììà

Ïóñòü u, v � ñîïðÿæåííûå ñëîâà â ãðóïïå G Êîêñòåðà áîëüøîãî
òèïà, ê êîòîðûì íåïðèìåíèìî ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå ñîêðàùåíèå,
zuz−1 =G v. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ G. Òîãäà åñëè u �
ñëîâî íà îáðàçóþùèõ AJ ⊂ A (íî íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì èç AJ),
òî v ∈ GJ è

∃z′ ∈ GJ , z′ =G z : z′uz′−1 =GJ
v

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà
ñîïðÿãàþòñÿ îòäåëüíûå îáðàçóþùèå ai, aj ,
ìèíèìàëüíîé äèàãðàììîé ñîïðÿæåííîñòè
ÿâëÿåòñÿ îñîáàÿ ¾ïåòëåâàÿ¿ (s− i)-îáëàñòü
(àíãë. self-identi�ed region).
Åñëè â ïðèâåäåííîé äèàãðàììå ñîïðÿæåííîñòè ñïåöèàëüíî
ñîêðàùåííûõ ñëîâ åñòü õîòÿ áû îäíà (s− i)-îáëàñòü, òî âñå åå
îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ (s− i)-îáëàñòÿìè.
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C(p)&T (q)-ãðóïïû

Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Ñîïðÿæåííîñòü â ïîäãðóïïå

Ëåììà

Ïóñòü u, v � ñîïðÿæåííûå ñëîâà â ãðóïïå G Êîêñòåðà áîëüøîãî
òèïà, ê êîòîðûì íåïðèìåíèìî ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå ñîêðàùåíèå,
zuz−1 =G v. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ G. Òîãäà åñëè u �
ñëîâî íà îáðàçóþùèõ AJ ⊂ A (íî íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì èç AJ),
òî v ∈ GJ è

∃z′ ∈ GJ , z′ =G z : z′uz′−1 =GJ
v

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà
ñîïðÿãàþòñÿ îòäåëüíûå îáðàçóþùèå ai, aj ,
ìèíèìàëüíîé äèàãðàììîé ñîïðÿæåííîñòè
ÿâëÿåòñÿ îñîáàÿ ¾ïåòëåâàÿ¿ (s− i)-îáëàñòü
(àíãë. self-identi�ed region).
Åñëè â ïðèâåäåííîé äèàãðàììå ñîïðÿæåííîñòè ñïåöèàëüíî
ñîêðàùåííûõ ñëîâ åñòü õîòÿ áû îäíà (s− i)-îáëàñòü, òî âñå åå
îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ (s− i)-îáëàñòÿìè.
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Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Êëàññèôèêàöèÿ äèàãðàìì ñîïðÿæåííîñòè
Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003 ã.

Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïàðû ñëîâ, ê êîòîðûì
íåïðèìåíèìî ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå ñîêðàùåíèå, ìîæíî
ýôôåêòèâíî óñòàíîâèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè
îäíîé èç äèàãðàìì ñëåäóþùèõ òèïîâ:
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Ãðóïïû Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà

Îñîáåííîñòè êîïðåäñòàâëåíèÿ è äèàãðàìì
Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Òóïèêîâûå ñëîâà è ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè
Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003-5 ãã.

Èòàê, äëèíó öèêëè÷åñêîãî ñëîâà w ãðóïïû G Êîêñòåðà
áîëüøîãî òèïà óêîðà÷èâàþò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

öèêëè÷åñêîå ñîêðàùåíèå â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè F ;

öèêëè÷åñêîå R-ñîêðàùåíèå â G (äåíîâñêîå ñîêðàøåíèå);

öèêëè÷åñêîå ñïåöèàëüíîå R-ñîêðàùåíèå â G (óäàëåíèå ïîëîñ);

êîëüöåâîå ñïåöèàëüíîå R-ñîêðàùåíèå â G;

ïåðåõîä îò ê ñîïðÿæåííîìó ñëîâó w′, |w′| < |w| ñ ïîìîùüþ
êîëüöåâîé äèàãðàììû îäíîãî èç êëàññèôèöèðîâàííûõ âûøå
òèïîâ.

Çíà÷èò, âåðíà

Òåîðåìà Àïïåëÿ

Â ãðóïïå Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.
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Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Òóïèêîâûå ñëîâà è ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè
Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003-5 ãã.

Èòàê, äëèíó öèêëè÷åñêîãî ñëîâà w ãðóïïû G Êîêñòåðà
áîëüøîãî òèïà óêîðà÷èâàþò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

öèêëè÷åñêîå ñîêðàùåíèå â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè F ;

öèêëè÷åñêîå R-ñîêðàùåíèå â G (äåíîâñêîå ñîêðàøåíèå);

öèêëè÷åñêîå ñïåöèàëüíîå R-ñîêðàùåíèå â G (óäàëåíèå ïîëîñ);

êîëüöåâîå ñïåöèàëüíîå R-ñîêðàùåíèå â G;

ïåðåõîä îò ê ñîïðÿæåííîìó ñëîâó w′, |w′| < |w| ñ ïîìîùüþ
êîëüöåâîé äèàãðàììû îäíîãî èç êëàññèôèöèðîâàííûõ âûøå
òèïîâ.

Ñëîâî v, ïîëó÷åííîå èç w è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýòèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì äëÿ w.
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Òåîðåìà Àïïåëÿ

Â ãðóïïå Êîêñòåðà áîëüøîãî òèïà ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.
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Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè

Òóïèêîâûå ñëîâà è ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè
Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003-5 ãã.

Èòàê, äëèíó öèêëè÷åñêîãî ñëîâà w ãðóïïû G Êîêñòåðà
áîëüøîãî òèïà óêîðà÷èâàþò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

öèêëè÷åñêîå ñîêðàùåíèå â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè F ;
öèêëè÷åñêîå R-ñîêðàùåíèå â G (äåíîâñêîå ñîêðàøåíèå);
öèêëè÷åñêîå ñïåöèàëüíîå R-ñîêðàùåíèå â G (óäàëåíèå ïîëîñ);
êîëüöåâîå ñïåöèàëüíîå R-ñîêðàùåíèå â G;
ïåðåõîä îò ê ñîïðÿæåííîìó ñëîâó w′, |w′| < |w| ñ ïîìîùüþ
êîëüöåâîé äèàãðàììû îäíîãî èç êëàññèôèöèðîâàííûõ âûøå
òèïîâ.

Ñëîâî v, ïîëó÷åííîå èç w è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýòèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì äëÿ w.

Ëåììà î ìèíèìàëüíîé äëèíå ñîïðÿæåííîãî ñëîâà

Ïóñòü w ∈ G � cëîâî, ê êîòîðîìó íåïðèìåíèìî ñïåöèàëüíîå
êîëüöåâîå ñîêðàùåíèå è v � òóïèêîâîå äëÿ w ñëîâî. Òîãäà íèêàêîå
ñëîâî u ∈ G, |u| < |v| � íå ñîïðÿæåíî ñ w.
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ñëîâî u ∈ G, |u| < |v| � íå ñîïðÿæåíî ñ w.

Íàêîíåö, â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå êîëüöåâàÿ ïðèâåäåííàÿ
R-äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ ëèáî n-ñëîéíîé (ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óäàëåíèÿ n ãðàíè÷íûõ ñëîåâ ïîëó÷àåì ïóñòóþ äèàãðàììó), ëèáî
C − n-ñëîéíîé (ïîñëå óäàëåíèÿ n ãðàíè÷íûõ ñëîåâ îñòàåòñÿ êàêàÿ-òî
íåïóñòàÿ äèàãðàììà).
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ñëîâî u ∈ G, |u| < |v| � íå ñîïðÿæåíî ñ w.

Íàêîíåö, â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå êîëüöåâàÿ ïðèâåäåííàÿ
R-äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ ëèáî n-ñëîéíîé (ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óäàëåíèÿ n ãðàíè÷íûõ ñëîåâ ïîëó÷àåì ïóñòóþ äèàãðàììó), ëèáî
C − n-ñëîéíîé (ïîñëå óäàëåíèÿ n ãðàíè÷íûõ ñëîåâ îñòàåòñÿ êàêàÿ-òî
íåïóñòàÿ äèàãðàììà).

Ëåììà î øåñòèóãîëüíûõ îáëàñòÿõ

Ïóñòü M � êîëüöåâàÿ ïðèâåäåííàÿ R-äèàãðàììà ãðóïïû G Êîêñòåðà
áîëüøîãî òèïà, ïðè÷åì åå ãðàíè÷íûå ìåòêè ÿâëÿþòñÿ òóïèêîâûìè
ñëîâàìè. Åñëè � n-ñëîéíàÿ ëèáî C − n-ñëîéíàÿ äèàãðàììà (n > 1),
òî ñòåïåíü ëþáîé åå îáëàñòè ðàâíà 6.
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Ïóñòü u, v � ñëîâà, ïðèíàäëåæàùèå ãðóïïå G Êîêñòåðà áîëüøîãî
òèïà. Åñëè îíè ñîïðÿæåíû è íå ÿâëÿþòñÿ ñàìè îáðàçóþùèìè â G,
òî, ó÷èòûâàÿ âñå âûøåèçëîæåííîå, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü òóïèêîâûìè.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîëüöåâàÿ ïðèâåäåííàÿ R-äèàãðàììà M ñ
ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè ϕ(σ) = u, ϕ(τ) = v.
Ïî ëåììå î ìèíèìàëüíîé äëèíå ñîïðÿæåííîãî ñëîâà |u| = |v|.
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Â.Í. Áåçâåðõíèé, È.Â. Äîáðûíèíà � 2003-5 ãã.

Ïóñòü u, v � ñëîâà, ïðèíàäëåæàùèå ãðóïïå G Êîêñòåðà áîëüøîãî
òèïà. Åñëè îíè ñîïðÿæåíû è íå ÿâëÿþòñÿ ñàìè îáðàçóþùèìè â G,
òî, ó÷èòûâàÿ âñå âûøåèçëîæåííîå, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü òóïèêîâûìè.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîëüöåâàÿ ïðèâåäåííàÿ R-äèàãðàììà M ñ
ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè ϕ(σ) = u, ϕ(τ) = v.
Ïî ëåììå î ìèíèìàëüíîé äëèíå ñîïðÿæåííîãî ñëîâà |u| = |v|.
Åñëè � n-ñëîéíàÿ äèàãðàììà (n > 1), òî î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà
êðàò÷àéøåãî öèêëè÷åñêîãî ïóòè, ãîìîòîïíîãî σ è τ � íå
ïðåâîñõîäèò |u|.
Åñëè æå M � C − n-ñëîéíàÿ R-äèàãðàììà (n > 1) � òî, âûäåëÿÿ â
íåé ìàêñèìàëüíóþ n-ñëîéíóþ äèàãðàììó M ′, òàêæå, êàê è âûøå,
ìîæíî îöåíèòü äëèíó êðàò÷àéøåãî â M ′ öèêëè÷åñêîãî ïóòè,
ãîìîòîïíîãî ãðàíè÷íûì öèêëàì.
Îãðàíè÷èòåëüíàÿ îöåíêà äëÿ îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòû M ′′

ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû î øåñòèóãîëüíûõ îáëàñòÿõ è òåîðåìû î ñëîå.
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